Pruvodni trojhran krivky
Zavedeni prvku pruvodniho trojhranu krivky

Tecna rovina (symbol 7)

Tec¢na rovina r kfivky k v jejim regularnim
neinflexnim bodé A je jakakoliv rovina, ve
které lezi teCna t kfivky k sestrojena v bodé A.
Odtud plyne existence mnoziny nekonecné
mnoha teCnych rovin kfivky k v jejim regu-
larnim neinflexnim bodé A.

Normalova rovina (symbol v)

Normalova rovina v kfivky k v jejim
regularnim neinflexnim bodé A je rovina
prochazejici timto bodem kolmo k teCné t
sestrojené v tomto bode.
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(symbol n)

Normala n kfivky k v jejim regularnim
neinflexnim bodé A je jakakoliv pfimka
prochazejici timto bodem kolmo k te€né t
sestrojené v tomto bodé. Lze shrnout, ze

existuje  svazek  takovychto pfimek.
Pritom vSechny normaly lezi v normalove
roviné v kfivky k sestrojené v bodée A.

(symbol w)

Rovina @, ktera prochazi regularnim
neinflexnim bodem A (t;) kfivky k a
ktera je rovnobézna s vektory r(ty), r '(ty),
se nazyva oskula€éni rovina kfivky k
v bodé A(t,).
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(symbol b)

Binormala b je pfimka prochazejici regularnim
neinflexnim bodem A kfivky k kolmo oskulacni
roviné kfivky k v bode A.

Binormala je kolma k teCné t v bodé A kfivky k.
Je tojedna pfimka ze svazku normal. Smérovy
vektor b binormaly Ize urCit vektorovym souc€inem
dvou nekolinearnich vektort lezicich v oskulaéni
roviné krivky k v bodé A.

Je-li bod A neinflexnim bodem kfivky k, pak
ony dva vektory jsou vektory r(ty), r ’(t,) prvni a
druhé derivace vektorové funkce popisujici danou
kfivku k. Potom mUzeme psat

b (to) = r'(to) > r™"(to).
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(symbol n)

Hlavni normalou kfivky k v jejim regularnim
neinflexnim bodé A nazyvame normalu lezici
v oskula¢ni roviné kfivky k. Hlavni normala n
musi byt v bodé A kfivky k kolma kteCnét a
k binormale b. Smérovy vektor hlavni normaly
je definovany jako vektorovy soucin

n (to) =t (fp) x b (tp) = r'(ty) x b (ty).

(symbol p)

Rektifika€ni rovina p v regularnim neinflexnim
bodé A krivky k je rovina prochazejici timto bo-
dem kolmo k hlavni normale v bode A.

TeCna t a binormala b sestrojené v daném
bodé A krivky k lezi v rektifikaCni roviné p procha-
zejici bodem A.
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Lze shrnout, ze v regularnim neinflexnim bodé A kfivky k je definovana
trojice navzajem kolmych pfimek:

t...te€na,
b ... binormala,
n ... hlavni normala,
pritom pro jejich smerové vektory plati
t (to) = r'(ty),
b (to) = r(t) x r™(to),
n (to) =1t (to) x b (tx) =r"(ty) x b (ty).

Dale je v regularnim neinflexnim bodée A krivky k definovana trojice navzajem
kolmych rovin:

@ = (t, n) ... oskulacni rovina,
v = (b, n)...normalova rovina,
p =(t, b)...rektifikacni rovina.
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Uvedenymi trojicemi navzajem kolmych rovin a navzajem kolmych primek
je jednoznacné definovan pravouhly trojhran s vrcholem v bodé A, tzv.
pravodni trojhran kfivky. Jeho hrany jsou rovnobézné s vektory t(t), b(t), n(t)
a jsou to polopfimky na teCné, binormale a na hlavni normale s pocCateCnim
bodem v bodé A. Stény pruvodniho trojhranu lezi ve tfech uvedenych rovinach,
tj. v roviné rektifikaCni, oskulacni a normalové.

Poznamka: OskulacCni rovina rovinné kfivky k splyva s rovinou, ve které dana
kfivka lezi.

Poznamka: VSechny oskulacni roviny lezi v roviné krivky.

Poznamka: VSechny teCny lezi v roviné krivky.




' Priklad 3.6:

UrCete prvky pravodniho trojhranu (parametrické rovnice tecny, binormaly,
hlavni normaly a obecné rovnice normalové, oskulacni a rektifikacni roviny)
kfivky r (t) = (t—sint, 1 —-cost, t),t € R, v bodé t, =n/2.

r(t)=(t-sint,1-cost,t) = r(z

r'(t)=(1-cost, sint, 1) - rz
r'(t)= (sint, cost, 0) =




/

/ Sy e e Frr oy e A, B
t:x=%2-1+u, ueR normalova rovina: n¥ =t () = (1, 1, 1)
y=1+u P T il 0T 5
G v: X+y+z—7=0
Z=Z+U
b:x=2-1 veR oskulaéni rovina: n® =b (&) = (0, 1, - 1)
=1+v . 0-(x—3+1)+1-(y-1)-1-(z-3)=0
w: y-z+>-1=0
Z=5-V

rektifikacni rovina: nP =n () = (2, -1, - 1)
p: 2-x==2+1)-1-(y—-1)-1-(z-3)=0
TR S e R ey



/ S

/

V okoli regularnino bodu A(t,) krivky k je mozne urCovat odchylky ¢ tecCny t
v bode A(t,) od teCen v bodech K (t) lezicich ve ,velmi blizkém® okoli bodu A(t,).
Je-li tedy ¢ odchylka teCen krivky k v jejich regularnich bodech A(t,), K (t), pak
za miru krivosti na oblouku AK povazujeme podil

=l

s (AK)’
kde s (AK) je délka oblouku AK na krivce K.
Délkou oblouku AK pfitom rozumime integralni
soucet velikosti stran vepsané lomene cary
A X, X, ... X, K. To vede k vypoctu délky s (AK)
oblouku AK, tj. plati, ze

t

J

to

i Jx2 () +y"? (t)+22 t) dt‘.

s(AK)=s (KA)=

r'(t) dt‘ S
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Definice:
Krivosti kiivky k Vv jejim regularnim bodé A(t,) nazyvame realné Cislo
: ¢
k (t,)=lim :
t) >0 s (AK)

Pro k (t;) # 0 nazveme ¢islo p(t,)= - polomérem kiivosti bodé A(t,).

k (t)

Je-li kfivka k urCena vektorovou rovnici r = r(t), pak pro vypocet jeji
krivosti k(t,) v bodé pro hodnotu parametru t, plati

k(t,)= ' (t)xr” (to)‘.

' (t, )‘3

Poznamka: Z uvedeného vzorce plyne, Ze v inflexnim bodé krivky je krivost
K(tp) = 0.

Poznamka: Primka ma ve vSech svych bodech nulovou kfivost a na druhou
stranu kfrivka, jejiz krfivost je ve vSech jejich bodech identicky rovna nule,
je primka.
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V okoli regularnino bodu A kfivky k muzeme kfivku k pfiblizné nahradit
tzv. oskula€éni kruznici. OskulaCni kruznice je takova kruznice, ktera ma
v bodé A s krivkou k:

a) spoleCnou tecnu t,
b) stejnou kfivost (resp. stejny polomér kfivosti
c) spolec¢nou hlavni normalu.

Pro stfed S oskulacni kruznice plati:

S=A(t,)+p(t,)v(t)

ik
()= o

je jednotkovy smérovy vektor hlavni normaly n v bodeé A (t).

kde

Poznamka: Oskulacni kruznice lezi zfejmé v oskulacni roviné krivky.
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Poznamka. Z konstruktivnino hlediska maji oskulaCni kruznice vyuziti
prevazne rovinnych kfivek. Vzhledem ke skuteCnosti, ze rovinna kfivka
lezi ve své oskulacni rovine, je hlavni normalou n kfivky k v bodé A
kolmice na jeji tenu v bodé A. Pak mluvime o tzv. normale rovinné
kFivky.

Priklad 3.7:
Napiste implicitni rovnici oskulaéni kruznice kfivky k: y = 4x — x? v bodé x, = 1.

Danou kfivkou je parabola. ZapiSeme ji parametrickymi rovnicemi, z nichz
vytvofime vektorovou funkci dané paraboly, tj.

o=l teR

r(t)=(t 4t-120) = r(t,)=r
r'(t)=(1,4-2t0) = r(t)=r(1)=(1,20)
r'(t)=(0,-2,0)



/ A T A

B ¢
b()=r'()xr"(1)={1 2 0|=(0,0,-2)
g 0
r(1)xr" (1) = /02 + 0% + (-2 =2
r(1)| =V +22+0% =5
By o 0 O

-
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t X=(1,3 0)+A(-2.5, -5, 0)

S = (6, 0.5, 0)




