PLOCHY

Plocha je

- jednoparametricka soustava krivek (plocha vznika pohybem krivky, ktera neni
drahou pohybu - kfivka se mize béhem pohybu ménit)

- dvouparametricka soustava bodu (poloha bodu na kfivce je urCena také
jednim parametrem)
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Plocha vznika pohybem kfivky, proto nas zajimaji dva zpusoby klasifikace
ploch: podle druhu pohybu a podle tvofici kfivky. V nasledujicich dvou
tabulkach jsme plochy roztridili podle téchto dvou hledisek.

a) podle druhu pohybu

nazev plochy pohyb priklad plochy

translacni posunuti valec, rovina

rotaCni rotace rotacni valec, rotaéni kuzel, rotacni
hyperboloid

sroubove sroubovy pohyb cyklicka sroubova plocha, vyvrtkova
sroubova plocha

b) podle tvorici krivky

nazev plochy krivka priklad plochy

primkove primka kuzelova plocha, hyperbolicky
paraboloid, pfimkové Sroubové plochy

cyklicke kruznice valec, Archimédova serpentina

kvadriky kuzeloseCky elipsoid, paraboloid, hyperboloid




= Translac¢ni plochy

Translacni plocha vznikla vytazenim  Translacni plocha vznikla vytazenim
tvofrici kfivky primo tvorici kfivky s ukosem

Perspective

Translacni plocha vznikla vytazenim Translacni plocha vznikla vytazenim
tvorici kfivky podél krivky tvorici kfivky do bodu

Perspective
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" Rotaéni plochy

Rotacni plocha vznikla rotaci tvofici Rotacni plocha vznikla rotaci tvofici
kfivky okolo osy krivky podel fidici kfivky

Perspective Perspective
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= Sroubove plochy
Kosouhla uzaviena primkova sroubova plocha (vyvrtkova Sroubova plocha)




Perspective
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Perspektiva




Cyklické plochy

Valcova plocha

Perspektiva




Rovnic plochy

Parametrické vyjadreni
Plochu mizZeme zapsat parametricky, tj. ve tvaru
X=X(u,v),y=yUu,v),z=z(Uuv),uel,veld

(napf. parametrické vyjadfeni rotacni valcové plochy je x = 3 cos u, y = 3 sin u,
z=V,U e {0, 2m), v € R), anebo pomoci vektorové funkce, tj. ve tvaru

r(u,v) =X v),yU\v)z(uVv), i

dvou realnych proménnych u, v.

Je-li u = konst., dostavame z vektorové funkce plochy

r=1 (Ug, V) =1 (V) = (X(Ug, V), Y(U, V), Z(Ug, V)
tzv. v-krFivky (pro uvedenou rotacCni valcovou r (Ug.v
plochu jsou v-kfivkami pfimky) a je-li v = konst., r (Ug,
dostavame z vektorové funkce plochy

r=r(u, vy) =r (u) =(x(u, vp), y(u, vp), z(u, vp)),
tzv. u-krivky (pro uvedenou rotacni valcovou
plochu jsou u-kfivkami kruznice).
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Poznamka: V kazdém bodvé plochy se protinaji pravé jedna u-kfivka s prave
jednou v-kfivkou. Rikame, Ze Dbod plochy, kterym prochazeji
parametrické kiivky r = r (u,, V) ar =r (u, V) ma krivocaré souradnice
Ug, V-

Explicitni tvar
Plochu muzeme zapsat explicitné, tj. ve tvaru

z=1(x,y)
(napf. z =f(x,y) =3x + 7y — 9).

Implicitni vyjadreni

Plochu muzeme zapsat implicitné, tj. ve tvaru
F(x,y,2)=0

(napf. x?/4 + y?/4 + z2 — 1 = 0 — viz obr. rotaéniho

zplostélého elipsoidu).
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Poznamka: Krivkou na plose rozumime takovou kfivku, jejiz body vyhovuji
rovnici plochy




Pro rizné ucely (napf. pfi vypoctech ploSnych integralt, pfi vypoctech objemu
téles, které jsou cCastmi trojrozmérného euklidovského prostoru omezenymi
ruznymi typy ploch, pomoci dvojnych ¢i trojnych integrali apod.) Ize plochy v
trojrozmérném euklidovském prostoru parametrizovat pomoci rdznych soustav
souradnic. Uvedme tfi nejpouzivangjSi soustavy souradnic, v nichz je mozné
plochy parametrizovat:

Kartézska soustava souradnic
Sféricka neboli kulova soustava souradnic
Cylindricka neboli valcova soustava souradnic



— 1. Kartézska soustava souradnic

Kartézskou soustavou souradnic v trojrozmérném euklidovském prostoru
rozumime takovou soustavu souradnic, v niz jsou souradnicové osy (obvykle
oznacovaneé X, y a z) navzajem kolmé pfimky se spoleénym prusecikem, ktery
nazyvame pocatek soustavy souradnic.

* Na souradnicovych osach zpravidla volime shodné jednotky, v takovém
pripadé nazyvame kartézskou soustavu souradnic
ortonormalni souradnicovou soustavou.

* Dvojice souradnicovych os tvofi souradnic
roviny, tj. roviny (Xy), resp. (yz) a (xz).

* Symbolicky lze souradnice bodu A
v kartézske soustave souradnic zapsat
A [Xa, YA, ZA]. 8

* Souradnice Xa, YA, za bodu A jsou

vzdalenostmi bodu A po fadé od 4
soufadnicovych rovin (yz), (xz) a (xy). .




2. Sféricka (kulova) soustava souradnic

Sférickou (kulovou) soustavou souradnic nazyvame takovou  soustavu
souradnic ve trojrozmérném euklidovském prostoru, v niz prvni soufadnice
(oznaCovana r) bodu A trojrozmérného euklidovského prostoru udava
vzdalenost bodu od pocatku soustavy souradnic, druha souradnice
(oznaCovana ¢) predstavuje odchylku pravouhlého priumétu pravodice
bodu A do souradnicové roviny (xy) od kladneho smeéru souradnicové
osy x a tfeti souradnice (oznaCovana ) pruvodic¢e bodu A
od kladného sméru souradnicové osy

Symbolicky |ze souradnice bodu A
ve sférické soustavé soufadnic zapsat

Al o yl.

Sférickou soustavu soufadnic je vho
uzit pro parametrizaci ploch, které js
tzv. sféricky symetrické.
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Sférické souradnice je mozné transformovat na kartézské sourfadnice pomoci
rovnic

X=r-sin y-COS @
y=r-sin y-sin ¢
Z=r-CoS Vy,

kde ¢ € (0, 27, w e (0, n). Naopak kartézské souradnice je mozné
transformovat na sférické souradnice pouzitim rovnic

r=.,x%+y%+ z2
@ = arctg 2
:,y=arccos§,

kde p € (0,27), w e (-1, 7).



3. Cylindricka (valcova) soustava souradnic

Cylindrickou (valcovou) soustavou souradnic rozumime soustavu
souradnic ve trojrozmérném euklidovském prostoru, v niz prvni soufadnice
(oznaCovana r) urCuje vzdalenost bodu A trojrozmérného euklidovského
prostoru od osy z, druha souradnice (oznaCovana ¢) predstavuje odchylku
pravouhlého primétu pravodi¢e bodu A do souradnicové roviny (xy) od
kladného smeéru zvolené souradnicové osy lezici v souradnicové roviné
(xy) (nejcasteji od souradnicové osy x) a treti s

uréuje vzdalenost bodu A od soufadnicové Fo\

e Symbolicky lze sourfadnice bodu A
v cylindrické soustavé souradnic zapsat
Al o Z].

» Cylindrickou soustavu soufadnic je vhod
uzit pro parametrizaci ploch, které jsou =
tzv. cylindricky neboli valcové symetric

® Al o 2]
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Cylindrické souradnice lze transformovat na kartézské souradnice pomoci
rovnic

X=r-COS @
y=r-sin
Z = ZA,

kde ¢ € (0, 27n). Naopak kartézské souradnice je mozné transformovat na
cylindrické souradnice s pouZzitim rovnic

r=JZ Ty
@ = arctg 2
Z = ZA,

kde ¢ € (0, 7).
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Priklad 5.1:

UrCete sférické a cylindrické souradnice bodu A s kartézskymi souradnicemi
R b

22’]

Reseni:

Transformace kartézskych souradnic bodu A [‘F 2, 1] na sférické souradnice:

V)2 . [1)\2 S
= 2 2 2 = b i P 1 2 e
r=\x2+y2+z \/(2) +(2) ] 4+4+1_\/2

1

V3 _ T
= J= T e o ©
@ = arctg = = arctg = 7 = arctg \/_ = arctg = 30
= — S VZrpata
Y= arccos 7 = arccos — = arccos — = - = 45

ALZ L 1]~ A[v3, 30°, 45°]



Transformace kartézskych souradnic bodu A [‘F 2. 1] na cylindrické souradnice:

2 : a 1e 3,1

f-vx2+y2'J(7) +(3) = 3+i=vi=1
1

= = V3 _T _ 2no

@ = arctg 2 arctgf’r arctg = \/_ arctg?—g—SO

2

7 A 27 A e &

ALE L 1]1~A[1,30° 1]
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Priklad 5.2:

Napiste rovnici plochy z=5 -2 \/x? + y?, z > 0, v cylindrickych soufradnicich.

Reseni:
Transformacni rovnice pro vypocet souradnice r, tj. vzdalenosti bodu plochy od
pocCatku souradnicoveho systému je tvaru

r=.x2%+y-2.

Je tedy mozné danou explicitni rovnici plochy prepsat ve tvaru

z=5-72r,
coz je rovnice dané plochy ve valcovych souradnicich pro z € (0, 5) a ¢ < (0, 2m).
Plochou popsanou uvedenymi rovnicemi je Cast T

kuzelové plochy, jejiz osou rotace je osa z, ktera
je spoleCna obéma souradnicovym soustavam —
kartézske i cylindrické souradnicové soustave.
Plocha je shora omezena vrcholem V [0, 0, 5] a
zdola kruznici s polomérem r = g lezici v sourad-
nicoveé roviné (xy).
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Definice:
Te€na rovina plochy je mnozina teCen kfivek plochy v daném bodé.

Poznamka: TeCna rovina v regularnim bodée plochy je urCena libovolnou dvojici
ruznobézek, které prochazi danym bodem a které se plochy dotykaji.

Definice:
Te€na plochy je pfimka te€né roviny, ktera prochazi dotykovym bodem.

Poznamka: TeCnou rovinu z v bode (u,, V) urcuji r ‘(u) u—krivky a r ‘(v) v-kfivky,
plati-li

r'(u) xr’(v) #0.
Pak je teCna rovina r vyjadrena vztahem
7. [MX, r(u), r'(v)] =0.
Definice:
Normala plochy je kolmice k te¢né roviné plochy v bodé dotyku.




Dve plochy

Definice:

Dvé plochy se dotykaji v daném bodé, jestlize v ném maiji spole¢nou teCnou
rovinu.

Definice: © Daniela Bimova
Prinikova kfivka je mnozina spole¢nych boda dvou ploch.
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Definice:
Bod na ploSe je regularni, jestlize v ném existuje pravé jedna te€na rovina a
singularni v ostatnich pfipadech.

Klasifikace bodu na ploSe podle hodnot tzv. hlavnich kfivosti:
1) elipticky bod (hlavni kfivosti maji stejné znaménko)

2) hyperbolicky bod (hlavni kfivosti maji opacné znameénko)
3) parabolicky bod (jedna z hlavnich krivosti je rovna nule, ale ne obg€)
4) planarni bod (kfivosti jsou rovny nule, rovina)

add 1) add 2) add 3)




Klasifikace primek na plose

Primky na plose rozdélujeme na:
- regularni, kdy v kazdém bodé pfimky existuje jina teCna rovina - te¢né roviny
tvofi svazek rovin (napf. pfimky na rotacnim jednodilném hyperboloidu)

- torzalni, kdy existuje jedina teCna rovina podél cele primky (napf. pfimky na
valcoveé Ci kuzeloveé plose)

Z
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1. Te€narovina r vbodeé T

a) zvolime dveé krivky k;, k, na ploSe prochazejici bodem T (vhodné jsou napf.
tvofici kfivka a draha pohybu),

b) ur€ime teCny t, a t, k témto kfivkam (pfedpokladame, Ze jsou rizné),

c) teCna rovina 7 je urCena teCnami t; a t,.

2. Rez plochy rovinou p a teéna fezu
a) zvolime kfivku k plochy,

b) prunikem kfivky k s rovinou p je bod P (jeden bod fezu),
c) opakovanim bodu 1) a 2) dostavame jednotlivé body fezu,
d) teCna fezu je prusecnici te€né roviny a roviny fezu p.
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3. Prusecik primky p s plochou «

a) prolozime pfimkou p rovinu p,

b) ur€ime fez plochy x rovinou p, dostaneme <
pranikovou kfivku Kk,

c) prunik pfimky p a kfivky k je hledany prusecik X.

4. Prinik dvou ploch aa

a) zvolime pomocnou rovinu p,

b) najdeme prunikovou kfivku k; roviny p s plochou a,

c) najdeme prunikovou kfivku k, roviny p s plochou B,

d) prusecik P krivek k, a k, je bodem pruniku ploch a a S,

e) opakovanim bodu a) - d) najdeme pozZadovany pocet bodu pruniku ploch a a g,

f) te€na pranikové kfivky v daném bodé je prusecnici teCnych rovin obou ploch
v daném bodé (jind moznost urCeni teCny pranikové kfivky spociva
v konstrukci kolmice k roviné dané normalami danych ploch v daném bodé).




Pramét plochy smérem promitani do primétny je tvofen praméty vSech bodu
plochy. Skutecny obrys plochy tvofi body plochy, v nichz jsou promitaci
pfimky tecnami plochy. Zdanlivy obrys plochy je pramét skuteéného obrysu
plochy.

V Mongeové promitani tedy rozeznavame obrys plochy vzhledem
k pudorysné (ptadorysny obrys plochy) a obrys vzhledem k narysné (narysny
obrys plochy).



