6. Hodina - MA1-E

Pozn.: za 14 dni 1. zapoctovy test

Posloupnosti a limita

Funkce, jejim definiénim oborem je mnoina N viech pfirozenych Cisel, se nazyva

posloupnost (nekoneéna Eiselnd posloupnost).

Pfiklady posloupnosti:
l. Cisla2,4,6,8, 10,12, ... jsou prvnimi &leny posloupnosti sudych kladnych &isel. Tato
posloupnost vznikne tak, ze kazdému piirozenému Cislu n piifadime jeho dvojnasobek

2n. Libovolny ¢len a, = 2n. Zapisujeme ji |2n/.

2. Cisla 1,

, ... Jsou prvnimi ¢leny posloupnost pfevracenych Cisel k pfirozenym
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tislim. Dostaneme 1 pfifazovanim pfevracene hodnoty — ke kaZzdému pfirozenému ¢islu,
n

. : 1
takZe jeji ibovolny &len a, =—.
n

3. Cisla4, 7,10, 13, 16, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti, ve které je kazdému

plirozenému &islu n pfifazeno ¢islo 1 +3n a zapisujeme ji {1 +3n}.

Priklad 5.1.5. Zjistéte, zda posloupnost, ve které pro libovolny ¢len plati a, = ),

n+l

,Je

ryze monotonni.

2n

Priklad 5.1.6. Zjistéte, zda je posloupnost { 1
n+

} ohraméena.

Priklad 5.1.7. Napiste prvnich pét ¢lenti posloupnosti, ktera je dana rekurentné:

a, = 1? a, = 2’ Auy =y =y -

Priklad 5.2.1. Urcete prvnich pét ¢leni aritmeticke posloupnosti, je-li dian sedmy ¢len

a; =10 a Sesty ¢len a, =8.



V aritmeticke posloupnosti je dano a, =18, a, =16, urcete a,.d,q,,.

Vypoctéte soucet prvnich n pfirozenych lichych ¢isel.

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost uréena rekurentné vztahy
a=a, a,,=a,q, Vne N kde a,q jsou dana ¢isla.
Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Budeme piedpokladat, Ze je

a#0nag#0.V takovem pfipadé je kazd¢ a, # 0 a z rekurentniho vztahu plyne pro

i
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kvocient (latinsky nazev pro podil), Ze g =

Uved'me si na ukazku prvnich pét ¢lenii geometrické posloupnosti, je-1i dan jeji prvni ¢len a

kvocient .
a) a,=1,g=3 1; 3;9; 27; 81;...
b a=2,g=15 2:3;4,5: 6,75:10,125; ...
¢ a =10,q =% 10; 5; 2,5; 1,25; 0,625; ...
d a=2qg=-3 2:-6;18; =54, 162; ...

Priklad 5.3.1. Napiste prvnich pét ¢lent geometrické posloupnosti, je-li dano:

a) I:I] =4: ﬂ: =

b) a, =243, a; =/3.



Slovo limita je latinského ptivodu a znamena mez nebo hranici.

. : L m+1] ey . ,
Vsimnéme si posloupnosti | —— Jeji éleny 2,—,—,=~,—,—, ... klesaji s rostoucim n,
n
n=1

. L ) | . e
nikdy vSak nebudou mensi nez 1, nebot’ @, =1+ —. Cleny této posloupnosti se zjevné blizi,
n

neboli konverguji, k jedné. Cislo 1 je limitou této posloupnosti. To znamena, ze od uréite
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hodnoty n plati < & ,kde ¢ je libovolné zvolene kladné ¢islo.

Rekneme, 7e posloupnost {a, |, ma limitu a € R, jestlize ke kazdému & > 0 existuje

takove Cislo n, e N, Ze je |a —a,| < & pro viechna n> n,,n € N. PiSeme lima, =a.

n—pod
Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Ma-1i posloupnost kone¢nou limitu, fikame, Ze je konvergentni (sbihava).

V opatném pfipadé mluvime o divergentni (rozbihavé) posloupnosti.

3
Zjistéte, zda je posloupnost {; } konvergentni nebo divergentni.

n-+7



Refeni: Dana posloupnost ma n-ty &len a_ = n—7 : [l}
In+7
3ﬂ+7—14=1 14 14 [2}

- = l—-a = .
In+7 In+7 " 3n+7

po Gpravé a, =

} a snaZme se podle definice limity posloupnosti
In+7

zjistit jeji imitu. Snadno vidime, Ze je |

Sleduyme nyni posloupnost Jl

4 |__14
3n+7| 3m+7°

nebot’ ¥n eNje 3n+ 7 > 0. Proto miiZeme pfedpokladat, Ze

14
< E 4
n+7 { }

a odtud po apravé 14 <3ne+7e = n> ]43_?5 =n,. (5)
-

Obracené, je-li n>n, . tj. plati-li (5), plati i (4). Ke kazdému £ > 0 existuje tedy
takové &islo n, , %e plati (4) pro véechna n>n, .

Ze vztahii (2), (3), (4) plyne, Ze lima, =1 .

ProtoZe ke kazdému £ > 0 existuje n, takove, Ze |1 —a”| <& Un=ng.

Podle (1) miZzeme tedy psat  lim Sn—7 =1.

n—= 3+ T -

Dana posloupnost je konvergentni, konverguje k a =1.

1. Dalsi véty o pocitani s nevlastnimi body =,— zapiSeme symbolicky pro a € R :

a
E:O, o0+ a0 =0,
00,00 = 00, @+ =00,
a0.(—a0) = —o0 a—o0=—o0
(—eo)(—o0) = oo, —00—00 =—00.

) o s W " o0 0 (= & oo - ¥ Fo_a@m
2. Viimneme si, Ze vyrazy —, a, 0.00, 00 — 00, 00, oon, 07,1 se v seznamu symbolickych zapisii
[+a]

nevyskytuji. Jejich vysledky mohou byt jakymkoliv prvkem z R a pri vypoctu limit jsou to

pravé ty limity, jejichz urcovani miiZe cinit problémy.



1. Z definice limity posloupnosti ukaZte, Ze dana posloupnost |a, }:;I ma limitu a. Pro

£ naleznéte pfislusne &

B 4= a=l £=0% =000 £=10",
n+l
n
b) aﬂ=2 :1; a=1; £=01: £=0,001; £=10"°.
2
2. Vypoctéte limitu posloupnosti:
a) {3+i} , b) {"sn} ,
n| _ n=1
n=1
3" 6n+2
d} 2+— d E} 43-:1—4 »
n
n=1

3. Vypoltéte:
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d) lim )
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g) lim Y1 *2 h)
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4. Vypoltéte:

a) lim(n+2-4n). b)

H—a

d)  lim (n-vn”-3n), e
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1. a) k(g].:[z—l} k=19; 1999; 1999999 . p) k(s}:[lug;l], k=3 9; 19
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d)wo; e)w; fw. 8. a) 2a(2++2); b) %az. 9. a) 27r2; b) 4. 10. a) 27R; b) 27R.
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