8. Hodina —- MA1-E

Limity
Definici limity a funkce f(x) v x, € Djr‘ miuZeme napsat take ve tvaru:

Ve>030>0:0<|x—xp|<0=|f(x)—a|<& pro Yxe Dy,

Ptelozeno: ke kazdému (libovolné malému) okoli € funkéni hodnoty a existuje
okoli 6 bodu x,, tak, Ze vS§echny funk¢ni hodnoty bodii x v intervalech:
(xg — 8,xp) a (xg,x9 + 6)
se zobrazi do intervalu:
(a—¢a+e¢)
Pak piSeme
lim f(x) =a

X—Xq
Priklad

x2 -1

=2.

1. UkaZeme, Ze plati lim
x—l1 x—1

Plati _11 -2

=|x+l—2|=|x—l|<.€ pro 0<‘x—1‘<5, kdyz zvolime ¢ =e¢.
x—

Pozn.: funkce nemusi byt v daném bod¢€ x, definovana, ale miize tam mit limitu.
Pokud do spojité funkce f(x) dosadime limitni bod x, a vyjde ,,dobie
definované Cislo®, ziskali jsme limitu a. Pokud vSak vyjde neurcity vyraz:
(9'3, 0 * 00,00 — Oo’f)
0°0 00
musime limitu — za pfedpokladu, Ze existuje — spocitat jinak.
Dv¢ zékladni metody: substituce a Uiprava kracenim.



Vypoltéte limity funkei:
a) lim 32 +4

z—+2 17 4 ]
R r——

c) lim —
=4 T

Vypoététe limity funkei:

. z*-16
a) lim ——
z—-4 T+ 4
2 —'
¢) lim *+2r-3
z+-3 T43
9) lim _fi
=3 vz +4-1

Vypoltéte limity:
233 S | r
a) lim g —m T
zstoa T24x—2
. x2=2p45
<) ﬂhl:l-nm 253 — 22 4 4

b) lim sing
.1.'—-4-&:-:
2 .
d) lim T _t4z+3
=1 g4

b) lim g =
1l I -
2 5
d) hm X 1E2-2
*=-222 4+ 5246
2 - e
£) lim z=-3

=7 7?2 -49

3 _
b) lim ﬁig_
- dz? + 2 -2

9 tm Y28

—+oo 31 4+ 1

Priklad 3.25. Mame vypocitat nasledujici limity racionalnich lomenych funkei:

. x2—4 : 2 — 4 o3 —dx? 4+ b —2
a) iLH%IE—SI+2 b) ,1@1123:2—3:5+2 ©) ,1«:13} ° — 3z +2

: z° —3r+2 : x? —4 . @+ 3)(@+4)(x+5)
d) ,1«:21}:53—33624—3:6—1 e) xILIEo$E—3$+2 £) xlla-nt;lo zt+x—11

T — 2
g) Jlim &0

Limity a goniometrické funkce.
Nejpouzivangjsi vzorec:
sinx

x->0 X



Piiklad 3
Vypoctéte limity funkei:

. sin2z . 2cos?zsinz
a) lim b) lim —M—
x—0 3x =40 "
, 4 T . 3tglx
c¢) lim ( 5 - — ) d) lim g‘
0 \2%+2 sinz z—=0 272

Priklad 3.27. Mame vypocitat nasledujici limity:
T

a) JIE}] z—d\/73 — 8 7—0 Sin 3
. . — COST . tg.’i‘?—SiHl’
d) lim % e) lim 172 f) lim °=o——5—=
a—0 Arctg r—0 T x—0  sSIn°x

) 322+ 9 R \/$+2\/3$+4\/5$
g) lim Y55 b)) lim NoTES|




Derivace

Definice 3.1.1.
f(x)- f(xg)
X

Definujme funker £, (x)=
— %

pro xe Dy \{xg}, kde xg € Dy N Df.

Existuje-h vlastni limita

lim f,,(x)= lim S ()~ /(%)

X—rXy X—»Xy X—Xp

= f'(xp),

fikame, ¥e funkce f(x) md v bodé x; derivaci /'(xg).

}" A }' A
y=1{(x})
1154 ) R
|
|
L f(x)-fx,)
| ": xu}'
fixgL——= oo I
| |
| i X
0 K\—__\,__—J X X 0
X=X,

Provedeme-li oznaceni v definici 3.1.1 podle obr. 40, miiZeme psdt

' . flx+h)- f(x)
x)=1 .
1o ==

Vo

=i
f{x+h) y=1tx)

(), fix+h)-fix)

W

0 X x+h X




Dokaite, %e pro ne N plati (x") =nx""".

4.1 Na zakladé definice derivace funkce v bodé vypoététe derivace
funkei:

a)y=>5 b) y=2x
c)y=23-1 d) y=-3z+1
4.2 Na zékladé definice derivace funkce v bodé vypoététe derivace
funkei:
a) y=1-2° b) y=z*+z+1
1 1
c)y= - d)y=z+ =



Derivace elementarnich funkci

Derivace elementarnich funkci

fx) f'(x) pozn.
c 0 ¢ = const.
x™ nym1 neR
e~ e*
1
Inx -
X
a* a*Ina a>0ax1
x* x*(1+Inx)
1
log, x a>=0ax1
xina
sinx Ccosx
COSX —sinx
tgx !
E cos? x
. 1
cotg x —
b sin? x
_ 1
arcsinx —_
V1 —x2
1
arccos x ——_—
\fll— x2
arctg x = —(arccotx)’
1+ x2




Derivace souc¢inu

Derivaci soucinu pocitame podle vztahu:
[/ (x)-8(x)] = £ (x) -5 (x)+f (x)-8(x)
Pripad, kde pouZijeme derivaci podilu (protoZe nam nic jiného nezbyva).

'
y: ® ® 2
IVX_'SI['IX1 _ZX'.\'II'IX-FX 8 X

Derivace podilu

Derivaci podilu funkci vypocitame podle vztahu

{f’(x)w' () g(x) - £ (x)-g(x)
g(x) (g(x))

Priklad 4
Vypottéte derivaci funkce v libovolném bodé jejiho definiéniho oboru:;
a) y=132% 522+ 70 -3 b) y=>5z%cosz + 7
) :
x sin x
:r3+ 1 )y 1 —cosz
T —-—z+2 1
e) y=——>— =72 - —
) Y 1'2 f) y=2 13

Piiklad 5

Vypoltéte derivaci funkee v libovolném

bodé jejiho definitniho obary:
a) y=(z5+2¢ +1)7

b) y = sin*(x? - 3z)



Piiklad 6
Vypoltéte derivaci funkee v libovolnem bodé jejiho definiéniho oboru:

z22 3 T
a) y = E h]-;;:“’_"'%

2

¢) y =2zv1 -2 dhy:{ﬂ——:r]_i



Reseni nékterych piikladii

Reseni prikladu 3.25
Reseni. a)

T’ —4 (z —2)(z +2) T+ 2
lim ————— =1 = li =4
zl—%:r:Z—S:r—i-Z xl—vn%(:r:—Z)(m—l) zl—vn%m—l
b)
) 22— 4 1 24 1 ) B 31131{1+%1=m
xl—pni:rg—&r-l-Q -cllﬂ:r—Q r—1 11—12:1“—1 31i1{1_ﬁ=—00
c)
. P —4a? +5r—2 (x —2)(z — 1)?
lim = lim =
z—>1 x5 — 3z +2 a—1 (z — 1) (2t + 23 + 22 + = — 2)
o @-1@-2)
_;lcgl}x4+:1'3+3:2+3:—2_
d)
5 T° —3r + 2 _ 3 (z-1)(a"+2°+22+2-2)
:Elg%xg—gmz—l-gx—l_wlil} (I—I)S
. 1
IR e
)
2 1
e —4 1 -4
lim =l = =1
z—oc 12 — 3z + 2 :r—>ocxl—3%-{-23%2
f)
. (z43) @+ (x+5) . FA+3HA+H(1+2)
lim : = lim 17 =0
8)
§ T2® — 2x [ z? — 2x [ r(1-2%)
im —— =—— lim ——— = —— lim = —00
z—oo 6 — 1322 13 z—o0 1132—163 132—00 1 %1%



Reseni prikladu 3.27

Reseni.

a) Limita ¢itatele i jmenovatele je rovna nule; zlomek upravime tak, abychom (analo-
gicky jako u racionalni lomené funkce) ptislusny kofenovy ¢initel vykratili:

. \/2+a:—\/_ 2z —V2V2F 4+ V2
lim = lim =
z—0 x—0 T ,/2_}.1‘.*.\/5

2+ —2 1 i 1 V2
=1 ——= = —.
=0 T  \2+z+V2 =—02+z+v2 4

Pfi vypoctu limity jmenovatele jsme pouzili vétu o limité slozené funkce:

lim V2 + 2 = 1in(1)(2+:1:) = /2.

b) Zde mizeme jmenovatele rozlozit jako rozdil tfetich mocnin:
\/— -2 _ L VI —2 I VI —2
im ————— = lim =
1—’4 Va3 —8 T—4 (\/5)3 = 23 z—4 (\/— s 2)(]3 = 2\/?[- + 4)

= lim 1 —
Ce—dz+2yT+4 12

g) Limita ¢itatele i jmenovatele je oo; budeme postupovat analogicky jako u limit raci-
onalnich lomenych funkei, opét s pouZitim véty o limité sloZzené funkce:

limM "'$23+T 3+_§ V_ﬁ

T Cz(2+3) = FEEE

V ¢itateli zadaného podilu byla druha odmocnina vyrazu, v némz nejvyssi mocnina
o byla 2; miZeme tedy Fici, Ze nejvyssi mocnina = v ¢itateli je 1 a koeficient u
této nejvyssi mocniny z je /3. Jmenovatel je polynom 1. stupné s koeficientem u
= rovnym 2. Vidime, ze nas vysledek je vlastné opét podil koeficientii u nejvyssich
mocnin (jsou-li tyto mocniny stejné).

h) Pouzijme predchozi tvahu: Nejvx 851 mocnina x v Citateli i jmenovateli je ; a podil
koeficientti u téchto mocnin je \/— a to by mél byt vysledek. Presvédéime se vypoctem:

\/a:+2\/3r+41./5:1: \/1+ 33:+4\/
lim = lim =
T—00 \/25‘3—4-1 TF—oa '\/_ 2 4+ 1

1+2,/3L+4,/5%
\/ T T 1 V/(:’

= lim ==X

B V2+1 V2




