SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2022

UroHY PROCVICUJfCT MNOZINY VSECH BODU DANYCH
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Abstrakt

Prispévek predstavuje tri ulohy procvicujici mnoziny vsech bodi dangch vlastnosti v pro-
storu. U wvsech tii uloh jsou strucéné popsdna vzorovd teseni, kterd jsou doplnéna ilu-
stracnimi obrdzky vytvorenymi v softwaru GeoGebra. Prispévek muZe byt inspirativni
pro ucitele strednich skol.

1 Uvobp

JiZ Zaci prvniho stupné zadkladni skoly se setkavaji s nékolika mélo nejznamé;jsimi
piiklady mnozin vSech bodd danych vlastnosti (MBDV) v roving, a to napf.
s kruZnici, osou tsecky, stfedem kruznice trojuhelniku opsané aj., aniz je jim jejich
vyucéujicimi fe€eno, Ze se o néjaké MBDV jedné. Na druhém stupni zékladni skoly
se zaci seznamuji s dalsimi riznymi pfiklady MBDV v roviné, z nichZ miZeme
jmenovat napf. osu uhlu, osy dvou rtznobéznych pifimek, osu pasu tvoreného
dvéma rovnobéznymi, navzijem rtiznymi piimkami, stfed kruZnice trojihelniku
vepsané, Thalétovu kruznici atd. Na druhou stranu se ve Skolské matematice
opomiji ur€ovani MBDV v prostoru. A pravé tlohy na toto téma mohou velmi
vhodnym zpilsobem pfispivat nejen k procvi¢ovani logického a geometrického
my$sleni zak1, ale i k rozvijeni jejich prostorové predstavivosti.

V tomto prispévku jsou uvedeny tii tlohy, které lze zafadit mezi ty tlohy,
jejichz tkolem je uré¢it MBDV v prostoru. Prvni z prezentovanych tloh je mozné
zaClenit pod téma ,,geometrie povrchu téles“, dalsi dvé patii pod téma ,,pohyby
téles“. Obé témata spadaji do tzv. spontanni stereometrie, tj. geometrie v pro-
storu, v niz k feSeni tloh vyuzivame nejen znalosti zdkladnich vlastnosti téles, ale
také prostorovych schopnosti, tedy i prostorové predstavivosti zakt. Prvni uva-
dénd Gloha by mohla byt svou obtiZnosti vhodné jak pro Zéky druhého stupné
zédkladni Skoly, a to diky moznosti vyuziti ndzorné pomtcky pii hledani jejiho
reSeni v podobé€ redlné sité krychle, tak predev§im pro Zaky st¥edni skoly. Zbyva-
jici dvé tlohy odpovidaji svymi obtiZnostmi spiSe pro #4ky stfedni koly. Reseni
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téchto dvou tloh si Zaci mohou vytvofit bud ve svych pfedstavéach, anebo v po-
dobé virtudlnich modeld v nékterém z vhodnjch 3D geometrickych softwarii.

2 POHYB TELESA

Uvedme, co si lze pfedstavit pod pojmem pohyb télesa. Pohybem télesa v pro-
storu rozumime jeho premisténi z jednoho mista na jiné. Pfitom téleso lze pre-
mistovat bud posunutim (o danou vzdalenost, v daném sméru a dané orientaci,
tj. o dany vektor), nebo oto¢enim (téleso je mozné otacet kolem daného bodu
o urCity orientovany prostorovy thel ¢i kolem dané pfimky o dany orientovany
tthel), anebo tzv. odvalovanim, pfi némZ dochézi ke sloZeni nékolika otodeni
kolem rtznych primek, tedy os otoceni.

Ptiklady zarazovanymi do hodin matematiky jsou napf. ty, v nichZ je uko-
lem do poli¢ek predem pfipraveného planku zakreslit body, které se objevuji pfi
postupném odvalovani hraci kostky po planku v jednotlivych polickdch na jeji
spodni sténé. Navic mtze byt vyzadovano zobrazeni spravného sméru jednotli-
vych bodt v polickdch planku. Tj. zaleZi na smérech zobrazenjch boda (pfe-
devsim u 'dvou, t¥i a Sesti bodi) objevujicich se na spodnich sténach kostky
v ptislusnych krocich odvaleni. Napi. u Sesti bodi muZe byt rozdilné, zda jsou
body zakresleny ve vodorovném ¢i svislém smeéru, u dvou a tfi bodi lze povazo-
vat za odlisné zobrazeni jejich sméru z levého spodniho rohu do pravého horniho
rohu policka vii¢i sméru z pravého spodniho rohu do levého horniho rohu policka.
Sméry bodi na jednotlivych sténach hraci kostky byvaji dany grafickym znézor-
nénim dané hraci kostky. Jinou alternativou popsané tlohy je napft. zakresleni
takové cesty odvalovani hraci kostky do ¢tvercové sité, po niz se kostka pomoci
nejmensiho mozného poctu odvaleni dostane ze své ptivodni polohy na predem
vyznacené policko ve ¢tvercové siti. K feSeni tiloh tohoto typu je mozné s vyho-
dou uzit realné hraci kostky. Vyuziti manipulativnich ¢innosti mize nékterym,
predevsim slabsim zZaktm, anebo zZaktm s nizsi irovni prostorové predstavivosti
pomoci s nalezenim spravného feSeni tloh podobného typu, pokud si feSeni ta-
kovychto tloh nejsou schopni zobrazit pouze ve svych predstavach.

Existuji vSak také tlohy, kde i uziti redlnych modeli nedokédze dostateéné
pomoci s nalezenim spravného feSeni dané tlohy. V takovém ptipadé je vhodné
zvolit jinou edukativni pomiicku, mize ji byt napf. vytvoreny dynamicky applet
v geometrickém programu GeoGebra. V GeoGebie lze pomoci jejich dynamickych
nastrojl nastavit pohybovani s objekty, tedy i s t€lesy, pripadneé s jejich ¢astmi.
Aktivaci ptikazu Stopa zapnuta je pak mozné nechat vykreslit stopu pohybujiciho
se objektu.
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3 UrLoHY K PROCVIGOVANT MBDV vV PROSTORU

V této kapitole jsou uvedena zadéni a popséna vzorova feSeni tii tloh, jejichz
ukoly jsou urceni a nésledné zobrazeni mnozZin vSech bodd danych vlastnosti
Vv prostoru.

3.1 OBLAST MOZNOSTI POHYBU BERUSKY

Uloha 1. Je déna krychle ABCDEFGH s délkou hrany 1 metr (viz obr. 1). Ve
stfedu S étvercové stény FF'GH se nachézi beruska, ktera je schopna ujit 1 metr
za 1 minutu. Vyznaéte na povrchu krychle celou oblast, do které je beruska
schopné se dostat z bodu S za 1 minutu nebo za dobu kratsi.

1m
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Obr. 1: Grafické zadani tlohy 1

ReSeni. K uréeni oblasti, tj. mnoZiny bodt, kterou mize beruska vychézejici
z bodu S navs§tivit na povrchu dané krychle ABCDEFGH do 1 minuty véetné,
rozloZime povrch dané krychle do sité ve tvaru Latinského ktiZe, a to do roviny
EFG horni podstavy dané krychle. Poté v siti uré¢ime vS8echna mista, na kterd
se na povrchu dané krychle miize beruska dostat z bodu S do 1 minuty véetné,
a to jako prinik zobrazené sité a kruhu K (S, r = 1m), viz obr. 2 vlevo. Na
obr. 11i obr. 2 je délka 1 metru zakreslena ve zvoleném mé¥itku a odpovida dél-
kédm ptislusnych zobrazenych hran modelt krychle. Po vyznaceni oblasti priniku
kruhu K a sité krychle slozime sit v model krychle, éimZ se na jejim povrchu

Obr. 2: Ukazka grafického feSeni tlohy 1
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vyznaci na horni sténé€ a na boc¢nich sténach hledana oblast, viz obr. 2 vpravo.
Neni-li k dispozici moznost virtudlni animace sloZeni sité v model krychle, pre-
neseme ¢asti rovinnych obrazci na jednotlivé stény zobrazeného modelu krychle
podle pravidel uzitého zobrazeni.

3.2 STOPA STREDU POHYBUJICI SE KOULE UVNITR
PRAVIDELNEHO CTYRSTENU

Uloha 2. Jsou dény dutj pravidelny éty¥stén ABCD s hranou o délce a a uvnit¥
néj koule se stiredem S, jejiz polomér r je mensi nez polomér p koule vepsané
danému pravidelnému ¢tyisténu ABC D, viz obr. 3. Dand koule se volné pohybuje
uvnitt pravidelného ¢tyrsténu ABC'D a pritom se stale dotyka jeho stény ABC.
Urcete a zobrazte geometricky atvar, ktery pfedstavuje mnozinu vSech moznych
poloh stfedu S dané koule pfi jejim uvedeném pohybu.

D

Obr. 3: Grafické zadani alohy 2

ResSeni. P¥i feSeni tohoto problému miZeme uvazovat, e se stied S koule o da-
ném poloméru r pohybuje v rovin€ o, kterad je od stény ABC daného pravidel-
ného ¢tytsténu ABC D vzdalena o délku r. A protoze se mé dané koule pohybovat
pouze uvnitt pravidelného ¢tyrsténu ABC D, bude mit ve svych extrémnich polo-
héach vnitini dotyk postupné se tfemi zbjvajicimi sténami pravidelného ¢tyfsténu
ABCD. V téchto extrémnich pozicich se stfed S dané koule pohybuje po stra-
nich trojuhelniku A’B’C’ leZiciho v roving o. Strany trojihelniku A’B'C’ lezi
na prisecnicich roviny ¢ a rovin po fadé rovnobéznych se sténami ABD, BCD,
CAD pravidelného ¢tyfsténu ABCD a vzdalenych od téchto stén vidy o délku r
rovnou poloméru dané koule. V neextrémnich polohéach splyvéa stfed S dané koule
s vnitinimi body trojthelniku A’B’C’, viz obr. 4 vlevo.

Vrcholy A, B', C’ trojihelniku A’ B'C’ le#i po fadé na polopfimkach EA, EB,
EC, a ptitom je A'B’ || AB, B'C' || BC, A'C" || AC, viz obr. 4 vpravo. Z uvede-
ného lze odvodit, Ze trojihelnik A’B’C’ je (prostorové) stejnolehly s rovnostran-
nym trojuhelnikem ABC' ve stejnolehlosti se stfedem E totoZznym se stfedem
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Obr. 4: Ukazka grafického feSeni tlohy 2

EA’ EB'
pravidelného Etyrsténu a s koeficientem stejnolehlosti £ = || i A|| = || E B|| =
_|EC|
-~ |EC|’

3.3 STOPA HRANY ODVALUJICI SE KRYCHLOVE KRABICE

Uloha 3. Je dana krychlova krabice s vyzna¢enou hranou AB. Postupné odvalte
krychlovou krabici po rovné podlozce z pozice 1 do pozice 2, pricemz uvazujte,
ze vSechny Ctyfi vedle sebe zobrazené krychle maji shodné hrany, viz obr. 5.
Urcete a néasledné téz nacrtnéte jednotlivd umisténi hrany AB, kterd vzniknou
pfi uvazovaném odvalovani krychlové krabice.

Obr. 5: Grafické zadani tulohy 3

Reseni. Reseni této tlohy je zaloZeno na postupném odvalovani krychlové kra-
bice kolem tii os 01, 02 a 03, které splyvaji s odpovidajicimi hranami zobrazenych
krychli v grafickém zadani tlohy (viz obr. 5), které jsou navzijem rovnobé&zné
a pro jejichZ vzdalenosti plati |o102| = |o203| = 1/2|0103| = |AB|. To znamen4,
Ze premisténi krychlové krabice po rovné podloZce z pozice 1 do pozice 2 spociva
v postupném otoceni této krychlové krabice kolem jejich prislusnych hran, které
v jednotlivych krocich otoceni splyvaji s vyznacenymi osami o1, 02 a o3 (viz obr. 6
vlevo). V kazdém kroku otoceni se tedy jedna o otoceni krychlové krabice kolem
prislusné osy o1, o2 nebo o3 o tthel ¢ = £90°.
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Obr. 6: Ukazka Castecného a findlniho grafického feSeni tilohy 3

Mnozina vSech bodd danych vlastnosti, kterou pfi svém pohybu vytvoii hrana
AB krychlové krabice je plocha, kterd vznikne sjednocenim &asti t¥i valcovych
ploch (viz obr. 6 vpravo):

e Prvni valcovd plocha je jednou ctvrtinou plasté valce s osou o7, s délkou
povrsky rovné délce hrany AB krychlové krabice a o poloméru Fidici kruZnice
rovném téZ délce hrany AB.

e Druhé valcova plocha je také jednou ¢tvrtinou plasté valce, tentokrate vsak
véalce s osou oz, s délkou povrsky rovné opét délce hrany AB krychlové kra-
bice a o poloméru fidici kruznice rovném délce sténové thlopticky krychlové
krabice, tj. o poloméru [AB| - v2.

e Tteti valcova plocha je jednou ¢tvrtinou plasté valce s osou oz, s délkou
povrsky rovné délce hrany AB krychlové krabice a o poloméru fidici kruZznice
rovném délce hrany AB.

4 ZAVER

Lze shrnout, Ze v ptispévku byly predstaveny t¥i (ilohy ze spontanni stereome-
trie, jejichz ukoly bylo urceni a nésledné zobrazeni mnozZin vSech bodt danych
vlastnosti v prostoru. Ke kazdé z uvedenych tloh 1ze vymyslet jejich dalsi alter-
nativy a rozsitit tak pocet tloh procvicujicich téma MBDV v prostoru. Jednou
z moznych alternativ tlohy , Stopa stfedu pohybujici se koule uvnitt pravidelného
¢tyrsténu“ muze byt napf. uréeni mnozZiny poloh stfedu S dané koule, kterd se
muze volné pohybovat uvnitt celého dutého pravidelného étyisténu ABCD a ve
svych extrémnich polohéich se miize dotykat vSech ¢tyr stén daného pravidelného
Ctytsténu ABCD. Nasimi plany do budoucna je vytvoreni dalSich variant tkold
k uvedenym tloh&dm, ale i vyhledani ¢i vymysleni dalSich zadani tloh procvicuji-
cich téma MBDV v prostoru.
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