MA2-E (1. hodina)
Co byste méli znat:

1) Jak vypada geometricka rada
2) Nutna (ale nikoli postacujici) podminka konvergence fad

Pokud fada 3 a, konverguje, potom je

lim a, = 0.

T—+ OO

(1.1)

Podminka 1.1. je podminkou nutnou pro konvergenci fady, nikoli postacujici. Existuji tedy rady, ktere
nekonverguji, ale podminku 1.1 spliuji.

3) Podilové kritérium konvergence fad

Véta 7. (Podilové (d'Alambertovo) kritérium)

Necht a,, > 0 pro viechna velka n. Plati:

i.Je-li

Ontl k1
a,

pro viechna dostatecné velkd n a jistou konstantu k, pak fada Y .7 a, konverguije.

4) Integralni kritérium

Véta 9. (Integralni kritérium)

Necht'je dana fada "~y @a a necht je funkce f definovana na intervalu [V, oc) pro jisté N € Z,
pficemz funkce f je na tomto intervalu nezapornd, nerostouci a plati

f(n) = a, pro viechnan > N, n € Z.

Potom plati, Zze

Z a, konverguje, prave kdyz f f(z) dz konverguje,
N

n=N

="

Z a, = +oo pravé tehdy, kdyz ff[z) dz = +00.
n=N N



5) Odmocninové kritérium

Véta 8. (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)

Necht ap, > 0 pro viechna velka n.

i.Je-li

va, <k<1

pro viechna dostate¢né velkd n a jistou konstantu k, pak fada " v a, konverguje.

Priklady:

Posloupnosti (opakovani)

Funkce, jejimz definiénim oborem je mnozina N viech pfirozenych ¢isel, se nazyva

posloupnost (nekoneéna ¢iselnd posloupnost).

Ptiklady posloupnosti:
1. Cisla2,4,6,8,10,12, ... Jsou prvnimi ¢leny posloupnosti sudych kladnych &isel. Tato

posloupnost vznikne tak, ze kazdému pfirozenému ¢islu n pfifadime jeho dvojnasobek

2n . Libovolny ¢len a, = 2n. Zapisujeme ji {211}.

2. Cisla 1, , ... Jsou prvnimi ¢leny posloupnosti pfevracenych cisel k pfirozenym

i
27374

o L, 1 s . . .
¢islim. Dostaneme ji pfifazovanim pfevracené hodnoty — ke kazdému pfirozenému ¢islu,
n

takZe jeji libovolny ¢len a, = l
n

3. Cisla4, 7,10, 13,16, ... Jjsou prvnimi ¢leny posloupnosti, ve které je kazdemu

piirozenému ¢islu n piifazeno ¢islo 1+ 3n a zapisujeme ji {1 + 3n}.




Aritmeticka posloupnost je kazda posloupnost ur¢ena rekurentné vztahy:
a=a,da,, =a,+d,YneN,
kde a, d jsou dana realna Cisla.

Cislo d nazyvame diference (diference = rozdil), protoZe se rovna rozdilu a,,, —a,

kterychkoliv dvou sousednich ¢lenii posloupnosti, tj. d =a,., —a, .

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost ur¢ena rekurentné vztahy
a=a, a,,=a,q, V/ne N, kde a,q jsou dana ¢isla.
Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Budeme piedpokladat, Ze je

a#0nagq#0.V takovém pfipadé je kazdé a, # 0 a z rekurentniho vztahu plyne pro

an+l

a n

kvocient (latinsky nazev pro podil), ze g =

7 [P p 4 5 . o0 . » £
Rl.lxdll%e, /VG posloupnost ((L,,,)u__J Je konvergentni, pravé kdys
existuje Cislo a € R takové, Ze plati: IKe kazdému = > 0
existuje ng € N tak, Ze pro vSechna piirozena disla n 2 ng
je an € (a—¢€,a+¢). =



Rady
Vlozime-li mezi kazdé dva ¢leny posloupnosti {a" }:=] znaménko + , dostaneme schéma

a, +a, +a; +...+a, +...,

e
kter¢ zapisujeme znakem Za” (¢teme suma a,od n =1 do nekonecna).

n=l

e.s]
Za” nazyvame nekoneéna fada. Cisla a,,a,,a,,... nazyvame ¢leny této fady.

n=l1

Omezime se jen na nekone¢né geometrické fady a ukazeme si, jak v nékterych piipadech
dospéjeme k pojmu soucet nekonecné Fady.
Vytvofime posloupnost:
s, =4,
s, =a,+a,,
s, =a,+a, +a,,

kterou nazveme posloupnosti ¢isteénych souéti dané nekone¢né fady. Pro tuto posloupnost
pak mohou nastat pouze tyto dva pfipady: - ma limitu s;

- nema limitu.

V prvnim pfipad¢ fikame, Ze dana nekonec¢na fada je konvergentni, a ¢islo s nazyvame jejim

souctem. V druhém pfipadé fikame, Ze nekone¢na fada je divergentni, tj. nema soucet.




Pokud je posloupnost (sn)h2; konvergentni, filame, Ze neko-
necna rada (2) je konvergentni, a pifslugnou limitu nazyvame soucet
nekone¢né fady (2). Jestlize posloupnost (8n)52, je divergentni, iik4-
me, Ze nekoneénd Fada (2) je divergentni.

Je-li nekonecné fada (2) konvergentni a je-li jeji soucet roven s,
zapisujeme tuto skutecnost takto:

o0

E an =8

n=1

o0
Symbolem " a, oznadujeme tedy nejen nekonefnou fadu, ale té3
n=1

jeji soucet (pokud oviem existuje).

Je-1i posloupnost () ; geometricki a jeji kvocient je ¢, na-

zyvéme nekonetnou fadu (2) nekoneéna geometricka rfada s kvocien-
tem g.

n=l1

4

kdyz je ‘q‘ <1; jeji soudet potom je s = g

Pro |q| =1 je fada divergentni.

Lze dokazat, ze nekonefna geometricka fada Zal -q" je konvergentni jenom v tom pfipadé,

_ <
Priklad Urcete soutet nekoneéné geometrické fady Z =
n=l
. : 8 3.9 27
Priklad Najdéte feSeni dan¢ rovnice: =l-=+ ==+

x+10 X x X



3.25 Zjistéte, které z déle uvedenych fad jsou konvergentni; v kladném
pripadé vypoététe jejich soucet:

a.) Z 277»2—1 ]_')) Z(_l)n

n=1 n=1

= 2 —1 = 5
% z_:l r'n o 2_:1‘2“—'

o0 \/g_l n—1 oC | 9 n
3 3o ) D >-v (3)
¢ ; 7 2;1 2

3.26 Je dana aritmeticka posloupnost (a,)5>, s diferenci d. Zjis-

o0
téte, pro kterd a; a d je nekonefnéd aritmetickd fada > a,
konvergentni. n=1

Priklady jsou prevzaty ze strdnek: (feseni je zde uvedeno také)

https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js20/nekonecne rady/web/pages/1-ciselne-rady.html

Nechtc€ R a
o0 (s 0]
D an =4, ) b.=B.
n=0 n=0
Plati:
o0 (s 0]
Zc an:cZan:c A;
n=0 n=>0

i, i(an:tbn):f:aniibn:A:tB,
n=>0 n=0 n=0

pokud vyrazy vpravo maji smys|, tj. neobdrzime-li 0 - oo nebo co — 0.


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js20/nekonecne_rady/web/pages/1-ciselne-rady.html

Pokud fada 3, a, konverguje, potom je

lim a, = 0.

—ro0

(1.1)

Podminka 1.1. je podminkou nutnou pro konvergenci rady, nikoli postacujici. Existuji tedy fady, které

nekonverguji, ale podminku 1.1 spliuji.

Soucet geometrickych rad:

UvaZujte nekonecnou fadu

Urcete jeji soucet.

Urcete soucet nekoneéné fady

K zapamatovdni (odvozeni pomoci integrdlniho kritéria):

Rada

<1
2w

n=1

konverguje, pravé kdyz a > 1.

Véta 5. (Srovnavaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a necht' a,, < b,, pro viechna dostate¢né velka n. Plati:

i Je-li 307 & by < 400, pak Y07y @y < H00.

ii. Naopak, je-li Y 07y @n = 400, pak 07 v by, = +00.

Rozhodnéte o konvergenci/divergenci fady

In(1234 + n)

n

M8

3
I
-



Pouzitim srovnavaciho kritéria vySetiete konvergenci fady

= 1
;4*!14-1'

Pouzitim srovnavaciho kritéria vySetfete konvergenci fady

i 1

n=1 [3n+ 1)2 '

Véta 7. (Podilové (d'Alambertovo) kritérium)

Necht a, > 0 pro viechna velka n. Plati:
i.Je-li

An+1

<k<l1

an

pro viechna dostate¢né velka n a jistou konstantu k, pak fada }_.° » a, konverguje.

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) Fady

Pomoci podilového kritéria vySetiete konvergenci fady

i -
=:

—i n.

Pomoci podilového kritéria vySetfete konvergenci Fady

>, (2n)!
Z( )2_

n=1 (ﬂ')

Véta 8. (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)

Necht a, = 0 pro viechna velka n.
i.Je-li

Vi <k<l

pro viechna dostate¢né velkd n a jistou konstantu k, pak fada Y.~y a, konverguje.



Pomoci (limitni verze) odmocninového kritéria rozhodnéte o konvergenci (divergenci) fady

Vysetfete konvergenci fady

Vysetfete konvergenci fady

\iySetfete konvergenci fady

Véta 9. (Integralni kritérium)

Necht'je dana fada 3,y @ a necht je funkce f definovana na intervalu [N, 0o) pro jisté N € Z,
pficemz funkce f je na tomto intervalu nezaporna, nerostouci a plati

f(n) = a, pro viechnan > N, n € Z.

Potom plati, ze

Z a, konverguje, pravé kdyz f f (z) dz konverguje,
n=N N

o0

Z a, = +oo prave tehdy, kdyz ff(z) dz = +o0.
N

n=N

Rozhodnéte o konvergenci fady

Vysetiete konvergenci fady




Pouzitim integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady

i n

n=2 n2+3




Nékteré dalsi priklady (na nutnou podminku konvergence rfad, podilové kritérium, soucet

geometrické fady atd.) Reseni jsou na konci.

3.27

3.29

3.30

3.31

*3.32

3.33

3.34

o0
~ v v ’ . DA, Tyn—1 .
DokaZte, ze nekoneénd geometrickd fada 2. 8-(%) je kon-
n=1

vergentni, a uréete jeji soucet s. Pak najdéte nejmensi pfirozené
¢islo n takové, aby platilo |s = 5,] < 0,01. (s, znaci Jako obvykle
soucet prvnich n &lend posloupnosti (8- ( g)n_l)?;] g
Zjistéte, pro ktera x € R Jsou nasledujici nekoneéné rady kon-
vergentni, a uréete pak jejich sou&et:

oo 1 n >
a) 2:(;) b) > (1 - s52)"

n=1

Reste rovnice s neznamou 2 € R:

oo o0

a) > (3z)" 1 =10 b) D (@+2) =1
n=1 =1
G N = 1 1

C.) Z = = . d) R o D)
o\ 3r —4 i zé— 1

Reste rovnice s nezndmou 2 € R:
= —. (")

a) | h) Zlog =5
n=1 n=1

Reste rovnice s nezndmou € R:
oo >

a) Z sin" ¢ = —% b) Z sin'?" N g = 9. tgw
n= n=1

G _— 2 ; >
Reste rovnici 3 - (1 + log, cosu + logZ cosu + . . .) =2 s nezné-
mou u € R.

Napiste ve tvaru zlomku s celo¢iselnym éitatelem a jmenovatelem
tato ¢isla;

a) 0,4 b) 2,5
d) 0,84 e) 5,487
Do étverce ABC'D o délce strany 1 je vepsan étverec A; B,C; D,
tak, ze Ay, B, C,, D, jsou postupné stfedy stran AB, BC,
CD, DA; obdobng vepiSeme ¢tverec AsByCy Dy do Etverce
A1B,C1D; atd. (obr.3.12). Vypoctéte soudet obvodi a soudet
obsahti v8ech takovych &tverct,

Opakovani



3.38

3.39

3.40

*3.43

Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou konvergentni:
v kladném pripadé vypoététe jejich limitu:

n 2 Lok
a’) (nS +n)n=1 b) <'I7.—|—5)n:1
n - n\ oo
C) (a)n=l d) (0:;9 )n:i oo
) (Com-amz, g (22
4 n=1

Uvedte, pro kterd b€ R je nckonetni rada i (=1)»1.pn
konvergentni: n=1

a) b=0,8 b) & =1

€) b= —1 d) b=1,8

Zjistéte, které z nasledujicich nekoneénych fad jsou konvergentni;
v kladném piipadé uréete jejich soudet:

a) 2}(1,5% b) i(—nn-(;)" ¢) Zo’s-n

o0
Reste rovnici Y (y—1)" =1 s neznimou y€eR.
n=1

»opirala“ se sklad4 z nekoneéné mnoha polokruznic. Pitom polo-
mér kazdé nasledujici polokruznice Je dvakrat mensi ne? polomér
piedchozi polokruznice. Urdete délku »Spirdly®, je-li polomér prv-
ni polokruznice 5 délkovych jednotek.

»DolkéZeme®, 7e nekonetna rada a + (—a)+a+(-a)+a+...
je pro kazdé redlné éislo a konvergentni a jeji soudet je ro-
ven ta. Posudte, kde je v nasledujicim ,,diikazu“ chyba: Ozna-
¢ime hledany soudet z; tedy z = a + (—a)+a+(—a)+...=
=a—(a+(—a)+a+...). V yraz v zavorce je opét roven z, tedy
z=a—z neboli z = la.



3 Limity posloupnosti a nekonec¢né rady

31 n € Non > 1:n > 19 n > 104 — 1. 3.4 a) 1; b) —1; ¢) di-
vergentni; d) divergentni; e) 5; f) 0. 3.8  Neplati; nap¥. ((—1)");—,
3.9 lim b, =ea. 3.10 a) Divergentni; b) konvergentni, lim d, = 0.

n—roo n—oQ

3.1 1,5 3; —11; —2; 7. 3.18 a) 0; b) —4; ¢) 0; d) 0. 8.15 a) 3; b) 1;
c) 0; d) divergentni; e) divergentni; f) 2; g) 0; h) % 3.16 a) Divergentni; b) 0;

¢)3. 3,21 a) lim n? = 4o00; b) ]i{n (—nz) = —o0; ¢) divergentn{, nema ne-
o0
vlastni limitu; d) konvergentni, ']mtn’c u% = 0; e) konvergentni, nlll’];lo (—"%) =t

f) konvergentni, lim_ ((—1)"-;3) — 0. 3.22 Neexistuje. 3.23 Plati.

3.24 Napft. ((n — 0)2)°° 1+ 3-25 a) Divergentni; b) divergentni; c) divergentni;
d) 2v5; ¢) i f) —3. 8.26 a1 = 0 a zaroveii d = 0. 3.27 64; 66.

V2—v3+1'
3.28 a) |;z|>l,s= zfl; b) = € (0, ) s:—l—-i=£ 3.29 a) a::l%;
b) =1 = =25, 32 = —1,5; €) x = 6; l=| > ]. 8§80 a&a) ¢ = =L
b)z=10. 8.1 a) z€ |J {Zx+ 2kn, 1~611t+2k7t}; b) @€ | J {in+kn}.
keZ LEZ
3.32 uEU{,'t—}-le, —n4 Zkr} 3.33 a) 2 5 b) . 9q,d) 05 )%‘

keZ
3.34 4(2+/2);2. 8.35 Jde o posloupnost (a, ISL o e = 2P

3.36 Neni konvergentni. 3.38 a) 0; b) divergentni; c) 0; d) 0; e¢) divergentni;
f) 0. 3.39 a) Konvergentni; b), c), d) neni konvergentni. 3.40 a) Nenf kon-
vergentni; b) —%; ¢) neni konvergentni. 3.41 y=1,5. 3.42 10r. 8.43 Nelze

2,,_, ; 12130 an =2

uzavorkovat jako pii koneéném poctu séitanci. 3. 44 Ano. 3.45 Sedmnacty
&len posloupnosti je 17%, neni tedy prvo&islo. 3.46 1.2 -1-(1+1)-(142) =1-2;
2.(1:242.34...4n(n+1))+(n+1)(n+2) = lwn(n+ l)(n+2)+ (n+1)(n+2) =

= %(71+1)(7L+‘2)(n+3). 3.47 24850. 3.48 231. 3.49 9. 3.50 a) Rostouci,



