12. hodina (MA2-E)

Extrém funkce f na kfivce g — vdzané extrémy

Krome funkce f(x.y) je jeste zadana vazba (omezujici podminka pro x a y)
ve tvaru g(x,y)=0. Hledame extrémy funkce f(x,y), které jsou vazany (lezi na
ni) kitvkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dveé metody:

a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y) = 0vyjadiime x nebo y a dosadime do
f(x,y), ¢imz ziskame funkci jedné promeénné, a extrémy tedy hledame
podobne jako u funkce jedné proménne. Tuto metodu pouzijeme
v piipade, ze z rovnice vazby lze osamostatnit x nebo y.

b)
Véta 4.6 (Metoda vyuzivajici jakobianu, nutna podminka vazaného

extrému). Nechi funkce [ a g maji v okoli bodu |xo,yo| spojité obé parcidlni
derivace a nechl funkece [ md v bodé |xo, yo| vdzany ertrém vzhledem k vazbé

dané rovnict g(x,y) = 0, potom plali, Ze determinant
oF JF
or oy | _
U\ og 09 |70
dr Ody

U nasledujicich uloh staci, pokud najdete ,, podezielé body” (body ve kterych se extrém mize, ale
nemusi nachazet). Ddvodem je, Ze pouziti jakobidnu je nutnou, nikoli postacujici podminka vdzaného
extrému).

Priklad 6.2.1. Naleznéte vazané extrémy funkce

flz,y) =z +y,

1 1
vzhledem k podmince — + — = 1.

x Y



Redent:

Stac. bod A;
A= V2.2
Ay = [-V2, V2]

Priklad 6.2.2. Urcete vazané extrémy funkce
flz,y) =27z +y—1)

vzhledem k podmince 9(z? + y?) = 222>

Redent:

Stac. bod A;
Ar = [3,3]
Ay = [-3, =3]

X

Nasledujici Ulohu feSte dosazovaci metodou a urcete, zda se v daném , podezielém bodé” skutecné
extrém nachazi a pokud ano, zda je to minimum nebo maximu:

Ptiklad 6.2.3. Urcete viazané extrémy funkce

fley)=zy—z+y—1,

vzhledem k podmince z + y = 1.



Reseni: Definiéni obor funkce Dy = R2.
1. Z podminky = + y = 1 muzeme vypocitat jak z, tak i y. Z podminky
vyjadrime napr. y,
y=1-—um.

2. Dosadime y = 1 — x do funkce z = f(z,y) = zy — =z + y — 1 a dostaneme

funkei jedné proménné z,
z=z(l-z)—z+1-2—-1=-2"—=2.
3. Hledame extrémy funkce jedné promeénné.

;:’=—2$—1=D=:~I=—%,

2 =—-2=<0.

Druha derivace je zaporna pro vsechny body definiéniho oboru funkece jedné

proménné z, a tedy i v bodé z = —% je druha derivace zaporna, z"(—%) =-2<0.

Funkce z ma v bodée = = —% ostré lokalni maximum. Dopocitame hodnotu y,

y=1-(-3) =3

Funkee f(z,y) =y —z+y—1 ma v bodé A = [—%, g] vazané lokdlni maximum

=1
z= 3.



Pozn.: pokud budete nasledujici ulohy fesit metodou jakobianu, staci najit podezrelé body.
Pokud budete ulohu fesit dosazovaci metodou, uréete, zda se v daném ,,podezielém bodé“
skutecné extrém nachdzi a pokud ano, zda se jedna o minimum nebo maximum

1. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 2y + 1 vzhledem k podmince
y= 2+ + i

2. Uréete vazané extrémy funkee f(z,y) = 12z + y — 3 vzhledem k podmince

y = —x° + 3.
3. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = 3y + 2z* + 922 + 6 vzhledem
k podmince y = —z* + 322 — 2.

4. Uréete vazané extrémy funkce f(z,y) = e™+¥ yzhledem k podmince
y = —x°.

5. Uréete vazané extrémy funkce f(z,y) = In(z* + 3*) vzhledem k podmince
y=ux+ 3.

6. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = \/m vzhledem k podmin-

cey = 2r — 3.

7. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 2* + y* vzhledem k podmince
2z + 2y = 1.
8. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —8x+6y—5 vzhledem k podmince

z? + 12 = 100.

9. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y — 4 vzhledem k podmince
(z-1+(@y-2°=1

10. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —3z — 9 vzhledem k podmince

2

3y — 1y =z



Vysledky ulohy k samostatnému feseni

1. [-3,1] - vdzané lokdlni minimum.

2. [—2,11] - vazané lokalni minimum, |2, —5] - vazané lokadlni maximum.

3. [0, —2] - vdzané lokdlni minimum, [3, —56] - vézané lokalni maximum,

[—3, —56] - vdzané lokdlni maximum.

4. [0,0] - vézané lokdlni minimum, [3, —£] - vdzané lokdlni maximum.
5. [—32, 3] - vazané lokdlni minimum.

6. [1, —1] - vdazané lokalni minimum.

7. [, 3] - vdzané lokalni minimum.

8. [8, —6] - vdzané lokdlni minimum, [—8, 6] - vdzané lokalni maximum.
9. [, 1] - vdzané lokalni minimum, [2, 2] - vézané lokdln{ maximum.

10. [v/2,1] - vdzané lokalni minimum, [—/2, 1] - vdzané lokdlni maximum.

18. Stanovte vézané extrémy dané funkce f vzhledem k danym vazbim

(a) iz, y)=2~y na kruknici 2° +y° = 2,

(b) flz,y) = 2?4 3“2 va pfimece z - 2y + 7 =0,

(€ Sy =" na Gselce y — 22 =0, = € (0, ),

(@) Sflzw) = V3V na Mvrtkrudnici 2° 4+ y° =8, 220, y 2 0,
(e) [(z,y) = &Y na krutnici 2° + y¥ =8,

(f) flz, ) = (x+2y") ¢* nva pHmee [z, y] - [«1, 2] +¢(-1,1), tER,

) flz,pz)=2—-2y+=z na povrchu elipsoidu 32 46y + 227 = |
14. Stanovte globdlni extrémy dangch funkcl definovanych na danych mnodindch

(a) flz,¥) = 3 —y* na kruby 2 vy’ <4,
(b) flz,y) = 1? —zy+y° na trojiheiniku vymeseném pHmkami x —y = l,z==1,z24y=1,
(¢) flz,y) =3y na mno¥ind 2 4y <K oy <0



Diferencialni rovnice

Definice 7.1.1.
Rovnice tvaru F {y'—r’”, y =Y oy gy, x) = 0 se nazyva diferencidlni rovnice

n-tého fadu pro funkei y = y(r). Speciilné je
F(y gy, x) =0 neho y = flz,y)

diferenciialni rovnice prvniho fadu.

Rad diferencidlni rovnice je fad nejvyasi derivace hledané funkee y(x).
Resenim diferencidlni rovnice je kazdd funkee, kterd rovnici vvhovuje (na
zadané mnozing).

Graf konkrétniho fefeni rovnice se nazyvva integralni krivka.

e obecné FesSeni rovnice 1. tadu predstavuje mnozinn funkel tvarn

olx,y, C)=10 nebo y=lr.C);

s partikulirni FesSeni je konkrétni funkee ziskana z obecného feseni volbou
nebo vvpoétem konstanty O
s vyjimeéné feseni nelze ziskat » obecného pro zadnou hodnotu O existuje

pouze u nékteryveh typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vvjimky zabyvat.

(Obecné reseni ma obecny parametr: konstantu C, kterd maze nabyvat rlznych hodnot. Partikularni
feSeni ma konkrétni hodnotu konstanty C, ktera se urci na zakladé dalSich podminek)

Priklad 7.2.1. Je ddna rovnice ' = —2z. Uréete
a) jeji obecné feSeni,

b) partikuldrni feSeni uréené podminkou y(1) = 2.



Reseni:

a) y(r) = [(—2zr)dr = —1* + C, proto soustava parabol o rovnicich y = C' — r*
(obr. 7.2.1) predstavuje obecné feseni tlohy. O jeho spravnosti se lze snadno

presvédéit zkonskon.

b) Zadana podminka znamend, Ze hlediame integralni kiivku, kterd prochdzi bo-

dem [1,2]. Dosazenim téchto soufadnic do obecného Feseni dostdvame
] a2 . v
2=0-1°, odkud C=3.
Vyslednym partikularnim feSenim je tedy parabola (na obr. 7.2.1 ervené)

Yp =3 =

—

{0 N

Obr. 7.2.1. Integrilni kitvka partikularniho feseni prikladu 7.2.1. a nékolik
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dalsich parabol z obecného feseni.



3. Najdéte obecné feseni rovnic:

a) (1 —2y)y' =2z

4. Reste pocdatecni tilohy:

a) & =2z, y(0)= -1,

L]

eseni:
J.a)y—y = +C,

d.a)y= =5,

b) y'cosy =sinz.

b} y = arcsin|{C' — cos ).

b) y=Inz.



Zplisob reseni diferencidlnich rovnic

1) Separace proménnych

U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru v = P(x).Q0(y), postatuje
k separaci jednoduchd riprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dx):

iy
Qy)

po nid muze hned nasledovat integrace,

= Plx)dr,

Priklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice y' = —y.cotgr.

Reseni: Separace vede k rovnici

1 08 |
[l [eosay,
. y J BILE

kterou po integraci zapiseme takto:

In|y|=— In|sinz| + InC .

Po odlogaritmovani dostavame obecné fesent

) C
ulr) = sinx

Piiklad 8.1.2. Najdéte feseni poéiteéni idlohy (xr — 1)y’ + 4> =0, y(2) = —1.



Reseni: Postup pii separaci je ziejmv z nasledujicich kroku (presvedete se,

ze rovnici lze zapsat 1 ve tvaru ' = P(x).Q(y)):

dy dy dr
1y 2 =0 1) =y f_=-f .
(w =1y +y = -Ug=-v = |5 —

Integraci obdrzime

1 1
= —Infr —1 B dkud ) = ——— .
=00 odkdye) = e

Dosadime-li do ziskaného obecného fedeni z poéiteéni podminky x = 2, y = —1,

bude
1

=nime

ti. O =1

Nyni muzeme zapsat hledané feseni pocatecni tlohy:

1
() = In(x — 1) -1

1. Reste ndsledujici separovatelné rovnice:
a) y'sinr = yeosx,

b) ?y' -y =1,

c) 2eyy’ = x + 2,

d) (z+y)y' =L

3. Uréete partikularni fefeni rovnic pfi zadanveh podminkach:
a'} yf + e = ﬂ, ‘i,fl[ﬂ]l = ﬂ}
b) (e +yly' =z -y, y(5) =2

Ptiklad Vypoltéme feleni diferencidlnl rovnice

2
p 2zc”

Eas (1 4 y?)ev

vyhovujici potdtetni podmince y(0) = 0.



Reseni:

1. a) y=C.sinz, by =tg(C Jl]l c)y=xr+2Inz+C,
d)y—In{z+y+1)=C.

2.a)y= -5 b) y = xe“* 1, c)y =x(lnz+ C)%

3.a) y=In(l-x), b) r? = 2y — y? = 1.

2) Linedrni diferencidlni rovnice 1. Fadu

Definice 8.3.1.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR) je kazda rovnice tvaru

v +plx)y = q(z),

kde p(x), g(x) jsou funkece spojité na mnozing M C R, v niz hledame feSeni.

Je-li g(z) = 0 na M, nazyva se

y' +plz)y =10

zkracenou linearni rovnici nebo také rovnici bez pravé strany. V opatném

piipadé hovofime o tiplné lineArni rovnici.

(V nasem pripadé nazveme ,zkracenou linearni rovnici“ jako rovnici homogenni)

Véta 8.3.1.

Zkracena linedarni rovnice ma obecné feseni

I'_:f(i":l = (_:'_E:_jl.l-".rJ'Ju'z .

Diikaz: Ve zkriacené rovnici lze proménné snadno separovat, a proto

dy

plr)dr = Inlyl = /p{:r] dr+InC = y(r)=Ce [piz)de
o :



P¥iklad A Urcete fesSeni ndsleduijici diferencidlni rovnice:

y+yx=0

Véta 8.3.2.

Obecné feseni plné linearni rovnice ma obecné reseni

y(x) = j(z) + v(x) ,

kde y(x) je feSeni zkrdacené rovnice a wv(x) je libovolné fefeni nplné linedrni

roviice,

metoda variace konstanty. Jeji princip spociva v realizaci predpokladu, ze

reseni zlkracend rovnice

i(x) = Com oo

bude vvhovovat rovnici plné, jestlize nahradime konstantu € vhodnou funkei,

kterou uréime vipoétem. Budeme tedy predpokladat, ze
y(w) = C(x).e” [l

Umime-li stanovit feseni zkracené LDR (zpravidla to neni obtizné), zbvva nalézt

zpusob uréeni partikulirniho integralu v(x). Seznamime se s postupem nazyvanym
je hledanym fefenim a dosadime tuto funkei do iplné rovnice:

f?’l[;r]l.e_ Jelz)d= _ Clx)e” jlp{r}dr.pl[;r_]l’+ Clr)e” -r"mdi.p[m} =glx).

o,

y'ix) ylx]
Na levé strané se odeétou éleny obsahujici funkei O ), takie zustane pouze vetah
C'(x)e” Jr)dz _ glr), odkud C'x) = q[m}.e-rpmﬂ :
Findlni tvar funkee C'{z) stanovime opét integraci:

Cr) = [q(.r].ef"f*]dr + K

s definitivni konstantou . Tento visledek nyni dosadime do vvrazn pro feSeni

zghracené rovnice, abvehom ziskali obecné fedeni nplné rovnice:

ylz) = (f q{xj,ef?-‘[ﬂffﬂ‘- + K’) o [ playds



Po roznasobeni obdrzime koneénou podobu hledaného feseni, ktera odpovida

otekdvanému tvaru

le:.ﬂ} — ﬂ"_{?—_{;a[r]d.r. e~ Jlupl_’u-jlfg-_ /‘q[;r:llﬁjlpfu']d;.
* — — )

W)

wix]
Tim jsme v podstaté provedli konstruktivni dukaz nasledujiciho tvrzeni o podobé

reseni linearni rovnice.

Veéta 8.3.3.
[’:phlﬁ, linedrni rovnice y' + p(z)y = g(x) m4 obecné feseni y(x) = g(z) + v(zx)

tvorené souétem feSeni zkracené rovnice a partikularniho integralu

-';_l{;r:] :(:._J-.?H:J']d}._ /ql:.l’l}.i!-rp[ﬂdf .

P¥iklad B Urcete feSeni nasledujici diferencialni rovnice:

y+y x=x

Redeni:y=1+C- e=x*/2 (uloha Ize resit jak metodou variace konstant, tak separaci
proménnych)

Priklad 8.3.1. Najdéte obecné fedeni rovnic ry' — y = 2.

Reseni: Prepiseme-li zadani do tvaru

' 1 2
y - —y=a,
T
A A Ted 5 — 1 () — g2 1 oaeim Fesnnd
vidime, ze jde o linedrni rovnici, v niz p(x) = -7, g(z) = z°. Pii jejim feSeni
budeme postupovat podrobné podle krokn popsanveh v odvozend.

1. Nejprve vytesime separaci proménnyvch zkracenou rovnici:

1 { 1.
y' ——y=0 = [ﬂ S et = In|y| =In|z| + C',

ocdlod

y==0Cr.



2. Nyni pristoupime k variaci konstanty, pii niz budeme predpokladat, ze y(x)

Cliz).x. Tuto funkei a jeji derivaci y'(x) = C'(x).x + C(z) dosadime do nplné

rovnice:

r. (C'(x).x 4 Clx)) — (C'(z).r + C(z)) = 22°.

Vzhledem k tomu, ze byl dosavadni postup spravny, vvrusi se cleny +C'(x).x a lze

pokracovat dalsimi kroky:

f:"’(..i‘:} ..T2 — E.TH. —

Clzx) = fﬁ.rdm=rr:g+f{.

3. Ziskanv vysledek dosadime zpét do fedeni zkracend rovnice a po drobné tipravé

dostdvame hledané obecné fedent:

ylz) = (2 + K)o = Kz + 1.

4. Na zavér provedeme zkousku dosazenim do levé strany zadané rovnice:

(K + 32%) — Kr — 2° = 227

COZ J& TOVNO VVTAZI Na prave strané.

Piiklad 8.3.2. Reste poédteéni iilohu i sinz — ycosz = sin® z, y(3)

1
3-

Regeni: Opét se nejprve ujistime, ze jde o linedrni rovnici:

COs T . . COS T .
y —y— =sin’r. tj. plz) = ——= glr) =sin" .
sin sin
1. Zkracena rovnice:
COs T dy Cos T
I s -
Yy =y — — — = / — — In|y| =In|sinz|+InC .
sin T y sin
Reseni zkracené rovnice:
y=Csinr .

2. Variace konstanty:

y=0C(r).sinz,

r I .
y =C".sinr+ C.cosr .



Dosazeni do aplné rovnice:

(C'.sinx + C.cosx).sinx — C.sinz. cosr = sin |

C'sin” & = sin’ = C(x) = fs;in;:n dr = —cost + K .

3. Zpétné dosazeni:

ylr)=(—cosr+ K}).sinr = Ksinr — sinzcosr .

4. Pocatecni tloha pro x = 5, y = % :
L rin™ i T o™ l_ﬁ,ﬁ V22 .
5 = fsin 7 —sin - cos 7 5 =K 5 5

Vysledné fefeni ma tedy tvar

yp(x) = V2sinz — sinzcosz |

1. Najdéte oberné feSent:
a)y —y=e",
bl y' — =y = a®,

¢) (x* + 1)y’ — 22y = 2°.

2. Uriete partikularni feseni rovnic pfi zadanych podminkach:

a) oy’ —y =z, y(4) =12,

b) ' +yeotgr =1, y(3) =0,
)

2 _ 1
c) 'y’ +xy =Inzx, y(l)=;.

esSeni:
1. a) y = Ke* + e, b}y = Kxe® — 2% — 1,
c)y=K(z* + 1) + (* + 1)(z — arctg z).

2.a) y =22z, b) y=cotgz, ¢ y= 1t



