MA2-E (2. hodina)

Vektory a vektorovy prostor

Definice. Jsou dany dva n-sloZzkové vektory 7,1 a reilné éislo r. Definujeme nasledujici
pocetni operace (likony) s vektory:

soucet vektori v+ w slozky vysledku se vypoétou jako v; + uy

rozdil vektori v —1w slozky vysledku se vypoé¢tou jako v; — wy
r-nasobek vektoru red slozky vysledku se vypoétou jako r - v

skaldrni soucin vektorn U« w vysledek je ¢islo vy - w) +wvp wy + ...+ vy - Wy
norma vektoru (il vysledek je ¢islo \/ v+ vd+...+v2

délent vektori --- neni definovano

Ukazky: Pro étyfslozkové vektory v = (1,2,6,~1), @ = (0.4, -3,0) bude ¥ + & =
=(1,6,3,-1), 20—-w=(2,0,15,-2), ¢-w=1-0+2-446-(=3)+(-1)-0=-10.
@] = VO (-3 + P =V =5

Priklad MnoZina R" = {(x,...,%:) : X € R,kdei = 1,...,n;n e N}, vniZ jsou
operace definovany vztahy

[11! x.2> cEs g xﬂ} + {}rli }'Ili L] }}'r]'l] = (xl + }rla X2 + }"2, EErar Xn + }'rl'l]i
K(xp, X2, . s X)) = (kxg, kxg, L kgL ke R,
Je vektorovy prostor, jehoZ prvky, vektory, jsou uspofadane n-tice realnych Cisel

(X1y .oe 5 Xn)-

Definice. MnoZina V,, viech uspofadanych n-tic redlnych éisel, na které jsou definoviny
operace séitinl a ndasobeni redlnym éislem vztahy

a+b=1(a, +0b,, a,+b,), ca=(ca, Leay),

nazyvaji aritmeticke vektory




Definice 2.1.2.

Vektory vi,va, ..., vp € V nazyvame linedrné nezavislé, jestlize rovnice

Vit c2va t+ ... T CpVp = 0 (1)
Jje splnéna pouze v pfipadé, Ze skalary c,, ..., ¢u Jsou viechny rovny 0. JestliZe je rovnice (1)
splnéna a alespofi jeden ze skalari ¢y, ..., ¢; Je rizny od nuly, fikame, Ze vektory vy, ..., v,

jsou linedrné zavislé.

Priklad Vektory (1, 1, 1), (1, 1, 0) a (1, 0, 0) jsou linearné nezavislé. Najit Cisla ¢y, ¢2, €3
splfiujici rovnici

ci(l, L, D) +ea(l,1,0) +e3(1,0,0)=(c; +cat ez e e, ) =(0,0,0)
vede k feSeni soustavy
citec:tey=0,
¢t =0,
(W] =0,
kterda ma jediné feSeni ¢, =0,¢;=0,¢;=0.

Priklad Vektory (1, 2, 4),(2, 1, 3)a (4, -1, 1) jsou hnearné zavisle. Nalezeni ¢isel ¢y, c2,

¢3 spliwjicich rovnici

cl(]s 2s4}+ ‘:2(25 ]s 3}+03{4s _I-'| I-} = (‘:1 +2CE +4E:3.| 2"--:I. +c3 - ¢, 4‘:1 + 362 + [:3} = (ﬂs ﬂ, u}

. v . )
vede nyni k feSeni soustavy rovnic

¢, + 2¢, + 4¢, = 0,
2, + ¢ - ¢ = 0
4c, + 3, + ¢, = 0,

ktera ma napfiklad feSeni ¢, =2, ¢;=-3, ¢3= 1. Takovych feseni je nekonené mnoho

tvaru ¢;=2t, ca=-3tca=tt=R.




Definice 2.1.3.

Vektorovy prostor V se nazyva n-dimenzionilni nebo také prostor dimenze n (n > 0),

existuje-li ve V n lineamné nezavislych vektori vy, vo, ..., vy a plati-hi, Ze kaZzdy vektorz V

lze vyjadiit jako hinearni kombinaci vektori vy, ..., Va.

Definice 2.1.4.

Kazdou mno#inu n linearné nezavislych vektori Vi, V2, ..., ¥y €V, nazyvame bdzi ve
V. a zapisujeme < vy, V2, ..., Vo > .

Priklad Uréete soufadnice vektorua=(1,2)z V.= R’
a) vzhledem k baz1 < (1, 1). (-1, 0) >,

b) vzhledem k bazi < (1, 0), (0, 1) =.

Definice 2.1.5.

Jesthize V'c V a jsou splnény podminky:
(1) kx e V' proviechna x e V' a ke R,
(2) x +y V' pro viechnax,y e V',

pak V' nazveme vektorovym podprostorem vektoroveho prostoru V.

Jinak receno: pokud dva vektory patfi do podprostoru V, pak jejich soucet, rozdil
nebo nasobek také musi patrit do podprostoru V.

Péiklad  Nechi’ V'= {(x,1);x € R }. pak V' neni podprostorem prostoru R”.
Plati:
(1) kix, I)=(kx. k) & V", prox € R,

(2) (xD+(y, )=(x+y.2)e Vipro x,ye R




1. Urcete aritmeticky vektor x , pro ktery plati:
a) x=3a+5b-c,je-i a=(4,1,3,-2),b=(1.2,-3,2),¢c =(16,9, 1, -3),

b) x=-a+4b-6¢c+2d, jeli a=(1,1,-1,-1),b=(0,0,0,0),c =( %,{}, 1, 4),

d=(-1.-1, 1, 1),

6. Najdéte viechny hodnoty t, pro které je moZno vektor u vyjadfit jako linearni kombinace

vektoriia, b, ¢ :
aju=(531), a=(10,2), b=(0,1,1), c=(4,1.9),
b)yu=(4,3,t), a=(1,2,3), b=(2,-1, 1), c=(1,7,8),

c)u=(t6,7), a=(1.4,5), b=(3,8,10), ¢ = (0, -4, -5),
dyu=(1,3,5). a=(1,3,4), b=(2.8.-2), c=(3, 11, 1).

1. Zjistéte, zda jsou dane vektory linearné zavisle a v kladnem pfipadé vyjadiete jeden 2z
nich jako linearni kombinaci ostatnich:
a)a=(1,2,3), b=(3,6,7),
b)a=(4,-2.6), b=(6,-3.9),
c)a=(543), b=(3,3,2),c=(8, 1, 3),
d)ya=(0,1,0,3), b=(3,0,1,0),¢=(0,3,0,1).

8. Urlete Cislo t tak, aby vektory u, v, w byly linearn¢ zavisle:
a)u=(2,1,3)., v=(1,2,-5), w=(3.0,1),

b)u=(1,2,2), v=(2,1,3), w=(2,5,4),
u=(-1,2), v=(1,1,2), w=(3, 0,1,
d)u=(4,5,2), v=(2,2tt), w=(2, 10-6t, 4-31).

9. Necht' V je vektorovy prostor funkci definovanych a spojitych v danem intervalu.

Zjistéte, zda jsou funkce (vektory) v daném intervalu linearné zavislé nebo nezavisle:

aja=¢e", b=x.xR,

b) a

I
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¢)a=sinx, b= cosx, x € =<0, 2w >,

¥
d)a=2cosx, b= -cos2x, ¢c= -1, xe<-m, >



10. Mez1 danymi vektory najdéte maximalni pocet linearné nezavislych a ostatni vyjadfete
jako jejich linearni kombinaci:
a) a=(1,2,0,0), b=(1,2,2,4),c=(3,6,0,0),
b) a=(1,2,3). b=(2,3,4).c=(3.2,3),d=(4.3.4),e=(1, 1, 1),
c) u=(L L0 1), v=(2 1, 1L-1),w=(1,-1,0,-1),x=(1.0,-1,2).

11. Zjistéte, zda dané vektory tvofi bazi vektorového prostoru R’. V kladném pfipadé
vyjadfete vektor a = (1, 1, 2) jako jejich linedrni kombinaci a stanovte soufadnice vektoru
a v dané bazi:
a)w=(L1L1),u=(1L10),u=(2,010),
b) u; =(0,1,-1), uz=1(0,2,-2),us =(1, 1, 3),

Regeni nékterych uloh:
6. a)t=13.b)t=7, c¢)prozidnét, d)t=2.
7. a) nezavisle, b) zavislé, b= %a, ¢) zavislé, ¢ = 7a - 9b, d) nezavisle.

8. a)t=11, b) neexistuje, ¢) t; =2,t,=13, d)t libovolne.

9. a) nezavisle, b) zavisle, napf. 2a - 3b-c =10, ¢) nezavisle, d) zavisle, napi.
at+tb+e=0.
10. a) a,b;c=3a+ 0bnebo b, c;a=0b +1:c, b) mimo trojic a, b, e; ¢, d, e Jsou
libovolne tii trojice linedrné nezdvisle. Napf. a, b, e;d=-a+b+e,
e=-at+b+0c ¢)napf.u,v,w; x=2u-v+w.

11. a) ano, a = 2u, - Uz, a ma soufadmice (2, -1, 0), b) ne, ¢) ano, a=u; - uz +% Us,

a ma soufadnice (1, -1, %}



Priklad Méume vektory a (0,2,7), o (0,5,2) a 8y = (1.3,2) ¢ antmetickeho linearnih

prostoru Vi, Mame roehodnout, zda vektor ay je lineami kombinaci vektord a;  a;

Aritmetické vektory:

[

. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici skupiny vektorit z prostorn R* linearné zivislé nebo nezdvislé:

(i) a=1(1,0,0,1)
(ii) o = (0,0,0,0)
(iii) @ =(1,0,0,1), b= (1,2,—-4,3)
(iv) @ =(1,0,0,1), b= (1,2,-4,3), ¢ = (3,4, -8, 7)
(v) a=(1,0,0,1), b= (1,2,—4,3), d = (1,-2, —1,0)
(vi) @ =(1,0,0,1), b= (1,2,—4,3), 0 = (0,0,0,0)
(vii) @ = (1,0,0,1), b= (1,2,-4,3), d = (1,—-2,-1,0), e = (2,1, —1,7)
(viii) @ = (1,0,0,1), b= (1,2, -4,3), d = (1,-2,-1,0), e = (2,1, —1,7), f = (9,8,7.4)

V prostoru B? vyjadiete vektor w = (5,4, 7) jako lineirni kombinaci vektori @ = (1,2,3),
y=1(10.1),z=(0,0,1).

.V prostorn BR? vyjadiete vektor p = (0,1,3) jako linedrni kombinaci vektori m = (1,1,1),

= (-1,0,1),p =(0,1,2).

V prostoru B* vyijadiete vektor g = (2,1,1,0) jako linedrni kombinaci vektort » = (1,0, 1,0),
=(0,1,0,1),£ = (1,0,0,0).



