7. hodina (MA2-E)

1) Vypoéet inverzni matice pomoci determinantu

1. Determinant matice A; nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;;.

57

Soucin (-1)'". det A;; nazyvame algebraickym doplitkem prvku a; a znacime

Véta 2.4.1.

Necht A je regularni maticefadun=>2a A" je matice utvofena z algebraickych dopliikii

A, prvkii ay € A. Pak plati

A= ahT

detA

Matici (A")" nazyvame adjungovanou matici k matici A a zna¢ime ji A, tedy

1 ~

Al = A
detA

Priklad Uréeme inverzni matici k matici A =

—_—
(S T C S ]
h =— &

Reseni:

3
det A = |5
1

[ R S S

0
1| =6 # 0 = matice A je regularni
5




ALY M FSRT S G 1‘=—24 AL = 4‘= 6
25 15 1 2
A= =m0 AL = 2|=15 AL =) §‘=—4
A= Va2 AL =) U‘=—3 AL = (e[ 2‘= 2
4 1 : 51 5 4
18 24 6
A =|-10 15 -4,
2 3 2
18 —10 2
A=A =|-24 15 -3/,
6 -4 2
18 -10 2
At =L 15 3
ol 6 -4 2
1. Vypotitejte inverzni matici A" k matici A a proved'te zkousku:
a)A=[_3 SJ’ b)A:[ 1 —2}3 @A:[O 4}
6 —4 -3 -1 6 8
0 1 -1 3 -2 1 4 0 0
dA=|1 0 -1, eA=|2 0 -1], HA=|2 -1 1],
0 -1 1 1 -3 3 1 0 2
00 1 111 [2} _: ; _?
g A= |01 0 hyA=[11 0/, S
1 0 0 100
1 -1 1 0
00 1 1
_ 01 -1 0
DA= o )
11 00



2. Reste rovnici pro neznamou matici X:

[2 —3} [ 12 ?J [3 'DJ [—24 3}

2) X - : b) X = :
1 4 -16 9 5 2 -44 15
[4 ?J [—? —IJ (—1 3) [5 SJ

C) X . = . d} X g = ]
1 -2 9 12 2 -1 7 9

[2 1) (—3 ZJ [—2 4J [2 3) (1 UJ [? 5]

¢) X, - N X, - .
3 2 5 -3 3 -1 4 2 2 1 6 1

2 5 11
< 2 _— 1
1 a)A-l_ 9 18 s b) A—l=l , C) A_l= 3 6 ,
1 71-3 -1 Ly
36 4
L
3 -3 2 g |
d) A neexistuje (det A =0), e)A'= |7 -8 5|, PDA'= 3 -1 o1k
6 -7 -4
1ol
8 2
1 0 0 -1
00 1 0 0 1 L
gA'=|0 1 0, mAT=[o 1 -1, Dpa'=3 I3
— - - 0
1 0 0 1 -1 0 3 3 3
2.0 1 =2
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2) Cramerovo pravidlo pro Feseni soustavy rovnic

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cramerovo pravidlo

U matice 2 krat 2:

ajl 4 —|— a12 I9 — b_‘|
a1 + axpry = b
(A|b) = ay;  ayp b
az; aze | by
by aj
oy — det A; _ by @ _ biazs — ajabs
det A a1 ap ‘ a11a3 — G12021
a1 a2
a1 by ‘
2y — det Ay lan ba|  anby —biay
det A ai; a2 ‘ a11a2 — G120G21
a1 a2

Analogicky u vysSich matic.

Determinant — vyresené priklady

@ Reste soustavu linearnich rovnic:

2x+y+3z=9

xX-2y+z=-2
3x+2y+2z=7



https://cs.wikipedia.org/wiki/Cramerovo_pravidlo
https://www.priklady.eu/cs/matematika/determinant.alej

2)

20 +y—2z=3
r—2y+32=>5
3z +y+2z2=14

=1| W

Piiklad 34. Je dana soustava cétyr rovnic o ctyrech nezndmych:

4y + 3x9 + 223 + x4 = —5
201 + X9+ 223+ 314 = 1
T1+ 220+ 3x3+ 424 =5
3r1+2x9+ 3+ 214 =1

Uzitim Cramerova pravidla urcete hodnotu neznamé xs.



Vlastni Cislo a vlastni vektor

Definice 2.6.1.

Necht A = (a;) je matice fadu n, kde a; € C. Cislo L e C se naz{va vlastni nebo

charakteristické Cislo matice A, jestliZe existuje nenulovy vektor x e C" tak, Ze

A . x = A x. Vektor X se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor pfislusny k i.

Priklad Necht

R
BT VORI

To znamend, e A = 3 je vlastni &islo matice A a x= (2, 1)’ je vlastni vektor pfislusny k A =

= 3. Zieymé také kazdy nenulovy nasobek vektoru X je vlastnim vektorem

A.x = iLx, (1)

Rovnici (1) miZeme zapsat ve tvaru

A-LEXx =0,
coz pfedstavuje soustavu homogennich rovnic
(a,, —A)x, + a,X, + .. + a,x, =0
a,X, + (anp—-A)X, + .. + a, x, =0
a,x, + a,X, + .. + (a_,—-4i)x, = 0

ktera ma netrivialni feseni, prave kdyz det (A - AE) = 0. Vypolteme-l pfedchozi determinant,
ziskame polynom p(2) stupné n. Tento polynom se nazyva charakteristickym polynomem a
rovnice det (A - L) = 0, charakteristickou rovnici matice A. Re$enim rovnice p(A) =0 jsou

vlastni Cisla matice A. Tak dostaneme n, ne nutné riznych, vlastnich ¢isel matice A.



Priklad  Urleme vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

2 =3 1
A=|1 =2 1]
1 -3 2
Reseni
2= A -3 1
Charaktenisticka rovmee ma tvar 1 S — 1 | = 0.

Dostaneme (2 - A)(-2 - A2 -1) - 6 - (-2 - 1) + 6(2 - &) = 0, t.].
AR -1 = 0.

Vlastni ¢isla matice A jsou i, =0, h; =4s= 1.

Nalezeni vlastnich vektori pfisluinych k vlastnimu ¢islu &, = 0 pak vede k feSeni soustavy
rovnic
A-0E)x~0.

cOZ Je soustava

2-0 3 1 X, 0
1 =2-0 1 x,| =0],
1 -3 2-0/\x, 0
.
2x, = 3x, + x, =0
X, - 2x, + x, = 0.
X, = 3x, + 2x, = 0

Pouzitim Gaussovy eliminaCni metody zjistime, Ze ekvivalentni soustava ma tvar

2%, - 3Xx

- X, + x;, =0

o+ x, = 0

PoloZzime x; =1t adostaneme Xx; = X = X3 = t. Redeni soustavy je tedy tvaru

x =(ttt),teC.



Podobné pro vlastni €islo 4; = A; = | budeme fesit soustavu

A-1.LE)x=0,

coZ je soustava

2-1 -3 | X,
| -2-1 1 X,| =
1 -3 2-1/\x
atd.
Priklady:

1. Najdéte vlastni ¢isla a k nim pfisluiné vlastni vektory matice:

3 2 (6 -
2 [4 1}’ {3 —1]‘

10

| 1 (0 1 0 111
E)[zg,]’ﬂﬂﬂ]‘ g) [0 2 1],
0 0 0 0 01
2
4 -5 1 -2 0 1 0
0 1 =1 0 1 -1
0
3000
4 1 00
) .
00 2 1
0 0 0

2. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujicich matic:
2 6

A=l 5
6 -3

-l 3

e T e T S R e

h)

{3—3
d}23
1 2
[n3
0 5
00
0 0
3 0|
0 4



Reseni:

. a)h=5X=(t1) A=

) =h=2, x=(,1),

ey =2+1, X=(t, (]+I}[} da=
x=(0,0)', glh=
:l"..z=4, X~=

x=(3t2t 1) A=
x=(r,s 0,00 k=

x= (1,24 0,0), ks =

0,x=(Lt0), )i =

-1, x=

d) A

2; X-= {t., ta n]Tﬁ }'-3 =
{:t1‘ L I]T; }"3 = _21 X= {_t: -1, St)

(t,-20)",

=3+4.x=

2-1, x=

b) &y

(t, (1 -

:"'..3= l., X~
LA =2.x=(Tt, 3,05 A =1,

=3, x=(4,31) ; dy =

f) &

ha=hs=-1,x=(t,0,0", k)b =

3, x=(0,0,t,0) =4, x=(0,0,0,0% )by =

vzdy pror, s, t € C.

Dalsi priklady:

1, x=(0,1,0,0)";

—hs=2,x=(0,0,1,0)",

= jbz =;"-r!- = [‘L

(nLs,-s) hi=1,x=

(2it, 1) ha=3 -4, x=(-2it, 1),
',

}Lg =2,

2, x=(t1),

(t, 0,0)%;

1. ReSte riznymi zpiisoby soustavy linearnich rovnic (Cramerovym pravidlem, pomoci

inverzni matice a Gaussovou eliminaci):

Ix +
a)
X

4x
Tx
2x
-3x

d)

4x,
X

5x,

f)

Y
Y

6z
2z
5z
Tz

2x,
2x,

3x,

b)

-4
14
~11

2x — 6y
X - %y =

. g)

I
—

2x,
3x,

5%,

y + 2z
S5y - z
2y + 3z
= 24
= —13
= 43

= 3
= -12
= 9

3

-17



2. Reste soustavy linearnich rovnic:

x, + 4x, + 2x;, = 2 X, - X, + X5 = 2
a) x, — 2x, + 3x, = 2, b) 2x, - 3x, + 4x;, = 4,
2x, + 6x, - x; =0 X, - x, = 2
2x, + X, - %X + x, =0 2x, - 3x, - 2x;, + x, = 3
0 X, - X, + X, — X, = 3’ d) X, - X, — X, - X, = 2,
x, + 2x, - 2x; + 2x, = 1 x, - 2x, - x; + 2x, = 1
2x, X, + 2x, = 3 2x, + 2x, + x, = 1
edeni:

1. a) (2, -5), b) nemé fedeni, ¢) (2,0,-3), d) (1, 1,-1), e)(5.2,3). H(1.5,-3), 2) 3.4, 5).

h) nema feseni.
2.a) (ﬁ—sﬂ, T t) , b) (t+2, 2t,t), ¢)nema feseni, d) {ﬁ% 143t t) \

e) (r, 5r-4s-9, s, 7-3r+3s), f) (4-r, 5-r, 1), g) (3-6t, 2-t, t), h) nema feseni,



