8. hodina (MA2-E)

Kombinatorika

1.2 Variace

Variatio delectat — latinské pfislovi, které vikd,
Ze zména tési. Pro kombinatoriku je vystiinéjsi preklad
puariace LESPY.

V kombinatorice se ¢asto setkdvame s k-¢lennymi skupinami utvo-
fenymi z danych n prvki tak, Ze v nich zdleZi na pofadi a ZAdny z da-
nych prvki se v nich neopakuje. Ptame-li se tfeba, kolika moZnymi
zplsoby miZe byt mezi osm finalist olympijského sprintu na 100 m
rozdélena. zlata, st¥ibrna a bronzova medaile, ptdme se vlastné na to,
kolika zptusoby lze z danych osmi atletii utvofit uspofddanou trojici.
Uspofddanou trojici v tomto piipadé rozumime trojici, v niZ zdleZi na
tom, kdo z jejich ¢lenii dostane zlatou, kdo stfibrnou a kdo bronzovou
medaili. Takovéto skupiny se nazjvaji variace, pfesnéji k-¢lenné variace
z n prvki.

uspofadand 1. 2. (k— 1)-ni k-t§
k-tice: élen ¢len SR ¢len ¢len
moznosti vybéru T T T 1
z n prvkil: n n—1 n—-(k-2) n-(k—-1)

Podle kombinatorického pravidla sou¢inu je pocdet viech téchto
uspofadanych k-tic roven souéinu

nn—1)(n-2)...n—(k—1) =nn—1)(n-2)...(n =k +1)

Podet V(k,n) viech k-Elennych variaci z n prvki je.

Vik,n) =n(n—1)(n-2).. .‘(n —k+1).



Priklad 6.2.1. Zapiste variace bez opakovini 2.tfidy a urcete jejich pocet, je-li zdkladni
mnoZina M = {1,2,3}_

ReSeni:  1,(3):  (12).(13).(23).(2.1).(3.1).(3.2),

3320

V23) = G-2) 1

6.

Priklad 6.2.2. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Kolik trojcifernych Cisel 1ze z nich sestavit

T

Jestlize se cifry neopakuyji ?

Piiklad 1
K sestaveni vlajky, kterd ma byt sloZena ze tfi. riznobarevnych vodo-
rovaych pruhii, jsou k dispozici latky barvy bilé, éervené, modré, zelené
a zluté.

a) Uréete podet vlajek, které lze z latek téchto barev sestavit.

b) Kolik z nich ma modry pruh?

c¢) Kolik jich mé modry pruh uprostied?

d) Kolik jich nema uprostied ¢erveny pruh?

Priklad 1.1.2. Na startu bézeckého zavodu je § atleti. Kolika zpiisoby mohou byt obsazeny stupné vitéza?

1.3 Permutace

Klasicky priklad permutaci nékolika slabik
pochdzi od Jana Wericha: On byl
denegere, degenere, derenege, zkrdtka ...

V predchéazejicim ¢lanku jsme se zabyvali k-Clennymi variacemi
z n prvki, tj. uspofddanymi k-ticemi, v nichZ se kazdy z danych n
prvkil vyskytuje nejviSe jednou; pro prirozené &isla k, n pfitom plati
k = m, nebot pro k& > n nelze z danych n prvki utvofit Zadnou uspo-
fadanou k-tici, v niz by se zadny prvek neopakoval. V tomto ¢lanku se
budeme zabyvat uspofiddanymi n-ticemi sestavenymi z danych n prvki,
tj. pfipadem k = n; takovéto skupiny se nazjvaji permutace (poradi).



Permutace z n prvki je kazda n-¢élenné variace z téchto prvki.

Permutace z n prvk\'x.je' usporadand n-tice sestavend z téchto
~ prvkii tak, Ze kaZdy se v ni vyskytuje pravé jednou.

Pocet permutaci # prvka bez opakovani
Pla)=nl=nln-1){z-2).321

Pi‘o kazZdé pfirozené &islo n definujeme:
nt=1.2.3....:(n=1):n

V (k) = (n—i'ﬁ 0l=1

Piiklad 6.3.1. Zapiite permutace bez opakoviani a urCete jejich pocet, je-li zikladni mnoZina
M=1{1,273}.

Priklad 6.3.2. Kolik pfesmycek lze vytvofit pouZitim viech pismen slova fyzika?

Priklad 1

§ pripominkami k navrhovanému zékonu chee v parlamenté vystoupit
gest poslanct A, B, C, D, E, F. Urlete pocet:

a) viech moznych pofadi jejich vystoupeni;

b) viech pofadi, v nichZ vystupuje A po E;

¢) viech pofadi, v nichZ vystupuje A ihned po E.



1.4 Kombinace

Alpskd kombinace se sklddd ze sjezdu,
slalomu a obitho slalomu,

severskd x béhu na 15km a skoku na mistku
s normovym bodem 60-70 metri.

A% dosud jsme se zabyvali skupinami vybranymi z danych prvki,
ve kterych zéleZelo na pofadi, tj. k-ticemi uspofddanymi. Nyni nam
piijde o skupiny, ve kterych na poradi nezélezi; pfitom — stejné jako
v predchozich pfipadech — budeme pozadovat, aby v téchto skupinach
byl kazdy z danjch n prvka nejvyse jednou, tj. aby se v nich Zadny
prvek neopakoval. Checeme-li nap¥. védét, kolik bude sehrano utkéani

Kombinaci bez opakoviani k-té tfidy z n prvki nazyvame kazdou & prvkovou podmnozinu
zikladni mnoZziny M, v niZ nezileZi na pofadi prvki.

Polet kombinaci bez opakovani: O, (n) = (:} O<k=n,(k.neN)

Priklad 6.4.1. Zapiite kombinace 2. tfidy bez opakovinim a urCete jejich pocet, je-li
zakladni mnoZina M = {123},

1. Vypoététe kombinaéni ¢isla

S0 B 1

Priklad 1

Uréete, kolika zpiisoby lze na Sachovnici 8 x 8 vybrat
a) trojici policek;
b) trojici poli¢ek neleZicich v témZe sloupci;
¢) trojici poli¢ek neleZicich v témZe sloupci ani v téZe fadé;
d) trojici policek, ktera nejsou viechna téZe barvy.

Priklad 2

Urdete, kolika zplsoby je moZno ze sedmi muZi a &tyf Zen vybrat Ses-
ti¢lennou skupinu, v niZ jsou a) pravé dvé Zeny; b) aspori dvé Zeny.



Piiklad 3

V roviné je ddno n bodd, z nichZ p leZi na jedné piimce; kromé nich
zadné tii body na téZe pfimce nelezi. Uréete, kolik je témito body uréeno
a) pfimek; b) trojihelniki; ¢) kruZnic.

1.5 Variace s opakovanim

Veriace na dané téma byvayi éasto
variacemi s opakovdnim

Na skupiny, které jsme studovali v pfedeslych ¢lancich, jsme kladli
pozadavek, aby kazdy z danych prvki se v kazdé této skupiné vyskyto-
val nejviSe jednou. Nyni od tohoto poZadavku upustime — budeme se
zabyvat skupinami, v nichZ se mohou jednotlivé prvky opakovat; zna-
mena to, ze v kaZdé k-tici vybrané z danych n prvk miZe byt kazdy
z nich obsaZen aZ k-krat. Pokud v téchto k-ticich zédlezi na uspofadani,
mluvime o k-Clennych variacich s opakovanim, pfesnéji o k-¢lennych
variacich s opakovanim z n prvki.

' Poéet V'(k,n) viech k-glenngch variaci s opakovanim z n
' prvki je 2 '

V' (k,n) =nk.

Piiklad 2
Urdete podet wiech podmnoZin k-prvkové mnoZiny.

Priklad 3
Uréete pocet viech nejvyse péticifernych p¥irozenych ¢isel. Kolik z nich
je mensich nez 500007 (Srovnej s pfikladem 2, ¢lanek 1.2.)



1.6 Permutace s opakovénim

Anagram je uskupeni pismen, kieré vznikne premisténim
pismen slova nebo véty, jejiz obsah chceme utagit.

V anagramu AABIIKKMNOQOORT resp. MINIKABAROTOK
Jje ukryt ndzev této kapitoly (viz tilohu 1.62).

V ¢lanku 1.3 jsme se zabyvali permutacemi z n prvki, tj. uspoia-
danymi n-ticemi, v nichZ je kaidy z danych n prvki zastoupen pravé
jednou. Zkoumejme nyni uspofddané skupiny, v nichZ je kazdy z da-
nych n prvki — oznaéme je a;,as,...,a, — zastoupen aspon jednou,
a to v predem uréeném poltu: ki-krat prvek a;, kp-krat prvek as, ...,
k,-krat prvek a,,. VypiSme pro ilustraci viechny tyto uspofadané sku-

Permutace 8 opakovanim z n prvki je uspofadand k-tice se-
stavend z téchto prvkii tak, Ze kaZdy se v ni vyskytuje aspon
jednou.

Pocet P'(ky, ks, ..., k,) permutaci s opakovanim z n prvk,
v nichz se jednotlivé prvky opakuji ki, ks, ..., k,-krat, je

ky+ ka4 ..+ k)
P'(kq, ks, ..., _ itk :
(ka ka, o) PRI

Priklad 6.3.3. Zapite permutace s opakovanim a ur€ete jejich pocet, je-li zakladni mnozina
M = {1, 2,3} aprvni prvek se opakuje jednou, druhy se opakuje jednou a tteti dvakrat.

Priklad 6.3.4. Kolik pfesmycek lze vytvofit pouzitim viech pismen slova matematika?

n
Kombinacni ¢islo [k] byva oznafovano terminem binomicky koeficient, je-li uZivano ve

vztahu pro n-tou mocninu dvojélenu (binomu).

Jsou-l1 a,b libovolna ¢isla a n ¢islo piirozené, plati:

(a+b)" =(ﬂJa"b” +(”};"-’b’ +~--+( " Ja]b"" +["]a“b"_
0 1 n—1 n

Rozved'te pomoci binomické véty a zjednoduste (1 +42 ]4 :



6
Ktery ¢len rozvoje vyrazu [Exz - E] , X # 0, neobsahuje x?
X

9. Uztim binomické véty vypoctéte

6
a) [%-%J . b) (1,01}? s pfesnosti na tfi desetinna mista.
10. Vypoctét ! by [ y |7
. C: a : .
ypotts |, s ) o |

11. Kterym kombinaénim ¢islem je mozno vyjadiit souéty:

2 6) o (3)+ o) (35

Reseni nékterych uloh:

1. 2)1;b) 1;c)15:d) 120. 2. @) x>3x=5;b) x=Lx=2. 3.12650. 4. 120. 5. 120.

] 5 412 373 214 5 ]

6. 216. 7. 12. 8. 720 9. a)d__9b a6 Sa’b Sa’ht ab” b
64 16 48 54 108 81 729

10. a) 21: b) 455; c)#_ 11. a) @; b) [145} ¢) [”;l]_ 12. a) (n+1)n:

- b) 1,072,

b) : :e)1.13. n=7_14. n=2_15. n=8_16. a) 120; b) 24; ¢) 48; d) 72.

n_



