MA2-E (1. hodina)

Materialy:

Lze vyuZit pfiklady uvedené v souboru ,Resené pFiklady“ v e-learningu
predmeétu PMA2E. Tento soubor je pfilozen u kazdé prednasky. Dale lze Cerpat
priklady z uéebnice Kl{fa, J., Coufal, J. Matematika 1. Praha: Ekopress. 2003. a
ucebnice Kanka, M., Henzler, J. Matematika 2. Praha: Ekopress. 2003. Obé
ucebnice se uZivaji na VSE Praha, rozsah a obtiZnost uciva je podobna jako u
nas, obdobné obtizné jsou priklady u zkousky. Obé ucebnice jsou k dispozici

v knihovné TUL (i v elektronické formé).

Priklady, které probereme, Vam také budu davat na své stranky na webu
katedry KMA. Ne vidy tam ale bude Ffeseni pfiklad( (vétSinou pouze zadani).

Zapocet:

e Maximalné 3 neomluvené absence. Pokud by jich bylo vice, mély by se
dolozit objektivni dlivody.

e Odevzdani kratké seminarni prace. Jeji zaddni vam dam zhruba v pUlce
semestru a na jeji vypracovani budete mit 2 tydny.

e Dva zapoctové tesy (v pulce semestru a na konci). Je nutné v souctu
ziskat alespon 50% bodu. Pokud se vam to nepodafi, budete mit
moznost opravy ve zkouskovém obdobi.



Posloupnosti (opakovani)

Funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnozina N vSech piirozenych Cisel, se nazyva

posloupnost (nekonec¢na Ciselna posloupnost).

Priklady posloupnosti:

1. Cisla2,4.6,8, 10,12, ... jsou prvnimi ¢leny posloupnosti sudych kladnych ¢&isel. Tato
posloupnost vznikne tak, Ze kazdému pfirozenému &islu n pfifadime jeho dvojnasobek
2n. Libovolny ¢len a, = 2n. Zapisujeme ji {211}.

1

2. Cisla 1 -,
4

] k]

1 . .y e - .
'3 ... Jjsou prvnimi ¢leny posloupnosti pievracenych ¢isel k pfirozenym

b | —

¢islim. Dostaneme ji pfifazovanim pievracené hodnoty — ke kazdému pfirozenému &islu,
n

takZe jeji libovolny élen a, = l
n

3. Cisla4, 7,10, 13, 16, ... jsou prvnimi &leny posloupnosti, ve které je kazdému

piirozenému ¢islu n pfifazeno ¢islo 1+ 3n a zapisujeme ji {l +3n}.

Aritmeticka posloupnost je kazda posloupnost uréena rekurentné vztahy:
a=a,da,,=a,+d,YneN,
kde a, d jsou dana realna ¢isla.

Cislo d nazyvame diference (diference = rozdil), protoZe se rovna rozdilu a a

m+l n

kterychkoliv dvou sousednich ¢lenti posloupnosti, tj. d = a,., —a, .

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost uréena rekurentné vztahy
a,=a, a,,=a,q, Vne N, kde a,q jsou dana {isla.
Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Budeme pfedpokladat, ze je

a#0nq=#0. Vtakovém piipadé je kazdé a, # 0 a z rekurentniho vztahu plyne pro

a.l:|+l

a n

kvocient (latinsky nazev pro podil), ze g =




7 P v P % < o0 . » PO e
R.l.l\cm}e, ie posloupnost (a,)52, je konvergentni, pravé kdyz
existuje cislo a € R takové, ze plati: Ke kazdému = > 0
existuje ng € N tak, Ze pro vSechna piirozena Cisla n 2 ng
je an € (@ —¢€,a+¢). -

Rady
Vlozime-li mezi kazdé dva ¢leny posloupnosti {a, }:';] znaménko + , dostaneme schéma

a,+a, +a; +...+a, +...,

.
které zapisujeme znakem Za” (¢teme suma a,0d n =1 do nekonecna).

n=1

o

- r % Fow iy r L4 ¥ r >
Za” nazyvame nekone¢na fada. Cisla a,,a,,a,,... nazyvame ¢leny této fady.

n=l

Omezime se jen na nekone¢né geometrické fady a ukazeme si, jak v n€kterych pfipadech
dospéjeme k pojmu souéet nekoneéné Fady.

Vytvofime posloupnost:

§,=a, +a,+a,+..+a,,

kterou nazveme posloupnosti ¢aste¢nych souétu dané nekoneéné fady. Pro tuto posloupnost

pak mohou nastat pouze tyto dva pfipady: - ma limitu s;

- nema limitu.

V prvnim pfipadé fikame, Zze dana nekonec¢na fada je konvergentni, a ¢islo s nazyvame jejim

sou¢tem. V druhém pfipadé fikame, Ze nekone¢na fada je divergentni, tj. nema soucet.




Pokud je posloupnost (sn)hz; konvergentni, filame, Ze neko-
neéna fada (2) je konvergentni, a prisludnou limitu nazfvime soutet
nekone¢né fady (2). Jestlize posloupnost (8n)52, je divergentni, Fik4-
me, Ze nekoneéna Fada (2) je divergentni.

Je-li nekone¢nd fada (2) konvergentni a jo-li jeji soucet roven s,
zapisujeme tuto skutec¢nost takto:

o0

E & =8

n=1

o0
Symbolem Y a, oznacujeme tedy nejen nekonec¢nou fadu, ale té%
n=1

Jeji soucet (pokud oviem existuje).

Je-1i posloupnost (a, ), geometricki a jeji kvocient je ¢, na-

zyvéme nekonetnou fadu (2) nekoneéna geometricka rada s kvocien-
tem g.

Lze dokazat, ze nekone¢na geometricka fada Za, -g" je konvergentni jenom v tom pfipadé,

n=l1

4

kdyz je ‘q| <1; jeji souet potom je s = -

Pro |q‘ =1 je fada divergentni.

—_ <
Priklad Urcete soutet nekoneéné geometrické fady Z =
n=l



Priklad 4

Do rovnostranného trojahelniku A; B, C; o délce strany 2 je ve-
psén druhy trojuhelnik A B2Csq, jehoz vrcholy jsou ve stiedech stran
trojithelnikn A, B1C7 (obr.3.11). Do tohoto trojihelniku je stejnym
zpusobem vepsan trojihelnik A3B3Cs atd. Vypoditejte

a) soucet obvoda, b) soucet obsaht

vSech takto vzniklych trojuhelnik.

Ch

A1 AQ Bl
Obr. 3.11

3.25 Zjistéte, které z déle uvedenych fad jsou konvergentni; v kladném
pripadé vypodététe jejich soucet:

) Z 277.2—1 b) Z(_l)n

n=1 n=1
c) g; 2nn— 1 d) g 2:1/_51
o557 e ()

3.26 Je dana aritmeticka posloupnost (a,)5>, s diferenci d. Zjis-

o0
téte, pro kterd a; a d je nekonefnd aritmetickd fada > a,
konvergentni. n=1



Priklady jsou prevzaty ze stranek: (reseni je zde uvedeno také)

https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js20/nekonecne rady/web/pages/1-ciselne-
rady.html

Co byste méli znat:

1) Jak vypada geometricka rada

2) Nutna (ale nikoli postacujici) podminka konvergence fad
3) Podilové kritérium konvergence fad

4) Integralni kritérium

5) Odmocninové kritérium konvergence rad

6) Leibnizovo kritérium (alternujici rady)

Pokud fada 3" | a, konverguje, potom je

lim a, = 0.
n—00

(1.1)

Podminka 1.1. je podminkou nutnou pro konvergenci fady, nikoli postacujici. Existuji tedy fady, které
nekonverguji, ale podminku 1.1 splfuji.

Soucty geometrickych rad:

Necht'je a # 0. Geometricka fada fo;o ag™ konverguje, pravé kdy? | g| < 1, pficemz plati

e a
Zaqn - 1 3 |q| <1
n=0 —4q

UvaZujte nekonec¢nou Fadu
i 3+ (-1)"
(=3)"

Urcete jeji soucet.


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js20/nekonecne_rady/web/pages/1-ciselne-rady.html
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js20/nekonecne_rady/web/pages/1-ciselne-rady.html

Urcete soulet nekoneéné fady

K zapamatovdni (odvozeni pomoci integrdlniho kritéria):

Rada
S
o
n=1 n
konverguje, pravé kdyz a > 1.

Véta 5. (Srovndvaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a necht a, < b, pro viechna dostatecné velkd n. Plati:

i Je-li 3707 n by < 400, pak 307y @y < 400.
ii. Naopak, je-li Y07 v ap = +00, pak 307 b, = +00.

Rozhodnéte o konvergenci/divergenci fady

In(1234 + n)

n

M8

3
I
-

Pouzitim srovnavaciho kritéria vySetiete konvergenci fady

= 1
;4*!14-1'

Pouzitim srovnavaciho kritéria vySetfete konvergenci fady

> 1
Y (3n+1)%

n=1




Véta 7. (Podilové (d'Alambertovo) kritérium)

Necht a, > 0 pro viechna velka n. Plati:
i. Je-li

An+1
ap

<k<l1
pro viechna dostate¢né velkd n a jistou konstantu k, pak Fada Zf:N an konverguje
ii. Je-li

Qn i1
an

=1
pro viechna dostatecné velka n, pak fada Esz a, diverguje k +-00.

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) Fady

Pomoci podilového kritéria vySetiete konvergenci fady

>, (2n)!
$= n

n=1 (ﬂ!)2

Pomoci podilového kritéria vySetiete konvergenci fady




Véta 8. (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)

Necht a, > 0 pro viechna velka n.

i. Je-li

YVa, < k<1

pro viechna dostatetné velka n a jistou konstantu k, pak Fada Ei}v a, konverguje.

ii. Je-li

Ya, > 1

pro viechna dostatetné velka n, pak fada E{:;N an diverguje k 4-00.

Pomoci (limitni verze) odmocninového kritéria rozhodnéte o konvergenci (divergenci) fady

Vysetiete konvergenci fady

VySetiete konvergenci fady

ViySetiete kanvergenci fady

VySetFete konvergenci Fady

VySetiete konvergenci Fady

o0

Z(H%)"’

n=1

= ([ n+1)\"
Z(4n+3) '

n=1

= n+1\"
Z(nz—l—l) '

n=1

o0 ?’12
E —
n—=1 2



VySetiete konvergenci Fady

i (2—|—Zi:1 n)“.

n=1

Véta 9. (Integralni kritérium)

Necht'je déna fada 3 ,— v @ a necht je funkce f definovana na intervalu [N, 0o) pro jisté N € Z,
pficemz funkce f je na tomto intervalu nezaporna, nerostouci a plati

f(n) = a, pro viechnan > N, n € Z.

Potom plati, Ze

Z a, konverguje, pravé kdyz f f (z) dz konverguje,
N

n=N

Z a, = +oo prave tehdy, kdyz ff(z) dz = +o0.
n=N N

Rozhodnéte o konvergenci fady

o 1
ﬂz:;l—l—nﬂ.

Vysetfete konvergenci fady

L—

n—1 1+n
Pouzitim integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady
[+ 0]

n
Z n?+3

n=2

Véta 15. (Leibnizovo kritérium)

Necht {a,}>° y C (0,00) je nerostouci posloupnost. Je-li limy 0 @n = 0, pak alternujici fada
> o2 v(=1)"an konverguje.

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) tzv. Leibnizovy fady

= (=1l 1 1
ye 1,
n=1 £



Stanovte, zda fada

- 2

n
1)
1( ) 8n—3

El
I

konverguje, ¢i nekonverguje.



