10. hodina (MA2-E)

Hledani extrémi funkce vice proménnych

Definice 6.1.2.

Rekneme, e bod A € E" je staciondrnim bodem funkee f: R® 2 D ;— R,
jestlize
df

[

ir;

(A)=0, i=12,...,n

Véta 6.1.1.
Necht f : R® 2 Dy — B ma v bodé A lokalni extrém a necht v tomto bodé
existuji viechny parcialni derivace funkce f. Pak bod A je stacionarnim bodem

funkee f.

Pozndmka: stacionarni bod je pouze nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému, nikoli
postacujici. Tzn. funkce nutné nemusi mit ve staciondrnim bodé extrém.

Oznaéme
i ;f o
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hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého fadu. Pak pro stacionarni
bod A funkce f plati:

1. Je-li Iy = 0 A Dy =0, pak ma funkee f v bodé A ostré lokalni minimum,

[

el Dy = 0 A Ds = 0, pak ma funkee f v bodé A ostré lokdlni maximum,

3. Je-li Dy < 0, pak pro funkei f v bodé A extrém neexistuje.




Véta 6.1.3.

Necht funkce f : R* 2 D; — R je na okoli bodu A = [z, yp| dvakrat spojité

diferencovatelna. Necht bod A je jeji staciondrni bod. Jestlize

ij fj2 ij 2
D= LT - (2rw) >0

T 92y

. : e o >*f

pak ma funkce f v bodé A ostry lokadlni extrém. Je-li navie Dy, = 5 2{_‘1) =0,
dr
jedna se o ostré lokalni minimum, je-h D, = ?—'Z(fl} < (), jedna se o ostreé
oL

lokilni maximum.
Poznamka
V pripadé, Ze Da = 0, nelze o existenci lokdlniho ertrému rozhodnout. Tento

problém lze v nékterych pripadech resit tak, Ze vysetFime lokdlni chovdni funkce

f na okoli bodu A.
Priklad 6.1.1. Uréete lokalni extréemy funkce

f(z,y) = 2* — 3wy + 3y°.

Reseni: Funkce je definovand na celém B2, D ¢+ = B2 Postup feSeni lze

rozdelit do nasledujicich kroku:

1. Uréime parcidlni derivace funkee f prvniho fadu:

af af

— =3r" -3y, —— = -3z +6y.
T dy
e . . Of af
2. Parcialni derivace poloZzime rovny nule, tj. I (0, e = (). Dostaneme
dx dy

tak soustavu rovnic pro stacionarni body funkce f.

3% — 3y =0,

=3 + 6y = 0.



3. Soustavu rovnic pro stacionarni body vyfedime. Ze druhé rovnice vyjadiime

r a dosadime do rovnice prvni.

=2y = 329 -3y=0= 120" -3y=0 = yldy—-1) =0 =
y=0=r=0= A, =[0,0]

].

b =
=

y=1= -314+%8=0= 1= =:-fi2=[.,

4. Uréime matici parcialnich derivaci druhého fadu funkce f,

>Pf *f i _
G ox?  dxdy | W =3
i N

dydxr  Oy?
5. Do matice ) postupné dosadime jednotlivé stacionarni body (tzn. r-ovou
souradnici stacionarniho bodu za x, y-ovou souradnici staciondrniho bodu za y).
0 -3 3 -3
QA1) = » Q(A2) =
-3 6 -3 6
6. Vypoeitame determinanty D,, D, pro matice Q(A,), Q(A2). Hodnoty de-

terminantu rozhodnou o charaktern extréma.

Stac. bod A; | D, D> extrém z = f(A;)
A, =1[0,0] 0 [-9<0 extrém neexistuje
A = [%, %] 3>0| 9=>0 |ostré lokalni minimum z = —-%

Priklad 6.1.3. Urcete lokalni extrémy funkce

f(I:y} — + yﬁ-



Reseni: Definiénim oborem funkee f je D r =R
1. Uréime parcidlni derivace funkce f.

af L. Of .

2. Parcialni derivace polozime rovny 0, dostivame soustavu rovnic pro sta-

cionarni body,

3. ReSenim soustavy je jediny stacionirni bod A = [0,0].

4. Uréime matici parcialnich derivaci druhého fadu,

s
0= dr? drdy | [ 6= 0
I O Y I I T

dydr 2

5. Do matice () dosadime stacionarni bod.

non
()=
non
6. Determinant [y = 0, D; = 0. NemuZeme o existenci extrémmu rozhod-

nout. Ovem jaka bude funkéni hodnota v bodé A7 Dosadime soufadnice bodu A
do funkéniho predpisu funkee f, tedy f(A) = 0. Jak se funkee chova na okoli bodu
A =1[0,0]. Kdyz dosadime za r a za y zdporna ¢isla, hodnota z bude zdporna, tj.
z < f(A). Pokud za = a y do funkéniho predpisu dosadime kladna éisla, hodnota
2 bude kladnd, tj. z > f(A). Na libovolném okoli bodu [0, 0] existuji body, je-
Jichz funkéni hodnota je vétai nez f(A), ale zdroven existuji body, jejichz funkéni

hodnota je mensi nez f(A). V bodé A = [0, 0] extrém neexistuje.



l:lloh_v k samostatnému FeSeni
Naleznéte lokalni extrémy funkee f(x,y) = x* + 6z + 3% — 12y + 11

Naleznéte lokalni extrémy funkee f(r,y) = 3ry — x + 2y.

W b

. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z.y) = 2* —xy + 3z + y + 3.

4. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(z.y) = x% — 12z — 23* — 4.

5. Naleznete lokalni extrémy funkee flx.y) = %.ri 5T 4 %_u::" Oy.

6. Naleznéte lokalni extrémy funkee f(r.y) = =° — 5z + v* — 3y.

7. Naleznéte lokilni extrémy funkee f(x,y) = 2* + 3zy — 2r — 3y + 5y° + 3.
8. Naleznéte lokdlni extrémy funkee f(x,y) = ° — dry + 41 4 E_r,rj 15y.

9. Naleznéte lokalni extrémy funkee f(x,y) = (2 + 4x)y + y°.

10. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = sz’ 4227 =6 %_4,.'3 | .'j_r;j 20y.

1
3

Poznamka: (pro zapoctovy test nepotiebujete)

Vyse uvedeny postup identifikace extrému lze zdGvodnit pomoci tzv. konstrukce diferencialu
druhého radu. Lze ukazat, Ze v okoli bodu A (napfiklad bodu o souradnicich (1,2)), Ize funkci
f(x,y) (funkce miZze mit vice nez dvé proménné) pfiblizné nahradit polynomem druhého
fadu. Oznacme soufadnice bodu A = (a, b). Pak:

fla+dx,b+dy) =

1 1

~ f(a b)+0f(ab)dx+6fgc;b)dy+26 f(ab)(d )+ af(ab)(d )2
9°f(a,b)

+—6y6x dy dx

Kde dx a dy jsou proménné (obvykle libovolnd velmi mala €isla), vSe ostatni jsou konstanty.
Pokud je vbodé A = (a, b) extrém, musi byt

of (a,b) —0 3 of (a,b) —0
0x dy

A vysSe uvedeny polynom m3 tvar:

0*f(a, b
OT@D) gy + TLED) 1 s
dydx

f(a b)

f(a+dx,b+dy)zf(ab)+_ (dx)? + 16f( ,b)

Nyni Ize ukdzat, Ze pokud se v bodé A nachazi maximum pak pro libovolné proménné dx a
dy (které ale soucasné nejsou rovny nule) je vyraz

19° f(a b)
2

IT@D) (2 4 1”(“”)( dy)? + afy( D) (ay)(dx) < 0



Rikame, e v takovém pfipadé je vy$e uvedeny polynom negativné definitni.
Pokud se v bodé A nachazi minimum pak pro libovolné proménné dx a dy plati:

10%*f(a, b) 9*f(a,b)
(dX)Z + EW (dy)z + adey dx >0

10%*f(a, b)
2 0x?

Rikdme, Ze v takovém pfipadé je vy$e uvedeny polynom pozitivné definitni.

Pokud vyse uvedeny polynom znaménka stfida pro rlizného hodnoty proménnych dx a dy, je
indefinitni a extrém v bodé A neni.

e Je-li Q pozitivné definitni, ma funkce f v bodé A ostré lokalni minimum.
e Je-li Q negativné definitni, ma funkce f v bodé A ostré lokdlni maximum.
¢ Je-li Q indefinitni, nema funkce f v bodé A lokalni extrém.

VySe uvedenym postupem — konstrukci diferencidlu druhého rfadu dané funkce f(x,y) —
urcete a identifikujte extrém ndsledujici funkce:

f(x,y) = 2x% + 4y* — 8y

Reseni:
Podezrely bod: [0, 1]
Diferencial druhého radu:
2(dx)? + 0(dx)(dy) + 4(dy)?

Tento diferencidl je vSak pro libovolné proménné dx a dy kladny. Bod [0, 1] je tedy minimum.

VysSe uvedené téma v redi determinantu:

(v semidiefinitnim ptipadé nelze o extrému rozhodnout a musi se zvolit jiny pfistup)

3. Sylvesterovo kritérium

Nechtf A je matice kvadratické formy & a ozna¢me D) = det [d11], D2 = det {:ﬁt g’)-:] oDy =

dig ... din
det | @ - @ |.
dny - din

Pak plati, ze kvadratickd forma k je



(a) pozitivné definitni praveé tehdy, kdyz

D]_ >D,-..,Dn>01

(b) negativné definitni prave tehdy, kdyz

(—1)'Dy > 0,(—1)?D3 > 0,(—1)*D5 > 0,....(-1)"D,, > 0,

tedy

D1 <':],Dg >,D3<0....,

(c) pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz

Dy =0,...,D, =0,

(d) negativné semidefinitni pravé tehdy, kdyz

D, <0.D:>0,D3<0,...,

(e) indefinitni pravé tehdy, kdyz nenastane zadny pripad z vyse uvedenych.

Priklad

Vysetiete kvadratickou formu & = 2dz? + 3dy? + 4dz? — 4dzdz — 12dyd-.

Resent:

Dy =2, Dy =6, D3y = —60, kvadratickd forma « je indefinitni.

Dalsi ulohy:

Priklad 6. Vysetfete lokalni extrémy funkei, je-li:

a) f(r,y) =1+6y—y* —ay— 27,

C) f(T~y}:$2+y2+Ty—61'—gy~
d) flz,y) =22y — 2%y* + 322 + 5
e) flz.y) =z +8y* — 6zy + 5,

f) flz,y)=2"+y" — 182y +15

Priklad 7. Vysettete lokalni extrémy funkei, je-li:

a)
)
)

)
)

[ =

m

fleyz) =2+ + 22 +yz— 20 +y — 2,

flz,y,2) = 622 + 5y% + 1422 4 4oy — 8zz — 2y2 + 1,
fley,2) =2 + 32 + 4% + 22 + 20y + 142 + 14y + 42 + 17,
flz,y,2) =2 +9y° + 2% — 3(zy + 22 + y2),

fley,2) =2 + 9 + 2% + 122y + 22,



Piiklad 5. Vypoctete parcidlnd derivace funkee f podle vsech jejich proménnych v obeeném bodé
a vycislete je v daném bodé A, je-li:

W) Iy = T, A= (4,6, o I -2
b S =T+ L A=, R
c) f(:.c,y)::rgy+i—j,A=[l11]‘ [g—i :2;.:3,:—%:? g—i :a:2+:%2:
d) flx.y)=xsin’y, A=[L 7] {g—i = sin® y, % =2:;:sinycosy:
e) flz.y)=esin(2y), A= (0,0} |5 = emsin), G = 267 coa)
D fley) = VaTFy. A=[L0) [g—i - o= o =ﬁ_
§) o) —arctg T 4~ q1,-1) ]
h) fle,y)=xv, A=[2,-1], [g—i = yr¥ 1, a_ﬂ; =¥ ln:;;‘

Vysledky udlohy k samostatnému feSeni
1. Staciondrni bod: A = [=3, 2] - ostré lokdlni minimum f(A) = —10.

2. Staciondrni bod: A = [~3, 3] - extrém neexistuje.

3. Staciondrni bod: A = [1, 5] - extrém neexistuje.
4. Stacionarni body: A; = [2, —1] - extrém neexistuje, A, = [-2, —1] - ostré

lokdlni maximum f(Az) = 18.

5. Stacionarni body: A; = [5,3] - extrém neexistuje, A; = [5, —3] - ostré
lokélni maximum f(Az) = 5.

6. Staciondrni body: A; = [—1,1] - extrém neexistuje, A2 = [1.1] - ostré
lokdlni minimum f(As) = —6, Az = [1, —1] - extrém neexistuje, 4, = [-1, 1] -

ostré lokdlnl maximum f(A,) = 6.



7. Stacionarnim bod: A = [1,0] - ostré lokdlni minimum f(A) = 2.
8. Staciondrnim bod: A = [12, 7] - ostré lokdlni minimum f(A) = =2
9. Stacionarni body: A; = [0,0] - extrém neexistuje, A» = [—4,0] - extrém
neexistuje, Az = [—2,2] - ostré lokdlni minimum f(A3) = —4.
10. Staciondrni body: Ay = [2,4] - ostré lokalni minimum f(A4,) = =58,
Az = [2, —5] - extrém neexistuje, Az = [—3, 4] - extrém neexistuje, Ay = [—3, —5]

- ostré lokalni maximum f(A,) = 2—;1

[lokdlni maximum v [—2, 4]]
[lokalni minimum v [1, 1]]
[lokalni minimum v [1,4]]

[nema extrém, sedlo v [-2,-2]]

[lokélni minimum v [ ]
0]

[lokalni minimum v [6, 6], sedlo v [0,

]

[lok. min. v [1, -1, 1]]

[lok. min. v [0, 0, 0]]

[lok. min. v [0, =7, —2]]

[sedlo v [0,0,0],lok. min. v [2,2, 2]]
[lok. min. v [24, —144, —1]]



