11. hodina (MA2-E)
PF.1.

VySetrete extrémy funkce

fx,y) = e@*+3¥) . (8x2 — 6xy + 3y?)

Extrém funkce f na kfivce g — vdzané extrémy

Krome funkece f(x,y) je jeste zadana vazba (omezujici podminka pro x a y)
ve tvaru g(x,y)=0. Hledame extrémy funkce f£(x.y). které jsou vazany (lezi na
ni) kivkou g(x,y)=0.

Budeme pouzivat dve metody:

a) Dosazovaci metoda: z vazby g(x,y) = 0vyjadiime x nebo y a dosadime do
f(x,y), ¢imz ziskame funkci jedné promenné, a extrémy tedy hledame
podobne jako u funkce jedné proménné. Tuto metodu pouzijeme
v piipade, ze z rovnice vazby lze osamostatnit x nebo y.

b)

Veéta 4.6 (Metoda vyuzivajici jakobidnu, nutnd podminka vazaného
extrému). Nechl funkce [ a g maji v okoli bodu |z, yo| spojité obé parcidlni
derivace a necht funkce [ mad v bodé |xg, yo| vdzany extrém vzhledem k vazbeé

dané rovnict g(x,y) = 0, potom plati, Ze determinant
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U nasledujicich uloh staci, pokud najdete ,, podezielé body” (body ve kterych se extrém muize, ale
nemusi nachazet). Ddvodem je, Ze poufZiti jakobianu je nutnou, nikoli postacujici podminka vazaného
extrému).

Priklad 6.2.1. Naleznéte vazané extrémy funkce

flz,y) =z 4y,

vzhledem k podmince

11
S+ =1
oy



Redent:

Stac. bod A;
A = [vV2,V2]
Ay = [-v2,-V?]

Priklad 6.2.2. Urcete vazané extrémy funkce
flz,y) =27(z+y - 1)

vzhledem k podmince 9(z? + y?) = 222>

Redeni:

Stac. bod A;
Ay = [3,3]
Ay = [-3, 3]

Ndasledujici ulohu feSte dosazovaci metodou a urcete, zda se v daném ,podezielém bodé”
skute¢né extrém nachazi a pokud ano, zda je to minimum nebo maximu:

Priklad 6.2.3. Urcete vazané extrémy funkce

fley)=zy—z+y—1,

vzhledem k podmince z + y = 1.



Reseni: Definiéni obor funkce Dy = R2.
1. Z podminky = + y = 1 muzeme vypocitat jak z, tak i y. Z podminky
vyjadrime napr. y,
y=1-—um.

2. Dosadime y = 1 — x do funkce z = f(z,y) = zy — =z + y — 1 a dostaneme

funkei jedné proménné z,
z=z(l-z)—z+1-2—-1=-2"—=2.
3. Hledame extrémy funkce jedné promeénné.

;:’=—2$—1=D=:~I=—%,

2 =—-2=<0.

Druha derivace je zaporna pro vsechny body definiéniho oboru funkece jedné

proménné z, a tedy i v bodé z = —% je druha derivace zaporna, z"(—%) =-2<0.

Funkce z ma v bodée = = —% ostré lokalni maximum. Dopocitame hodnotu y,

y=1-(-3) =3

Funkee f(z,y) =y —z+y—1 ma v bodé A = [—%, g] vazané lokdlni maximum

=1
z= 3.



Pozn.: pokud budete nasledujici ulohy resit metodou jakobidnu, staci najit
podezrelé body. Pokud budete ulohu fesit dosazovaci metodou, urcete, zda se
v daném ,podezielém bodé” skutecné extrém nachazi a pokud ano, zda se
jedna o minimum nebo maximum

UzZitecna strategie: pokud je kiivka/mnozina g (na niZz hleddme maximum
funkce f) omezen3, k uréeni maxima (minima) staci najit vSechny podezrelé
body a funkéni hodnoty v téchto bodech porovnat — nemusime urcovat co je a
co neni lokalni maximu. Zdlivodnéni je, Ze omezena a ,uzaviend” mnozina vidy
musi maximum a minimum nékde mit (na rozdil od neomezené mnoziny) a to
se musi nachazet nutné mezi podezrelymi body.

1. Uréete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 2y + 1 vzhledem k podmince

2. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = 12x + y — 3 vzhledem k podmince

y=—1+3
3. Urcete vdzané extrémy funkce f(z,y) = 3y + 2z* + 92? + 6 vzhledem
k podmince y = —z* + 322 — 2.

4. Uréete vazané extrémy funkce f(x,y) = e*"+¥ yzhledem k podmince
y= —1

5. Uréete vazané extrémy funkce f(z,y) = In(z* + 3*) vzhledem k podmince
y=x+ 3.

6. Urcete vizané extrémy funkce f(z,y) = y/4x + y? 4+ 5 vzhledem k podmin-

ce y = 2r — 3.

7. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = z* + y* vzhledem k podmince
2z + 2y = 1.
8. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —8x+6y—5 vzhledem k podmince

z2 + 2 = 100.

9. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y — 4 vzhledem k podmince
(z-12+@w-22%=1

10. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = —3z — 9 vzhledem k podmince

e

3y —y® =22



Vysledky ulohy k samostatnému feseni

1. [-3,1] - vdzané lokdlni minimum.

2. [—2,11] - vazané lokalni minimum, |2, —5] - vazané lokadlni maximum.

3. [0, —2] - vdzané lokdlni minimum, [3, —56] - vézané lokalni maximum,

[—3, —56] - vdzané lokdlni maximum.

4. [0,0] - vézané lokdlni minimum, [3, —£] - vdzané lokdlni maximum.
5. [—32, 3] - vazané lokdlni minimum.

6. [1, —1] - vdazané lokalni minimum.

7. [, 3] - vdzané lokalni minimum.

8. [8, —6] - vdzané lokdlni minimum, [—8, 6] - vdzané lokalni maximum.
9. [, 1] - vdzané lokalni minimum, [2, 2] - vézané lokdln{ maximum.

10. [v/2,1] - vdzané lokalni minimum, [—/2, 1] - vdzané lokdlni maximum.

18. Stanovte vézané extrémy dané funkce f vzhledem k danym vazbim

(a) iz, y)=2~y na kruknici 2° +y° = 2,

(b) flz,y) = 2?4 3“2 va pfimece z - 2y + 7 =0,

(€ Sy =" na Gselce y — 22 =0, = € (0, ),

(@) Sflzw) = V3V na Mvrtkrudnici 2° 4+ y° =8, 220, y 2 0,
(e) [(z,y) = &Y na krutnici 2° + y¥ =8,

(f) flz, ) = (x+2y") ¢* nva pHmee [z, y] - [«1, 2] +¢(-1,1), tER,

) flz,pz)=2—-2y+=z na povrchu elipsoidu 32 46y + 227 = |
14. Stanovte globdlni extrémy dangch funkcl definovanych na danych mnodindch

(a) flz,¥) = 3 —y* na kruby 2 vy’ <4,
(b) flz,y) = 1? —zy+y° na trojiheiniku vymeseném pHmkami x —y = l,z==1,z24y=1,
(¢) flz,y) =3y na mno¥ind 2 4y <K oy <0



Globalni extrém funkce f na uzaviené mnoziné M

Definice 6.3.1.

Rekneme, ze funkee f : R* 2 D s — R ma na uzavieném definiénim oboru Dy
globalni maximum (absolutni maximum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati £(X) < f(A).

Rekneme, 7e funkce f : R* D D 5 — R ma na uzavieném definiénim oboru Dy
globalni minimum (absolutni minimum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati f(X) > f(A).

Je-li f(X) < f(A) resp. f(X) > f(A), hovorime o ostrém globalnim ma-

ximu resp. ostrém globalnim minimu.

Pozndmka

Mnozina Dy se nazjvd uzavrend, jestlize obsahuje vsechny své hraniéni body.
Hraniénim bodem mnoziny Dy rozumime takovy bod, jehoZ kaidé okoli obsa-
huje body X leZici v Dy, tj. X € Dy, a soucasné obsahuje body Y nelezici v Dy,
t5. Y & Dy. Také mnozina R" je mnoZina uzavrend. Ovsem hranice této mnoziny

je prdzdnd mnoZina, 0.

Pozndmka

Na rozdil od lokdlnich extrému, které se hledaji na okolich bodu, hledame globdini

extrémy na celé mnoziné Dy.

Uvazujme spojitou a alespon dvakrat spojité diferencovatelnou funkei (tj. exis-

tuji spojité parcidlni derivace alespon az do druhého tadu) z = f(x,y), defino-



vanou na uzaviené mnoziné Dy. Necht hranice této mnoziny je kiivka o rovnici
g(z.y) = 0. Globalni extrémy funkce f na mnoziné Dy budeme urcovat takto:

L. Urcime lokalni extrémy funkce f na mnoziné Dy, ze které vyloucime hranici.

2. Uréime lokalni extrémy této funkce vazané podminkou g(z,y) = 0.

3. Porovname funkéni hodnoty viech extrémi. Extrém s nejvétsi funkéni hod-
notou bude globalnim maximem, extrém s nejmensi funkéni hodnotou bude

globalnim minimem.

Pri vysetrovdni globdlnich extrému na dané mnoziné staci urcit vsechny
podezrelé body: uvnitf mnoZiny body, které maji parcidlni derivaci podle
libovolné proménné rovnou nule a na hranici mnoziny body, které splnuji
nutnou podminku pro vdzany extrém na hranicni kfivce (jakobiho determinant
nebo idetifikace bodi s pomoci dosazovaci metody). Poté funkéni hodnoty ve
vSech téchto bodech porovndme a urcime, kde je globdlni maximum a globdlni
minimum funkce na mnoZziné.

Poznamka

Je-li hranice tvorena koneénym poctem krivek, wvySetrujeme vdzané ertrémy
na jednotlivijch krivkdch. V tomto pripadé ovsem musime uvaZovat i vrcholy

hrani¢nich krivek pri koneéném porovndvant funkénich hodnot.
Priklad 6.3.1. Naleznéte globalni extrémy funkce z = f(z, y),
flz,y) = 2* — 2 4+ day — 6z — 1,

jeliDf={[z,y eR*|z >0 A y>0Ay<—z+3}




Reseni:
Funkce f md v bodé A = [0,0] globalni maximum z = —1 a v bode C' = [0, 3]

globalni minimum z = —19.

Priklad 6.3.2. Na elipse 922 + 16y* < 144 naleznéte globdlni extrémy funkce

z = f(z,y),
f(z,y) = 92* — 36z + 16y° — 64y.

Y
3

Regeni.
Funkee f md v bodé A; = [2,2] globdlni minimum z = —100 a v bodé

Ay = [-2, — 2] globdlnf maximum =z = 384.



ﬂlohy k samostatnému ¥eSeni

1. Uréete globalni extrémy funkce f(x,y) = x* — y na étverci s vrcholy [1, 1],
13, 1], [1,3], [3,3].

2. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = x* + y? na trojithelniku s vrcholy
[0,0], [2,0], [0, 1].

3. Uréete globalni extrémy funkee f(z,y) = 4y na kruhu 2% + ¢* < 1.

4. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 3z + 4y + 1 na kruhu
(z =32+ (@y—12<1.

5. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 5z — 3y + 1 na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

6. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = —2? — y* + 2y na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

7. Uréete globdlni extrémy funkee f(x,y) = —2% —y?+ 2y na étverci s vrcholy
0,0], [-1,0], [-1, —1], [0, —1].

8. Urcete globdlni extrémy funkee f(z,y) = —2% — y* + 2y na kruhu
22 + 4% < 16.

9. Uréete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = 2z +4y+ 1 na elipse 2% +4y* < 1.

10. Urcete globdlni extrémy funkee f(z,y) = (r—y)?+2? na étverci s vrcholy
2,0], [0,2], [-2,0], [0, —2].



Vysledky ulohy k samostatnému Feseni
1. [1, 3] - globdlni minimum, [3, 1] - globdln{ maximum. Névod: pro vyjadfeni

hraniénich krivek staci najit rovnice primek, které jsou uréeny vrcholy étverce.

2. [0,0] - globdlni minimum, [2,0] - globaln{ maximum.

3. [0, —1] - globalni minimum, [0, 1] - globaln{ maximum.

4. [2, 1] - globdlnf minimum, [, 2] - globdln{ maximum.

5. [-2,1] - globdlni minimum, [0, —1] - globalni maximum.

6. [1,4] - globdlni minimum, [0, 1] - globalni maximum.

7. [—1,—1] - globélni minimum, [0, 0] - globalni maximum.

8. [0, —4] - globalni minimum, [0, 1] - globaln{ maximum.

9. [——"’;é, ——"f;—i] - globalni minimum, ["’2—{i —"i—ﬁ] - globalni maximum.

10. [0,0] - globalni minimum, [0, —2] - globalni maximum, [0,2] - globélni

maximuim.



