12. hodina (MA2-E)

Diferencialni rovnice

Definice 7.1.1.
Rovnice tvaru F {y'—r'”, y U oy y, x) = (0 se nazyva diferencidlni rovnice

n-tého fadu pro funkei y = y(r). Specidlné je
F(y,y,x) =0 neho y' = flz.y)

diferencialni rovnice prvniho radu.

Rad diferencidlni rovnice je fad nejvyas derivace hledané funkee ylx).
Resenim diferencidlni rovnice je kazdi funkee, kterd rovnici vyhovuje (na
zadané mnozing).

Graf konkrétniho fefeni rovnice se nazvva integralni krivka.

# obecné Fedeni rovnice 1. tadu predstavuje mnozinu funkel tvaru

oz, y, C)=10 nebo y=wlr.C):

e partikulirni fesenf je konkrétni funkee ziskand z obecného fedeni volbon
nebo vvpoétem konstanty O

e vyjimeéné feseni nelze ziskat z obeeného pro Zidnou hodnotu ) existuje
pouze u nékteryveh typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vvjimky zabyvat.

(Obecné reseni ma obecny parametr: konstantu C, kterd maze nabyvat rlznych hodnot. Partikularni
feSeni ma konkrétni hodnotu konstanty C, ktera se urci na zakladé dalSich podminek)

Piiklad 7.2.1. Je ddna rovnice ¢’ = —2z. Uréete
a) jeji obecné feSeni,

b) partikuldrni feSeni uréené podminkou y(1) = 2.



Reseni:

a) y(r) = [(—2zr)dr = —1* + C, proto soustava parabol o rovnicich y = C' — r*
(obr. 7.2.1) predstavuje obecné feseni tlohy. O jeho spravnosti se lze snadno

presvédéit zkonskon.

b) Zadana podminka znamend, Ze hlediame integralni kiivku, kterd prochdzi bo-

dem [1,2]. Dosazenim téchto soufadnic do obecného Feseni dostdvame
] a2 . v
2=0-1°, odkud C=3.
Vyslednym partikularnim feSenim je tedy parabola (na obr. 7.2.1 ervené)

Yp =3 =

—

{0 N

Obr. 7.2.1. Integrilni kitvka partikularniho feseni prikladu 7.2.1. a nékolik
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dalsich parabol z obecného feseni.



3. Najdéte obecné feseni rovnic:

a) (1 —2y)y' =2z

4. Reste pocdatecni tilohy:

a) & =2z, y(0)= -1,

L]

eseni:
J.a)y—y = +C,

d.a)y= =5,

b) y'cosy =sinz.

b} y = arcsin|{C' — cos ).

b) y=Inz.



Zptisob reseni diferencialnich rovnic

1) Separace proménnych

U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru v = P(x).Q0(y), postatuje
k separaci jednoduchd riprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dx):

iy
Qy)

po nid muze hned nasledovat integrace,

= Plx)dr,

Priklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice y' = —y.cotgr.

Reseni: Separace vede k rovnici
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kterou po integraci zapiseme takto:

In|y|=— In|sinz| + InC .

Po odlogaritmovani dostavame obecné fesent

) C
ulr) = sinx

Piiklad 8.1.2. Najdéte feseni poéiteéni idlohy (xr — 1)y’ + 4> =0, y(2) = —1.



Reseni: Postup pii separaci je ziejmv z nasledujicich kroku (presvedete se,

ze rovnici lze zapsat 1 ve tvaru ' = P(x).Q(y)):

dy dy dr
1y 2 =0 1) =y f_=-f .
(w =1y +y = -Ug=-v = |5 —

Integraci obdrzime

1 1
= —Infr —1 B dkud ) = ——— .
=00 odkdye) = e

Dosadime-li do ziskaného obecného fedeni z poéiteéni podminky x = 2, y = —1,

bude
1

=nime

ti. O =1

Nyni muzeme zapsat hledané feseni pocatecni tlohy:

1
() = In(x — 1) -1

1. Reste ndsledujici separovatelné rovnice:
a) y'sinr = yeosx,

b) ?y' -y =1,

c) 2eyy’ = x + 2,

d) (z+y)y' =L

3. Uréete partikularni fefeni rovnic pfi zadanveh podminkach:
a'} yf + e = ﬂ, ‘i,fl[ﬂ]l = ﬂ}
b) (e +yly' =z -y, y(5) =2

Ptiklad Vypoltéme feleni diferencidlnl rovnice

2
p 2zc”

Eas (1 4 y?)ev

vyhovujici potdtetni podmince y(0) = 0.



Reseni:

1. a) y=C.sinz, by =tg(C Jl]l c)y=xr+2Inz+C,
d)y—In{z+y+1)=C.

2.a)y= -5 b) y = xe“* 1, c)y =x(lnz+ C)%

3.a) y=In(l-x), b) r? = 2y — y? = 1.

2) Linedrni diferencidlni rovnice 1. Fadu

Definice 8.3.1.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR) je kazda rovnice tvaru

v +plx)y = q(z),

kde p(x), g(x) jsou funkece spojité na mnozing M C R, v niz hledame feSeni.

Je-li g(z) = 0 na M, nazyva se

y' +plz)y =10

zkracenou linearni rovnici nebo také rovnici bez pravé strany. V opatném

piipadé hovofime o tiplné lineArni rovnici.

(V nasem pripadé nazveme ,zkracenou linearni rovnici“ jako rovnici homogenni)

Véta 8.3.1.

Zkracena linedarni rovnice ma obecné feseni

I'_:f(i":l = (_:'_E:_jl.l-".rJ'Ju'z .

Diikaz: Ve zkriacené rovnici lze proménné snadno separovat, a proto

dy

plr)dr = Inlyl = /p{:r] dr+InC = y(r)=Ce [piz)de
o :



Priklad A Urcete fesSeni ndsleduijici diferencidlni rovnice:

y+yx=0

Véta 8.3.2.

Obecné feseni plné linearni rovnice ma obecné reseni

y(x) = j(z) + v(x) ,

kde y(x) je feSeni zkrdacené rovnice a wv(x) je libovolné fefeni nplné linedrni

roviice,

metoda variace konstanty. Jeji princip spociva v realizaci predpokladu, ze

reseni zlkracend rovnice

i(x) = Com oo

bude vvhovovat rovnici plné, jestlize nahradime konstantu € vhodnou funkei,

kterou uréime vipoétem. Budeme tedy predpokladat, ze
y(w) = C(x).e” [l

Umime-li stanovit feseni zkracené LDR (zpravidla to neni obtizné), zbvva nalézt

zpusob uréeni partikulirniho integralu v(x). Seznamime se s postupem nazyvanym
je hledanym fefenim a dosadime tuto funkei do iplné rovnice:

f?’l[;r]l.e_ Jelz)d= _ Clx)e” jlp{r}dr.pl[;r_]l’+ Clr)e” -r"mdi.p[m} =glx).

o,

y'ix) ylx]
Na levé strané se odeétou éleny obsahujici funkei O ), takie zustane pouze vetah
C'(x)e” Jr)dz _ glr), odkud C'x) = q[m}.e-rpmﬂ :
Findlni tvar funkee C'{z) stanovime opét integraci:

Cr) = [q(.r].ef"f*]dr + K

s definitivni konstantou . Tento visledek nyni dosadime do vvrazn pro feSeni

zghracené rovnice, abvehom ziskali obecné fedeni nplné rovnice:

ylz) = (f q{xj,ef?-‘[ﬂffﬂ‘- + K’) o [ playds



Po roznasobeni obdrzime koneénou podobu hledaného feseni, ktera odpovida

otekdvanému tvaru

?jl:.ﬂ:l' — Ko _Jr_;.-l;r]d.i: e~ Jlupl_’u-jlu-_ [r;{;r]l(?j';gfu'Jlf;.

W)

wix]
Tim jsme v podstaté provedli konstruktivni dukaz nasledujiciho tvrzeni o podobé

reseni linearni rovnice.

Véta 8.3.3.

Uplnd linedrni rovnice y' 4 p(x)y = g(x) ma obecné fedeni y(x) = g(zx) + v(z)

tvorené souétem feSeni zkracené rovnice a partikularniho integralu

1.{‘7_-] :(_\—.f-}?[i']d.r._ /ql::l’:}.ﬂ-rp[ﬂdf )

P¥iklad B Urcete feSeni nasledujici diferencialni rovnice:

x?
2

y +y-x=2x-e

Redeni:y = eX’/2 4 K - e~ */2

Priklad 8.3.1. Najdéte obecné feSeni rovnic ry' — y = 2.

Reseni: Prepifeme-li zadini do tvarn

y = —y=a,
H

ar

vidime, ze jde o linedrni rovnici, v niz p(x) = % g(x) = z*. Pii jejim feseni
budeme postupovat podrobné podle krokt popsanyeh v odvozeni.
1. Nejprve vyiesime separaci proménnyveh zkracenon rovnici:

1 i1 dr
Y — Sy =0 — /._’f — | = = Inly| =n|z| + C.
T oy ST
odloud

v=~CT.



2. Nyni pristoupime k variaci konstanty, pii niz budeme predpokladat, ze y(x)

Cliz).x. Tuto funkei a jeji derivaci y'(x) = C'(x).x + C(z) dosadime do nplné

rovnice:

r. (C'(x).x 4 Clx)) — (C'(z).r + C(z)) = 22°.

Vzhledem k tomu, ze byl dosavadni postup spravny, vvrusi se cleny +C'(x).x a lze

pokracovat dalsimi kroky:

f:"’(..i‘:} ..T2 — E.TH. —

Clzx) = fﬁ.rdm=rr:g+f{.

3. Ziskanv vysledek dosadime zpét do fedeni zkracend rovnice a po drobné tipravé

dostdvame hledané obecné fedent:

ylz) = (2 + K)o = Kz + 1.

4. Na zavér provedeme zkousku dosazenim do levé strany zadané rovnice:

(K + 32%) — Kr — 2° = 227

COZ J& TOVNO VVTAZI Na prave strané.

Piiklad 8.3.2. Reste poédteéni iilohu i sinz — ycosz = sin® z, y(3)

1
3-

Regeni: Opét se nejprve ujistime, ze jde o linedrni rovnici:

COs T . . COS T .
y —y— =sin’r. tj. plz) = ——= glr) =sin" .
sin sin
1. Zkracena rovnice:
COs T dy Cos T
I s -
Yy =y — — — = / — — In|y| =In|sinz|+InC .
sin T y sin
Reseni zkracené rovnice:
y=Csinr .

2. Variace konstanty:

y=0C(r).sinz,

r I .
y =C".sinr+ C.cosr .



Dosazeni do aplné rovnice:

(C'.sinx + C.cosx).sinx — C.sinz. cosr = sin |

C'sin” & = sin’ = C(x) = fs;in;:n dr = —cost + K .

3. Zpétné dosazeni:

ylr)=(—cosr+ K}).sinr = Ksinr — sinzcosr .

4. Pocatecni tloha pro x = 5, y = % :
L rin™ i T o™ l_ﬁ,ﬁ V22 .
5 = fsin 7 —sin - cos 7 5 =K 5 5

Vysledné fefeni ma tedy tvar

yp(x) = V2sinz — sinzcosz |

1. Najdéte oberné feSent:
a)y —y=e",
bl y' — =y = a®,

¢) (x* + 1)y’ — 22y = 2°.

2. Uriete partikularni feseni rovnic pfi zadanych podminkach:

a) oy’ —y =z, y(4) =12,

b) ' +yeotgr =1, y(3) =0,
)

2 _ 1
c) 'y’ +xy =Inzx, y(l)=;.

esSeni:
1. a) y = Ke* + e, b}y = Kxe® — 2% — 1,
c)y=K(z* + 1) + (* + 1)(z — arctg z).

2.a) y =22z, b) y=cotgz, ¢ y= 1t



