13. hodina (MA2-E)

Zkracena linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

nebo také rovnice homogenni.

(k zapoctovému testu nepotiebujete, ke zkouskovému mozna ano)
Zamérime se na zkracené rovnice druhého radu s konstantnimi koefi-
cienty, jejichz obecny tvar je
i I
as y (z) + a1y (z) +ap ylz) =0,
kde ap, ay, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze
existujl feSeni této rovnice ve tvaru

T

T
ylz) =e™ |
kde r je zatim nespecifikovand konstanta. Snadno uréime derivace

T I

o
y'(z) =re y'(z) =r7e™
které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem e™ dostavame

as ™ +ar+ayp=0,

coz je kvadraticka rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamena, ze funkce
y(r) = €™ bude feSsenim diferencialni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude fesenim

prislugné algebraické rovnice.

Detfinice 9.2.1.
" P oy - - - -
Kvadratickou rovmicl as v + a; r + ag = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferencialni rovnice as y"(z) +aq y'(z) +ag y(z) = 0.




Véta 9.2.1.

Meéjme hnearni diferencialni rovniel druhého fadu s konstantnim koeficienty
ay y'(z) + a1 y'(x) + ao y(z) =0,

s charakteristickou rovnici  as 12+ ay 7+ ag = 0.
(a) Ma-li charakteristicka rovnice dva ruzné redlné koreny ry, 79, ma dife-
rencialni roviice fundamentalni systém iy = ™%, ya = ™" a jeji obecné feseni
je

Y= Cire""" 4+ Coe™, C, CoeR.
(b) Ma-li charakteristicka rovnice dvojnasobny realny kofen r, ma diferencialni

rovinice fundamentalni systém yy = €™, yo = xe™ a jeji obecné feseni je
Y= Cie™ + Caze™ =™ {Cl -I—Cg..":} ., U, CoeR.

(¢) Ma-li charakteristicka rovnice komplexni kofeny 712 = a £ 13, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y1 = €™ cos Gz, y2 = €™ sin Jz a jej

obecné feseni je

y=Cie"cosfir +Coe™™sinfr, Cp, CoeR.

(c) V tomto piipadé by mély predstavovat fundamentdlni feseni funkce

(o+i8)x — o0 i3 — El:cr—lﬁ}r — oo E—J_ﬂr -.

i =e e e . I

jak se muzeme opét presvedéit dosazenim. Jelikoz chceme mit feSeni tvofeno
realnymi vyrazy, pouzijeme k dalsi dpravé tzv. Eulerovy vzorce

e 9% — cos Gr + isin Gr .




Po jench pouiiti vypadéa dvojice feseni takto:

Yy = €™ cos [z + 10 sin x|

ya = e cos fr — 1™ sin Fx .
Resenim diferencidlni rovnice musi byt také kazda linearni kombinace téchto
funkei, napriklad dvojice

) 1 . . 1 wr .
y1=§(y1+y2]=e cos G, y2=ﬁfyl—y2)=f‘ sin 3z

Priklad 9.2.1. Najdéte obecné feseni rovnice 3" — y' — 2y = (.

ReSeni: Charakteristickda rovnice > — 7 — 2 = 0 ma kofeny r; = 2, o = —1.

Fundamentalni systém tvori funkce y; = e Yo = e *, obecné feSeni ma tvar

y(x) =Cr ¥+ Che ™.

Priklad 9.2.2. Najdéte obecné feseni rovnice y" — 4y’ + 4y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice 12 — 4r + 4 = 0 md dvojndsobny kofen r = 2.
Fundamentalni systém tvofi funkee y; = e*, yy = ze?*, obecné feseni napiseme

napiiklad ve tvaru

y(z) = C1 e + Cy ze™ .



Priklad 9.2.3. Najdéte obecné feseni rovnice y" — 6y’ + 13y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice 72 — 6r + 13 = 0 m4 komplexné sdruzené

koteny r1 2 = 3£ 21. Fundamentalni systém v realném oboru budou podle tvrzeni

Ar 3

(c) predchozi véty tvorit funkce y1 = e cos2r, ya = e’ sin 2x, obecné reseni
zapiseme ve tvaru

y(z) = C1 € cos 2z + Cae™ sin 2.

2. Najdéte obecna feseni rovmce s konstantnim koeficienty:
a) dy" —y =0, b) y" + Ty' + 10y =0,
c) 4" +y =10, d) y" + 8y + 25y = 0.
3. Reste pocateeni ilohy:

a)y'—y' —12y=0,  y(0) =5, y'(0) = -1,

b)y"+y=0, y(n)=y'(7)=2,
c)y"+4y' =0,  y(0)=0, y'(0) = —-12.



eseni:

2. a) y = CreT + Coe™ T, b) y = Cre > 4 Che ™7,

c)y=C cos 5 + Chsin 3,

3.a)y=2e"+3e%, by

d) y = e **(C} cos 3z + Cy sin 3x).

= 2cosT — 2sinx, c¢)y=3e ¥ 3.



