6. hodina (MA2-E)

1) Maticovy zdpis soustavy linedrnich rovnic

anXx; +apx; + .. +anX, = b
an x; + e+ amxn = b
am X1 + v T A Xn = bm,

Jestlize zavedeme matice

a,, - Ay
X1
a a
21 2 .
A=| ", X=|:
Xﬂ
aml amn

1ze soustavu (1) psat ve tvaru A X =.

Matice A se nazyva matice soustavy

Mozné reseni:

(1)

Vynasobime rovnici A . X = B zleva matici A™' a dostaneme

A" A X=ATB atedy X =A".B.

Priklad  ReSme soustavu pomoci inverzni matice.

X, — 3x, - 2x, = -7
2x, + X, = 1
4x, - 2x, + 3x, = - 11.
Reseni
1 -3 -2
A=|2 0 1],
4 =2 3
2 13 -3
x=m".n=% -2 11 -5{.
-4 10 6

| 2 13
— =2 11
16
-4 -10
32
L 80| =



https://www.priklady.eu/cs/matematika/matice.alej

@ Pomoci inverzni matice reste soustavu rovnic;

2x—y=3
x+y=12

@ Pomoci inverzni matice reste soustavu rovnic:

y—z=-1
2x—y+2z=6
dx—-4y+5z=11



https://www.priklady.eu/cs/matematika/matice.alej

2) Determinanty

Definice 2.3.1.

Determinantem (fadu n) étvercové matice A fadu n, jejimiz prvky a;; jsou redlna (popft.

komplexni) ¢isla, nazyvame &islo, které znatime det A;

A‘ a definujeme takto:

1. Je-lin=1, pak det A =a.
2. Pron=2je

a,, ... a,

det A =|: = Z(—l}"ia”Alj -
j=1

- 8y, 8y ... Ay, Ay ... Ay,
_ ) _ . _yl+n
=a,|: a,| +..+(=1)""a,

a a,a,; ... a a

n2 nn nn nl n.n-1

kde matice A;; vznikne z matice A vynechanim prvniho fadku a j-t¢ho sloupce.

Determinant muzZete spocitat podle libovolného fadku nebo sloupecku. Vyse je ukazan
vypocet podle prvniho Fadku. Radek nebo sloupeéek volime tak, aby byl vypocet co nejsnazsi
(hodné nul). Pred vypoctem také miZeme matici upravit tak, aby byl vypocet jednodussi.
Tyto Upravy nesmi ale zménit hodnotu determinantu. Tuto podminku spliuje napfiklad
odecteni nebo pficteni libovolného ndsobku jednoho fadku ke druhému.

Pokud se nam podafi upravit ¢tvercovou matici na trojuhelnikovy tvar, pak vypocet

determinantu Ize redukovat na soucin ¢isel na hlavni diagondle (ovérte si to u matice 3 krat
3).

Pokud vsak jeden radek vyndsobite nenulovym Cislem (napf. dvéma) vynasobite timto Cislem
i hodnotu determinantu (zvétsi se dvakrat). Tyto Upravy mlzZete pouzit, ale na zavér musite
provést korekci (vysledny determinant vydélit dvéma).

1. Pro matici A fadu n = 2 plati

d),, ap

det A=

= Ay T agpdsy s

dy  dyp

3 2
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = [1 J



2. Pro matici A fadun = 3 plati

4, 4a; ap;
a, aj,

2 3 Ay ap|

det A = |a,, a,, a,| = a, +a, =
a3 dg 4; Ay

Ay Ay Ay
= a;(aya; —a5,a;,) —a,(a,a;; —a,a; ) +a;(a,a, —aya, )=

= 8,858y +a),85,8; + 838,85, —(@,,2,,8;, + 8,8, 85 +2,;2,,a5).

Tento vypocet si snadno zapamatujeme podle tzv. Sarrusova pravidla:

e 4 L} =1
3 2 1
Priklad  Vypoctéte determinant matice A=|1 0 -I|.
2 1 =2
1 0 1 -1
‘ , 2 1 -2
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = 3 3 _1 |
0 1 1

Upravy, které méni hodnotu determinantu pfedvidatelnym zpiisobem:

Véta 2.3.2. Jestlize matice BB vznikne tak, Ze né€ktery fadek (sloupec) ¢tvercové matice A

vynasobime ¢islem k € R, pak plati det BB = k.det A.

Véta 2.3.3. Vyménime-li ve ¢tvercové matici A navzajem dva fadky (sloupce), pak pro

takto vzniklou matici BB plati: detBB =- det A.



Dalsi fakta:
Véta 2.3.4. Ma-li matice A dva fadky (sloupce) stejné, pak det A =0.

D @ k a z plyne z pfedchazejici véty 3, kdyz oba stejné¢ fadky mezi sebou vymeénime.

Dostaneme

det A= -det A = 2det A=0=detA=0.

Véta 2.3.5. Necht' matice B vznikne tak, Zze k p-tému fadku (sloupci) étvercové matice

A fadu n pfi¢teme k nasobek, k € R, g-tého fadku (sloupce), p # q. Pak plati

detA=detB .

Priklad  Vypoctéme determinant matice

1 2 -1 0
2 2 1 1
A= |
-1 1 2 3
2 1 1 -
Re3eni:

Vyhodné bude vyuzit rozvoj podle 4. sloupce. Nejdiive 2. fadek nasobeny ¢islem (-3)

pii¢teme k fadku tfetimu a 2. fadek pfi¢teme k fadku étvrtému. Prvni a druhy fadek

opiSeme:
2 -1 0 1 2 -1 0
2 1 1=
det A = o [
-1 1 2 3 -7 =5 -1 0
2 1 1 -1 < 4 3 20

Nyni provedeme rozvoj podle 4. sloupce :
1 2 -1 1 2 -l
det A =(-1)>*".1.1-7 =5 -l|=}7 -5 -1
4 3 2 4 3 2

Tento determinant muZzeme vypocist pfimo Sarrusovym pravidlem nebo opét rozvojem

podle 3. sloupce po tpravach.




Vypoététe determinanty:

13 -2 3 4 -2 -9 1
a) . b) » ©) > d) v5 A2 ¢) 1
4 -5 0 -5 1 5 J24 15 -3 ar
a a-—1 tex -1
f) ,2) :
a+l a-2 1 tgx
Vypoctéte determinanty pomoci Sarrusova pravidla:
350 4 4 1 -2 -6 3 3 -20
a) |l 0 2, byl 3 24|, ¢ 1 6 -2, d}-1 -5 2|,
2 3 2 8 2 3 2 0 1 2 31
31 5 0 x -x
e) -2 1 4|, f)|l 0 -1
05 -3 0 -1 x

Vypoctéte determinanty Gpravou na trojihelnikovy tvar:

1 3 1 1 1
1 21 0 2 1 -8 3
2 1 1 -1 -1
2 -1 0 1 0 -2 8 -1
a) , b) , ¢ -1 2 -1 -2 |
1 2 1 -1 4 -7 -2 0
0 1 1 2 |
-1 1 0 2 -1 3 1 1
2 -3 0 0 -2
Vypoctéte determinanty:
-1 0 -2 -4 2 1 -2 1 1 1
-4 1 2 0 -1 -2 -3 0 1 2 3 4
a) \ b) , ©) s
-3 1 1 -1 4 0 1 -1 1 3 6 10
0 6 | 1 0o 3 -1 2 1 4 10 20
1 0 0 1 2 3 -4 -1 -4 3 -5 2
2 5 31 0 -2 4 -3 6 -2
d) . ) , 1)
1 -1 -1 1 -1 -7 2 -9 6 2 =5
-1 -2 10 -3 -5 4 2 § -6 10 -12




5 -

Ccos™ X

1. a)-17, b) 10, ¢)22, d) 43, ¢ %, f) (1 - 2a), g)

2. a)-8, b) 50, ¢)-18, d)-43, e)-125, f) (- x> +x).
4. a)l, b)0, ¢)-6.
5. a)10, b)6, ¢) 1, d) 1, e)-40, f)24.

3) Vypocet inverzni matice pomoci determinantu

1. Determinant matice Ay nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;;.

2. Soucin (-1)'". det A;; nazyvame algebraickym doplitkem prvku a; a znacime

Véta 2.4.1.

Necht’ A je regularni matice fadun>2a A" je matice utvofena z algebraickych dopliiki

A:k prvki aix € A. Pak plati

= 1 .
A l=m.(A )T.

Matici (A")" nazyvame adjungovanou matici k matici A a zna¢ime ji A, tedy

at-_Lt X
detA

3 20
Priklad Urceme inverzni matici k matici A =5 4 1
1 2 5
Redeni:
320
det A=(5 4 1/ =6=#0= matice A je regularni
1 2 5




ALY M FSRT S G 1‘=—24 AL = 4‘= 6
25 15 1 2
A= =m0 AL = 2|=15 AL =) §‘=—4
A= Va2 AL =) U‘=—3 AL = (e[ 2‘= 2
4 1 : 51 5 4
18 24 6
A =|-10 15 -4,
2 3 2
18 —10 2
A=A =|-24 15 -3/,
6 -4 2
18 -10 2
At =L 15 3
ol 6 -4 2
1. Vypotitejte inverzni matici A" k matici A a proved'te zkousku:
a)A=[_3 SJ’ b)A:[ 1 —2}3 @A:[O 4}
6 —4 -3 -1 6 8
0 1 -1 3 -2 1 4 0 0
dA=|1 0 -1, eA=|2 0 -1], HA=|2 -1 1],
0 -1 1 1 -3 3 1 0 2
00 1 111 [2} _: ; _?
g A= |01 0 hyA=[11 0/, S
1 0 0 100
1 -1 1 0
00 1 1
_ 01 -1 0
DA= o )
11 00



2. Reste rovnici pro neznamou matici X:

[2 —3} [ 12 ?J [3 'DJ [—24 3}

2) X - : b) X = :
1 4 -16 9 5 2 -44 15
[4 ?J [—? —IJ (—1 3) [5 SJ

C) X . = . d} X g = ]
1 -2 9 12 2 -1 7 9

[2 1) (—3 ZJ [—2 4J [2 3) (1 UJ [? 5]

¢) X, - N X, - .
3 2 5 -3 3 -1 4 2 2 1 6 1

2 5 11
< 2 _— 1
1 a)A-l_ 9 18 s b) A—l=l , C) A_l= 3 6 ,
1 71-3 -1 Ly
36 4
L
3 -3 2 g |
d) A neexistuje (det A =0), e)A'= |7 -8 5|, PDA'= 3 -1 o1k
6 -7 -4
1ol
8 2
1 0 0 -1
00 1 0 0 1 L
gA'=|0 1 0, mAT=[o 1 -1, Dpa'=3 I3
— - - 0
1 0 0 1 -1 0 3 3 3
2.0 1 =2

=
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4) Cramerovo pravidlo pro Feseni soustavy rovnic

https://cs.wikipedia.org/wiki/Cramerovo pravidlo

U matice 2 krat 2:

ajl 4 —|— a12 I9 — b_‘|
a1 + axpry = b
(A|b) = ay;  ayp b
az; aze | by
by aj
oy — det A; _ by @ _ biazs — ajabs
det A a1 ap ‘ a11a3 — G12021
a1 a2
a1 by ‘
2y — det Ay lan ba|  anby —biay
det A ai; a2 ‘ a11a2 — G120G21
a1 a2

Analogicky u vysSich matic.

Determinant — vyresené priklady

@ Reste soustavu linearnich rovnic:

2x+y+3z=9

xX-2y+z=-2
3x+2y+2z=7



https://cs.wikipedia.org/wiki/Cramerovo_pravidlo
https://www.priklady.eu/cs/matematika/determinant.alej

2)

20 +y—2z=3
r—2y+32=>5
3z +y+2z2=14

Piiklad 34. Je dana soustava cétyr rovnic o ctyrech nezndmych:

4y + 3x9 + 223 + x4 = —5
201 + X9+ 223+ 314 = 1
T1+ 220+ 3x3+ 424 =5
3r1+2x9+ 3+ 214 =1

Uzitim Cramerova pravidla urcete hodnotu neznamé xs.



