9. hodina (MA2-E)

Parcialni derivace

Priklad 5.1.1. Uréete vSechny parcialni derivace funkce

f(zx,y) = 3z'y* — 5arctan =°.

Reseni: Jedna se o funkci dvon proménnyvch ., y. Hledame tedy parcialni

) af of
derivace — a —.
r iy

1. Nejdiive budeme derivovat zadanon funkei podle . proménnou y budeme

povaZovat za konstantu:

df . 5 . 10x
— =127 — — 2z = 12z%* - .
dr ¥ T iy L
2. Derivujeme podle y. nvni r budeme povaZzovat za konstantu:
¥
7 _ 6oty
dy

Priklad 5.1.2. Uréete vSechny parcialni derivace funkce

r—=1uy —2y43z
T,y 2) = 3r% 4 —= — ¥tz
gz, y, z) e

Reseni: Postupné zadanou funkei derivujeme podle jednotlivich proménnych.

1. Derivujeme podle x, proménné y, z povaiujeme za konstanty:

f]'_.qzﬁr+1'|:3"+?}:]—|:~f;'?i}'1 _ ot g
dx (= +y)
2
= G + —y _ e.r—?y+ﬁ-:l
(x + y)2

2. Derivujeme podle y, proménné r, z povaiujeme za konstanty:

'H_.q _ ~1- {'T + ,Tj) - {'T - ,Tjj -1 — pF—2yt+iz | {_2) _ =2 + Jpt—2yt+dz
dy (x + y)? | (z+y)? |

3. Derivujeme podle z, proménné r, y povaZujeme za konstanty:

g

= F—2y4dx 3= _qFr—2y+32
0z ' ' '

= —e



Priklad 5.1.3. Uréete hodnoty vSech parcidlnich derivaci funkce

f=ze ™Y

v bodé A = [1, —1].

Reseni: Vypoéitdame jednotlivé parcidlni derivace zadané funkee a uréime
jejich funkéni hodnotu v bodé A pfimym dosazenim:
1. Derivujeme podle x, proménnou y povaiujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle x, coZ je opét funkce proménnych x, y. dosadime bod A:

af
dr

2. Derivujeme podle y. proménnou r povazujeme za konstantu, a poté do de-

(A) = e ¥ 4 ze " ¥(—2ay) =e T U(1 - 22%y) = 3e.

A=[1,-1] A=[1,-1]

rivace funkce f podle y dosadime bod A:

) a .
{—f A)=ze™™ y{—mzjl = —gle*Y = —e.
Ay [1,-1] A=[1,-1]
Definice 5.1.2.
Parcidlni derivace druhého Fiadu funkce z = f(x,y) jsou definovany
vztahy:
ﬂ d (fif) rf]'?_f 7] (ﬂf) a* f i (fif) P f _i(ﬁ_f)
0r2 0z \0z)' &2 oy \Oy) droy 0z \dy) 0ydr oy \z)
Parcialni derivace raz—:r, rf}z_f nazyvame smisené parcialni derivace.
drdy dydr
Veéta 5.1.2.

o*f &f

“t’ y h dv fl =5 . Hk
dxdy’ dydr Spojite v bode [Z0, %ol. P

Jsou-li smiSené parcialni derivace
jsou s1 v tomto bodé rovny, tj.

Ff B Ff
drily = dyf]':r( )




Piiklad 5.1.4. Uréete viechny parcialni derivace druhého fadu funkce

3

v

— 2 -
z—Iy+F.

Reseni: Nejdiive vvpocitame parcialni derivace prvého fadu:

af o A _ . 3
—_— = 2 h —— = _—
dr W Ay o rl
af 0
Derivijeme jesté jednou podle x i podle y funkee f,f, E—f
dxr’ Oy
*f _ (r’]‘f _o 20°
dr?  dr \dx) Y 6’
Ff_ 9 (of\_6y
dy* oy \dy)  av
Pf_ 0 (9 _,, 120
drdy Oz \oy) b’
Ef 9 (ofy 5 12442
yor oy\oz) T o
93
Priklad 5.1.5. Vypoiitejte 9270y je-li

z =y sinr.

Reseni: Zadanou funkei z budeme postupné derivovat dvakrit podle = a
poté podle ¥

0z =ylcosT &z = lginx &z = =2ysinr
=y . = —y sinr, Briij_ i sin T.

dr dr2



Ulohy:

T+ y7).

1. Uréete viechny parcidlni derivace funkce f(z,y) = sin(x
2. Uréetevsechny parcidlniderivace funkee f(r, y}=tan{:r3y] vbodée A = [0, 7].
3. Uréete viechny parcidlni derivace funkee f(r,y. z) = e™* 4232 L p¥ g2,
4. Uréete viechny parcidlni derivace funkce

flr,y,z) =sinzcosy + sin(x + y) cos(y + z) + sinz v bodé A = [0, T %]

5. Uréete viechny parcialni derivace druhého fadu funkce

flz.y) = yaresin /= + +/(2x + 3y)3.

6. Uréete viechny parcidlni derivace druhého fadu funkee f(z,y) =

x? 4 3?

v bodée A = [1,-1].

-Deﬂnice 5.2.2.

Je-li funkece z = f(x,y) diferencovatelna, nazyva se vyraz

d 0
dz =df (z,y) = a—i:d:r. -t 8—£dy

totalni diferencial funkce z = f(z,y).

Veéta 5.2.4.
Necht je funkce z = f(z,y) diferencovatelnd v bodé A = [z, yo]. Pak v bodé
A = [zg,Y0, 20 = f(x0,Y0)] existuje teéna rovina ke grafu funkce z = f(z,y)
urcena rovnici

of

d
T — = g(xg, yo)(x — xp) + 6—5(%’%)@ — Yo)-

Priklad 5.2.1. Provérte diferencovatelnost funkece
flz,y) = 2 — 2zy — 3y
v bodé A = [—1, 1] a naleznéte jeji totalni diferencidl v bodée A.
Priklad 5.2.4. Naleznéte rovnici teéné roviny a normaly ke funkce
2 =20+ y2

v bode A =[1,1,7].



Dalsi ulohy:

Piiklad 5. Vypoététe parcidlni derivace funkce f podle vEech jejich proménnych v obecném bodé
a vyéislete je v daném bode A, je-li:

W) fley) =527, A=[4.6]

+ L A=,

b) flz,y)=

B Je

E

Y
y3

C) f(T-y:’: 21"‘“;: *4-:[1:1]:

d) flz,y)= rsin®y, A= [1, 7],

e) f{T': y) =e" Sil](?'y], A= [0'-'0]!

f) flz,y)=22+y, A=][1,0]

r+Yy
g) f(r,y)=arctg—— A=[1,-1],

xr y

h)  flz,y) =2 A=[2,-1],

Piiklad 1. Uréete vektor grad f v obecném bodé a v danych bodech:
a) flz,y) =4ay® —6xy+5, A=[1,-1],

b) flry) =25

, A=1[2,0
r—y+2 12,0

¥

¢) f(z.y)=In(e" +2z - 3y), A=[1,-1],



>

Reseni nékterych uloh:

1. % = 2z cos(x® + 17), g—{; = 2y cos(z® + y°).

2.8 = s 8= e Al(A) =0, Z(a)=0.

3. g}[ = yzeT¥E etttz L gyu-] ﬁfy = rze®¥F 4205 LV I ezt ] % —

ﬂ,..yeryz + :}Er+2y+3: + :I',I': In Y.

4. % = cos r cos y+cos(r+y) cos(y+ z), g—i = — sinx sin y+cos(r +y) cos(y+
z) = sin(x + y)sin(y + z), 5 a—f = —sin(x + y)sin(y + z) + cos z, %{AJ =12 -

V3). g(A) = -4, g(4) = .
5'%:ﬂ1'%_1+ vIr + 3y, & —arcsinﬁ+§ 2r + 1,%_-_.1.3’“_21'] +

4[z{1-z)| T
i E _1_ & a -1
3(2z +3y)7%, T =F (22 +3y) 7, gk = 4L = = + (20 + 3y) 7R
af _  y*-x*  aF _ —2ry, Gy 2x(xt-3yY) By fyldef—®y #p
6. % = g 5y = @R ot - e = =
Zr{dy—z") & _ 1 @ 1 &
2Ty #E"” = T3 E‘J_rﬁi'y{ = Tz FH )

O r?’ dy Yy T |
of _ W' of _ 5 397
|:E =92 y— ) a—y =T +§-

of ., of '

|:3.T sin” y, By _2:1231nycosy_
6‘f 1

[gradf = (4y* — 6y; 8xy — 6:1:)}
_ 9—-5y  br+1
{gr&df_ ((l‘—yH}z’ (:':—yHPN

ad f = et +2 —3
& C\eT 42— 3y e* 42z — 3y




