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4. DIFERENCIALNIi GEOMETRIE KRIVEK

4.1 Vektorova funkce jedné realné proménné
Uloha 4.1:

Ur&ete definiéni obor dané vektorové funkce r (t) = (cost +sint,t, \/f).

Uloha 4.2:

Urcete prvni derivaci vektorové funkce

a) r(t)=(e", e, tv2) [r'(t)ze‘ —e V2|
)=l Vi tgt?) lf =2 e &)

0 1)-fg*t VBt 0=t k2 2)- (i;;“: A0t

d) r(t)=(e*, 2 cost) F@) (2e2t ~2.1,-3.cos?t-sint)|

Uloha 4.3:

UrCete hodnotu prvni derivace vektorové funkce

a) rt)= 2 &) vbodé t, =2 '(2)=02)

b) r(t)={t?%2)vbodét, =-1 '(1)=(-2-12)

c) r(t):(l t2 1+1,arctgt) v bodé t, =1 r'~1)=(-2-11)

d) r(t)=(3 -cost,3-sint, 4t) vbod& t, = = F'(z)=(-22,22 4

e) r(t)=(at,2at? tat®)vbodé t, =6 [r'(6)=(a, 6a, 36a)]

Uloha 4.4:

Je dana vektorova funkce r(t)=(3t2 +1,3-cos?t —cos®t,In*t?). UrGete jeji druhou
derivaci.

|r(t)=(6t, —6cost - sint +3cos?t -sint, 2-In?t° |

[r(t)=(6,6sin*t —6cos?t —6cost -sin?t +3cos’t, - Int® — In?t* |

Uloha 4.5:

Ur&ete treti derivaci vektorové funkce r(t)=(acost,asint,bt), kde a,b R, v bod&
th=5
[r"(t)= (asint, —acost,0), r"(z)=(a,0,0)]
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4.2 Parametrické a vektorové rovnice krivek v Es

Uloha 4.6:

Vektorovou funkci zapiste:

a) primku q: x=3+2t [r(t)=(3+2t,—2-7t,6-9t)]
y=-2-Tt
z=6-09t

b) kruznicik: x =5-cost [r(t)=(5cost, 5sint, 4)]
y =5-sint
z=4

c) elipsue: x=2-cost [r(t)=(2cost, 3sint, 0)]
y =3-sint
z=0

d) asteroidu a: x =4-cos’t Ir(®)=(4-cos®t, 4-sin*t, 0|

X=4
y =4-sin’t
z=0

e) roubovici s: x =15-cost [r(t)=(15-cost,15 sint,5t)]
y =15-sint
z =5t
f) parabolup: y=x*-4x+5 Ir(t)=(t,t> — 4t +5,0)|
g) sinusoidu: y =sint [rt)=(t,sinL,0)]

4.3 Klasifikace krivek
Uloha 4.7:

Urcete, které kfivky z pfikladu 4.6 jsou
a) otevienymi x uzavienymi kfivkami,
b) rovinnymi x prostorovymi kfivkami.

4.4 Klasifikace bodu krivek
Uloha 4.8:
Uréete singularni body kfivky r(t)=(cost +t-sint, sint -t -cost, 0).
[S[L0,0]
Uloha 4.9:

Ur&ete singularni body kiivky (asteroidy) r(t) = (2cos®t, 2sint, 0).
[t=0...5,[2,0,0[t=1...S,[0,2,0],t=1...S,[0,2,0],.t=3...S, [0,-2,0]]



Fakulta strojni Konstruktivni geometrie

Pfiklady k procviCovani Krivky str. 3
Uloha 4.10:
Ur&ete singularni body kfivky (cykloidy) r(t)=(a-(t —sint),a-(1-cost),0)a = 0.
k=0 ... t=0 ... S,[0,0,0]
k=1 .. t=2z .. S,[2ax,0,0]
k=2 .. t=4z .. S,[4ar0,0]

Uloha 4.11:

Kfivka je dana svou vektorovou rovnici r(t) = (t°, t* —t,0).
a) DokaZzte, ze vSechny jeji body jsou regularni.
b) Rozhodnéte, zda jsou body M (0), N (1) inflexni.
layr'(t)=(5t*, 4t* ~1,0)= (0,0,0), b) M (0), N (1) jsou inflexni body]

Uloha 4.12:

Najdéte inflexni body kfivky

a) x=t,y=t3z=0

b) y =3-sin (2x -1)

o) rt)=(t2+tg(t+1) -2

d) rt)=i-lnt+j-Q-t)+k-1t?
e) r(t)=(sint,~cost,sint—cost)

4.5 Teé€na kfivky v jejim regularnim bodé
Uloha 4.13:

Napiste parametrickou rovnici teny t ke kfivce r =r(t) v jejim regularnim bodé t, :
a) r=r{t)=(tt2-2t+3,0), t, =3

b) r=r(t)=(3-cost,3-sint,0), t, =0
c) r=r(t)=(3-cost,3-sint,0), t,

d) r=r{t)=(t>1,t*), t, =1

e) r=r(t)=(e',1- t2t) t, =0

4.6 Pravodni trojhran kiivky
Uloha 4.14:

Uréete smérové vektory priivodniho trojhranu kivky r =r(t) v bodé t,:
a) r=r(t)=(1-sint,cost,t), t, =0
b) r=r{t)=[2Intt3), t, =1

Uloha 4.15:

Urdete smérové vektory pravodniho trojhranu kiivky r=r(t)=(t-sint,t-cost,t-e')
v poc¢atku soustavy soufadnic P [O, 0, O].
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Uloha 4.16:

UrCete jednotkové smeérové vektory pruvodniho trojhranu krivky
r(t)=(sint,1-cost, 4-sin%) vbodé& t, = 0.

Uloha 4.17:

UrCete jednotkové smérové vektory teCny, hlavni normaly a binormaly kfivky
r(t)=(t?1-t,t*) v bodé M [1,0,1].

Uloha 4.18:

NapiSte parametrické rovnice tecCny, hlavni normaly a binormaly kfivky
r(t)=(t-cost,t-sint,t) v podatku soufadnic P [0,0,0].

Uloha 4.19:

UrCete parametrickou rovnici te€ny a obecnou rovnici normalové roviny kfivky
r(t)=(t?,t,t*) v bodé t, =1.

Uloha 4.20:

UrCete parametrickou rovnici binormaly a obecnou rovnici oskulaéni roviny kfivky

r(t)=(t,t%t°) v bod& t, =1.

Priklad 4.21:
UrCete parametrickou rovnici normaly a obecnou rovnici rektifikaéni roviny obycejné
Sroubovice r(t)=(2cost, 2sint, 5t) v bod& t, =0.

Priklad 4.22:
UrCete parametrickou rovnici normaly a obecnou rovnici rektifikacni roviny Sroubovice
r(t) = (2cost, 2sint, 5t) v jejim obecném bodé t .

Priklad 4.23:
UrCete prvky pravodniho trojhranu  kfivky  urené  vektorovou  funkci
r(t) = (5cost, 5sint, 4t) v bod& M o parametru t, = 0.

Priklad 4.24:
UrCete parametrické rovnice teCny, binormaly, hlavni normaly a obecné rovnice
normalové, oskulatni a rektifikacni roviny kiivky r(t)=(t®—t>-5,3t% +1 2t° ~16)
vbodé t, =2.

Priklad 4.25:

Urete prvky pruvodniho trojhranu (parametrické rovnice teény, binormaly, hlavni
normaly a obecné rovnice normalové, oskulaéni a rektifikacni roviny) kfivky
r(t)=(t -sint,1-cost,t) v bodé& t, = =.

Priklad 4.26:

Urete prvky pruvodniho trojhranu (parametrické rovnice tecny, binormaly, hlavni
normaly a obecné rovnice normalové, oskulacni a rektifikaCni roviny) kFivky
rt)=(t?Int,t°) v bod& t, = 1.
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Priklad 4.27:
Urgete vektor binormaly kFivky r(t)= (et, e’t,t\/f) v bodé t, =0 a urCete uhly, které
svira s vektory soufadnicové baze.

4.7 Aplikaéni ulohy

Priklad 4.28:

Vypoditejte odchylku normalové roviny kiivky r (t)= (6t +2t> +7,In (4t +1), e') v bodé&
T (t, =0) od pudorysny.

Priklad 4.29:
Uréete odchylku teény kiivky r(t)= (sin 2t, e, t? +1), prochazejici bodem
T(t, =0),odroviny a:4x-y+z=0.

Priklad 4.30:
Je dana kfivka r(t):(Zet, 4~\/t+1,36"). Urgete parametrické rovnice teény kFivky
v bodé T [2,?,?] a odchylku teny od roviny a:x+y +z=0.

Priklad 4.31:
Vypocitejte  vzdalenost  bodu A[5, 2,—5] od oskulacni roviny  kfivky

r(t)=(6t° +2t? +7,In (4t +1) ') vbode T [2,2].

Priklad 4.32:
Vypoditejte vzdalenost bodu A[5,2,—5] od tetny kiivky r(t)=(t?>+1In(t+1)e™")
vbodé T (t, =0).

Priklad 4.33:
Dokazte, Ze kfivka r(t)=(1-3t, 2t + 2, t2) je rovinna.

Priklad 4.34:
Dokazte, Ze kivka dana vektorovou funkci r =r(t)= (6 + sint, 4 — cost, 2sint + 3cost),

te <O, 27) je rovinna a uréete obecnou rovnici oskulaéni roviny, v niz lezi.

4.8 Krivost kfivky

Priklad 4.35:
Vypocitejte délku oblouku kfivky r(t):(et-cost,e‘-sint, et) mezi body A, B pro
hodnoty parametri t, =0 a t; =1.

ty
Poznémka: Pro vypodet délky oblouku uZijte vzorce s = j r'(t)dt].

to
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Priklad 4.36:

Vypocitejte hodnotu 1. kfivosti kfivky
a) r(t)=(tt?t°)vbodé t, =0

b) r(t)=(t 1t? 1t*) vbodé t, =1

c) r(t)=(2t?t,1t*) vbodé t, = -1
d) rt)=(2t,Int,t?) vbodé t, =1
e) r(t)=(2t,Int,t?) v obecném bodé t
f) r(t)=(t? e, cost) vbodé t, =0

)=
) r(t)= (et e \/_)vbodét =0
h) rt)= (etett\/_)vbodet =0
i) r(t)=(t? e, cost)vbodét,=0
j) r(t)=(cost,sint,t) vbodé t, =0
k) r(t) :(e -sint, ' coste)vbodet =0

4.9 Prvni kfivost rovinnych krivek a polomér krivosti

Priklad 4.37:
Vypoditejte hodnotu 1. kfivosti a polomér kfivosti paraboly y = 2x* + 4x +3 v jejim

vrcholu. UrCete soufadnice stfedu oskulacni kruznice a zapiSte implicitni rovnici
oskulacni kruznice ve vrcholu paraboly.

Priklad 4.38:

Vypocitejte hodnotu 1. kfivosti a polomér kfivosti paraboly y =1 x* +1x+2 v jejim
vrcholu. Ur€ete soufadnice stfedu oskulacni kruznice a zapiSte implicitni rovnici
oskulaéni kruznice ve vrcholu paraboly.

Priklad 4.39:
Vypoditejte hodnotu 1. kfivosti a polomér kfivosti ve vrcholu paraboly y =5 —4x — x?.

UrCete souradnice stfedu oskulacni kruznice a zapiSte implicitni rovnici oskulacni
kruznice ve vrcholu paraboly.

Priklad 4.40:
Napiste implicitni rovnici oskulaéni kruZnice ve vrcholu paraboly y = 4x — x°.

Priklad 4.41:
Napi$te implicitni rovnici oskulaéni kruznice kfivky k :y = 4x —x* v bodé t, =1.

Priklad 4.42:
a) Je dana elipsa x=a-cost,y=3-sint,z=0. Jaka musi byt velikost jeji
poloosy a, jestlize polomér kfivosti v hlavnich vrcholech je p = 2.?

b) Je dana elipsa x=4-cost,y =b-sint,z=0. Jaka musi byt velikost jeji
poloosy b, jestlize polomér kfivosti v hlavnich vrcholech je p = 22?
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Priklad 4.43:
UrCete velikosti poloos a, b elipsy x=a-cost,y =b-sint,z=0, te<0, 27r), je-li

polomér oskulacni kruznice v jejim vedlejSim vrcholu C (tO = %) roven 27.

Priklad 4.44:
Ovérte spravnost konstrukce oskulacnich kruznic v hlavnich vrcholech elipsy.

Priklad 4.45:
UrCete stfed a polomér oskulacni kruznice a napiSte implicitni rovnici oskulacni
kruznice

a) sinusoidy y =sinx v bodé x, =Z%;

b) sinusoidy y =sin x v bodé x, = Z;

c) kosinusoidy y =cos x v bodé x, = Z;

d) sinusoidy y =4-sin 2x v bodé x, = Z;

e) exponencionely y =e”* v jejim praseciku s osou y;

f) logaritmické kfivky y =1In x v jejim priseciku s osou X;

g) kfivky xy =4, pro x € (0, + =), v bodé x, = 2;

h) kfivky y = —+ v bodé x, =0.

1+ %2

U v8ech poduloh nacrtnéte obrazek.



