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PREDMLUVA

Studijni text Vybrané kapitoly z geometrie slouZi primarné jako pomucka pro zopakovani a shrnuti vybranych
kapitol stfredoskolské geometrie a deskriptivni geometrie, které jsou potiebné pro dalsi studium technickych obor(
na univerzité. Text je uréen pro Glastniky Opakovaciho kurzu SS matematiky a geometrie pofadaného katedrou
matematiky a didaktiky matematiky Technické univerzity v Liberci. Cely text je rozdélen do dvou pracovnich sesitl
(kapitoly 1-2 a kapitoly 3-5). V textu jsou rozliSeny feSené priklady a zaddani tloh k procviceni.

Pracovni sesit | obsahuje dvé kapitoly. Prvni kapitola je vénovédna zakladnim rovinnym obrazclim a kfivkam
(kruZnici a elipse). Tyto kfivky jsou zde zmiriovany kvlli zobrazovani kruznice v Mongeové promitani, které je dale
potrebné pro zobrazovani Sroubovice a ploch. Kapitola druha je zamérena na pfipomenuti poznatkd o zakladnich
télesech. Jsou do ni zafazeny priklady uréené k sestrojeni zakladnich téles na zakladé zadanych prvk(. Na webovém
linku https://www.geogebra.org/m/cmnffkdq jsou umisténa slovni a také grafickd zadani Uloh k procviceni
v prostiedi 3D okna programu GeoGebra. S uzitim jeho nastroji existuje moznost reseni uloh ptfimo v online
prostfedi tohoto programu. Na webovém linku https://www.geogebra.org/m/kaggkbfq se nachazi vzorova feseni
vsech uloh k procviceni. Zopakovanych poznatkl je s vyhodou uZito pfi feseni rovinnych fezl hranoll a jehlan(.
Zde upozorfiujeme na dva webové linky, a to https;//www.geogebra.org/m/qwyzkk92  a
https://www.geogebra.org/m/pht5gqzn. Na prvnim znich je uloZena GeoGebra kniha se zadanim uloh
k procviceni sestrojeni rovinnych fezli zakladnich téles, na druhém z nich jsou pak umisténa pro moznost kontroly
i vzorova reSeni uloh k procviceni. Kapitola je zakoncena propedeutickymi Ulohami vénovanymi pravouhlym
pohlediim na télesa. Tyto Ulohy vhodné uvadéji kapitolu, ktera je jiz obsazena v Pracovnim sesitu Il.

Uvodni kapitola Pracovniho sesitu Il je vénovana opakovéni Mongeova promitani. Jsou zde zminény viechny
zakladni dlohy. Kazda z téchto uloh je doplnéna pracovnim listem k procviceni. VSechny tlohy jsou oznaceny Cislem
(napf. PL 22), toto oznaceni uvadi Cislo zadaného prikladu v pracovnich listech dostupnych v GeoGebra knize na
strance https.//www.geogebra.org/m/dhhwyrwh, kde jsou vloZeny nejen obsahlejsi pracovni listy, ale také
krokovana reseni vSech uloh véetné postupu reseni.

V dalsi kapitole je zopakovana analyticka geometrie v roving, kterd je potfebnd k pochopeni analytické
geometrie v prostoru a diferencialni geometrie. Tato kapitola obsahuje velké mnozstvi nefesenych uloh a také
nékolik fesenych prikladd. VSechny neresené ulohy maji v hranatych zavorkach uvedeno feseni. Je mozné také
nahlédnout do GeoGebra knihy https://www.geogebra.org/m/z2kfhky3, v niz jsou vloZeny zédkladni ulohy
k procvicovani analytické geometrie v roviné. Pro usnadnéni ¢teni postupl geometrickych konstrukci je cely text
v zdvéru doplnén prehledovou tabulku se seznamem geometrickych symbold. Pro kazdy uvedeny symbol je zde
zminén prehled moznosti oznaceni a také je napsan popis, jak symbol ¢teme.

Vérime, Ze studijni material pfispéje ke spravné orientaci nejen v rovinné, ale i v prostorové geometrii a
napomuze k naslednému Uspésnému zvladnuti studia geometrie na nasi univerzité.

Autorky
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3. MONGEOVO PROMITANI

3.1 PROMITANI

Promitani zobrazuje prostorové Utvary do promitaci roviny (pridmétna).
Dva typy promitani:

1) Stfedové promitani je dano stfedem promitani S
(bod v prostoru) a pradmétnou, kterd bodem S
neprochazi.
Princip promitani: A
1. kaidym bodem utvaru a stfedem promitani
vedeme pfimku (promitaci pfimku), R
2. prusecik promitaci pfimky s primétnou je
stfedovy primét bodu.
Vyhodou stfedového promitani je nazornost, jeho

nevyhodou sloZitost konstrukci, zvlasté metrickych
uloh.

2) Rovnobéiné promitani je ddno smérem promitani a
primétnou, kterd neni rovnobéind se smérem '
promitani. "o
Princip promitani:

1. kaidym bodem dtvaru vedeme pfimku )
rovnobéZznou se smérem  promitani VS
(promitaci primku),

2. prlsecik promitaci pfimky s primétnou je
rovnobéiny primét bodu.

Vyhodou rovnobézného promitani je, Ze konstrukce
nejsou slozZité. Nevyhodou pak jeho mensi nazornost.

Rozdéleni rovnobézného promitani podle odchylky sméru promitani a primétny:
a) pravouhlé rovnobéziné promitani — smér promitani je kolmy na priimétnu,
b) kosouhlé rovnobézné promitani — smér promitani je kosy k primétné.

Vyse popsand promitani nejsou vzajemné jednoznacnym zobrazenim (tzn. z promitnutého obrazu nelze zpétné
zrekonstruovat plvodni prostorovy objekt).

K ziskani vzajemné jednoznacného zobrazeni je tfeba zkombinovat alesporn dvé rovnobézna promitani,
pfipadné stfedové a rovnobézné promitani.

Napft.

Mongeovo promitani — sloZeno ze dvou rovnobéznych (pravouhlych) promitani na dvé k sobé kolmé priimétny,
linearni perspektiva — sloZena ze stfedového a rovnobézného promitani na dvé primétny,

pravouhld axonometrie — sloZena ze dvou az &tyf rovnobéinych (pravouhlych) promitdni na dvé az ctyfi
riznobézné pramétny.

- /5 -



3.2 PRINCIP MONGEOVA PROMITANI (MP)

MP je pravouhlé rovnobézné promitani na dvé (pfip. tfi) k sobé
kolmé primétny pidorysnu (1), narysnu (v), pfip. bokorysnu (). A
MP zachovava incidenci, rovnobéznost a také délici pomér
(tzn. stfed Usecky se zobrazi jako stfed obrazu této Usecky).
Souradnicovy systém:
e o0say (zdkladnice) je prisecnice padorysny a narysny,
e soufadnicova rovina (xy) je pldorysna, :
e soufadnicova rovina (yz) je ndrysna, e L e

e soufadnicova rovina (xz) je bokorysna. I e

3.3 ZOBRAZENIi BODU

Obraz bodu v prostoru v MP ziskdme tak, Ze bodem vedeme
kolmice k prdmétnam. Tyto kolmice protnou prliimétny v bodech: |
e pudorys A; bodu A je jeho pravouhly primét do
pudorysny,
e narys A, bodu A je jeho pravouhly priimét do narysny,
e bokorys A; bodu A je jeho pravouhly primét do T A
bokorysny.

Sdruzené priméty [A;, A,] bodu A jsou pldorys a narys tohoto B s
bodu. //,-—«<‘ A, 7
Zobrazeni objektl do nakresny zajistime tak, Ze jednu prdmétnu I
oto¢ime kolem zakladnice do druhé primétny, tim se pldorys a i
narys jednoho bodu dostanou na pfimku kolmou k zakladnici
(ordinala).

Uréeni sdruZenych priméta bodu Alx, y, z]:
a) naosuyvyneseme souradnici y bodu A (kladna doprava, zaporna doleva od pocatku soustavy souradnic),
b) sestrojime kolmici k ose y (ordinélu) v tomto bodé na ose y,
c) na kolmici (ordinalu) naneseme x-ovou a z-ovou souradnici bodu A:
e kladna x-ova souradnice bodu se vynasi dold, zaporna nahoru,
e kladna z-ova souradnice bodu se vynasi nahoru, zadporna souradnice dol(.

Pfiklad 3.1. Uréete sdruZené praméty bodu A[—1; 2; 3].
1. Od pocatku soustavy soufadnic vyneseme doprava y-ovou souradnici y, = 2,
2. vbodé na ose y vzdaleného od pocatku o 2 jednotky vzty¢ime kolmici (ordinalu),
3. naordindlu vyneseme x-ovou souradnici nahoru (x4, = —1) ... ziskdme pldorys A, bodu 4,
4. na ordindlu vyneseme z-ovou souradnici nahoru (z, = 3) ... ziskdme narys A, bodu A.

Ay
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3.4 ZOBRAZENI PRIMKY

Priimétem primky v MP je bod, je-li pfimka rovnobézna se smérem promitani, nebo pfimka.

DuleZitymi body na pfimce jsou stopniky, coZ jsou body, ve kterych pfimka protina primétnu.

Padorysny stopnik P je bod, ve kterém pfimka protina padorysnu (P € 1 = P, = P, P, € y).
Narysny stopnik N je bod, ve kterém p¥imka protina narysnu (N € v = N, = N, N; € y).

Ny,
B,
g
Ay -
y P =
Ny
a, -
By
,»"//
" A1
e
Py
8y

Priklad 3.2. Urcete stopniky pfimky p.

bl S

P=mnNnp=>P,=yNp,
PLeEp  APP, LYy
N=vnp=N,=ynp,
N, €Ep, ANN; Ly

Zvlastni polohy pfimek

32 y T
7 N,
y P
8 P LN LN
7B 2 : -.\\
alv llvAallnm rilm
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3.5 ZOBRAZENI ROVINY

Priimétem roviny je celd pridmétna nebo pfimka. Pfimka je primétem roviny, pokud je rovina promitaci, tedy
kolma k primétné.

K uréeni roviny v MP jsou dlleZité stopy roviny. Stopa roviny je prlisecnice roviny s primétnou:
e padorysna stopa p” je prisecnice roviny p s pldorysnou,
e narysna stopa n” je prusecnice roviny p s narysnou.

Poznamka: Plidorysna a narysna stopa se vzdy protinaji na zakladnici.
Soufadnice roviny p = (x,; ¥,; 2,) znati prlsecik roviny s pFislusnou soufadnicovou osou:
(p = (XYZ),X[x,,0,0],Y[0,y,,0],Z[0,0, z,]).
Vynaseni soufadnic roviny:
1) Na zdkladnici vyneseme souFadnici y, roviny p. Kladnd je vynaSena doprava, zdporna doleva.

2) V pocatku soustavy souradnic vzty¢ime kolmici.
3) Na kolmici naneseme soufadnici x, a z, roviny p, podle stejnych pravidel jako u vynaseni soufadnic bodu.

Pozn.: Kvili ndzornosti se plidorysna stopa roviny pod zakladnici rysuje plnou ¢arou, nad ni ¢arkovanou a narysna
stopa nad zakladnici pIné, pod ni ¢arkované.

Specidlni polohy roviny

v
Ty

;
ny

.“‘f ! P x=2

6 Lv;8 = (0;ys =—2;25 =3) el m; e = (00; 0; z, = 3) ylly;y=(xy=2;00;zy=3)
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3.6 POLOHOVE ULOHY

A. PRIMKA V ROVINE

Véta 3.1: LeZi-li pfimka v roviné, pak jeji stopniky leZi na stopdch roviny. Ndrys ndrysného stopniku leZi na ndrysné
stopé, pldorys pldorysného stopniku leZi na padorysné stopé.

Priklad 3.3. Sestrojte narys ptimky p leZici v roviné p dané stopami, jestlize zname jeji padorys.

1. Urcime pGdorysy stopnikd na pfimce p;: P, = pf Npy, Ny =yNp;.
2. Sestrojime ndrysy stopnikd: P, € y, N, € ng.
3. Narys p, pfimky p prochazi narysy stopnikl: p, = P,N,.

Priklad 3.4. Sestrojte stopy roviny o, ktera je dana dvéma riznobézkami c, d.

)
a4
y -
/
b

by
1. Uréime stopniky pfimky a leZicinaose y: N} = a; Ny, Py = a, N y.
2. Sestrojime druhé praméty téchto bodd: Ni* € a,, P? € a,4.
3. Ur¢ime stopniky pfimky b leZici naose y: N> = b, N y,P? = b, ny.
4. Sestrojime druhé priméty téchto bodt: NP € b,, P? € b;.
5. Spojenim narysd narysnych stopniki ziskdme narysnou stopu roviny: NAN2 = ng.
6. Spojenim padorysi padorysnych stopnik ziskame pGdorysnou stopu roviny: PAPP = p&.

Pozn.: Stopy se musi protnout na ose y.

- /12 -
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SPECIALNI PRIMKY V ROVINE

a) HLAVNI PRIMKY ROVINY jsou pfimky v roving, které jsou rovnobézné s primétnou.
e  Horizontalni hlavni pfimky roviny p (h*) jsou rovnobézné s plidorysnou (hiJ [ pf, hg IIy).
e Frontélni hlavni pfimky roviny p (f*) jsou rovnob&zné s narysnou (£ Il nb, £ Il v).

£
nb
SR N
Y2 2 i

h, :
y i
f o

R,
h,
A Ph

b) SPADOVE PRIMKY ROVINY jsou piimky v roving, které jsou kolmé ke stopé roviny.
e Spadové piimky prvni osnovy ('s?) jsou kolmé na pldorysnou stopu ('Sf 1 pf).

- /14 -



ZOBRAZENI DVOJICE PRIMEK, Z NICHZ ANI JEDNA NENi KOLMA K PROUMETNE

1. Rovnobéiky - jejich prvnii druhé priméty jsou rovnobézné.
2.  Ruznobézky — zobrazi se jako rGznobézky, jejichz priseciky leZi na ordindle.
3.  Mimobézky - zobrazi se jako rlznobézky, jejichz priiseciky neleZi na ordinale.
SR
>
o : ~
X — -
E © >
>a 3 UH
w £ N
NN g
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~ 2 £ <
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ey
c o o
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< S0 -
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Uloha 3.15.

-

Uloha 3.17.
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B. BOD V ROVINE

Je-liv MP v roviné dan bod jednim svym priimétem a chceme-li urcit jeho chybéjici priimét, postupujeme
nasledovné:

1) danym prdmétem bodu proloZime libovolnou pfimku roviny,

2) pomoci stopnik( zvoleného prdmétu pfimky uréime druhy, chybéjici primét pfimky,

3) nauréeném prameétu primky leZi hledany priimét bodu.

Pfiklad 3.5. V roviné p dané stopami je dan padorys bodu A, urcete jeho narys.

"
4]

1. Bodem A; vedeme plidorys libovolné pfimky roviny, nej¢astéji se uzivaji hlavni pfimky. V tomto feseni je
pouZita horizontalni hlavni pfimka: hy | pf ANA; € hy.

Ur¢ime stopnik hlavni p¥imky: N* = h; N y.

Sestrojime narys N} stopniku N hlavni pfimky: N} € n (hlavni pfimka h leZi v roviné p).

Narysem N vedeme nérys horizontélni hlavni ptimky: h, Il y A N® € h,.

ProtoZe A, lezi na h; musi také A, lezet na h,.

v W
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C. ROVINA ROVNOBEZNA S DANOU ROVINOU

Zobrazeni dvojice rovin, pokud ani jedna z rovin neni promitaci:
a) rovnobézné roviny — praméty pfislusnych stop obou rovin jsou rovnobézné.
b) rliznobézné roviny — priméty prislusnych stop jsou riznobézné.

K sestrojeni stop rovnobézné roviny vyuZijeme vzajemné rovnobéznosti stop rovin a pfislusnych hlavnich primek.
Stopy rovnobéznych rovin jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz prislusné hlavni pfimky rovin jsou rovnobézné se
stopami a také rovnobézné vzajemné.

Pfiklad 3.6. Bodem M, ktery neleZi v roviné p, vedte rovinu ¢ rovnobéZnou s danou rovinou.

])[J:“\"\ 0
by

Bodem M vedeme libovolnou hlavni pfimku hledané roviny: £ | y A M; € £, f7 | nf A M, € £7.
Urcime stopnik této hlavni pfimky: P, = f Ny = P; € f°.

Timto stopnikem prochazi stopa hledané roviny rovnobézné se stopou dané roviny: P; € py A p{ |l pf.
Nalezena stopa protind zakladnici. Timto prisecikem prochazi narysna stopa hledané roviny rovnobézné
s ndrysnou stopou dané roviny:

PR

Pozn.: Narysnou stopu lze také urcit pomoci narysného stopniku horizontalni hlavni ptimky hledané roviny o
prochdzejici bodem M.
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D. PRUSECNICE DVOU ROVIN

Prisecnice dvou rovin lezi v obou rovinach, tedy stopniky
prusecnice jsou praseciky pFislusnych stop rovin.
Priklad 3.7. Sestrojte prlsecnici r dvou rovin p a G, jenZ jsou
zadané stopami.
1. Prisecik plGdorysnych stop je pldorys pldorysného
stopniku préseénice: P] = p? npy.
2. Narys pGdorysného stopniku lezi na zékladnici: P} € y.
3. Prusecik narysnych stop je narys narysného stopniku
prise¢nice: N} = n) nng.
4. Pladorys narysného stopniku prisecnice leZi na
zékladnici: N{" € y.
5. Spojenim pldoryst stopnikl prisecnice ziskame
pldorys prisecnice: r; = P/ N{.
6. Spojenim narysh stopnikl priisecnice ziskdme narys prisecnice: r, = Py NJ.

p n
Yy 2 P
nb ' ny

Py ,
fis P1

Jsou-li priseciky stop, nebo alespori jeden z nich, nedostupné na nakresné, pak je nutné sestrojit body prisecnice,
které jsou priseciky prlisecnice a roviny rovnobézné s padorysnou nebo narysnou.

Priklad 3.8. Sestrojte prlsecnici r dvou rovin p a ¢ (prlseciky
stop rovin nejsou dostupné).

1. Zvolime libovolnou rovinu rovnobéZznou napf.
s pGdorysnou. Jeji prisecnice s rovinami zadanymi jsou
horizontalni hlavni pfimky téchto rovin.

V nékresné zvolime libovolnou rovnobézku h% = hJ se
zdkladnici y, ktera je vlastné horizontalnimi hlavnimi
pfimkami danych rovin.

2. Pomoci stopnikl uréime pldorysy téchto horizontalnich
hlavnich pfimek:

RY 1 pf, RS 1l p?.

3. Prise¢ik H; = hf N h{ je bod na pldorysu r; prisecnice
danych rovin.

4. Nérys H, le?i na ptimce hy = hg.

K uréeni dalSiho bodu na prisecénici miZzeme tuto konstrukci jesté
jednou zopakovat s jinou rovinou rovnobéznou s 7, nebo zvolime
rovinu rovnobéznou s narysnou, ktera protina dané roviny
v jejich frontalnich hlavnich ptimkach. V ndakresné zvolime
rovnobézku se zakladnici y: f” = f° |y, pomoci stopnikl
uréime jejich narysy a prisecik F, téchto narysl leZi na narysu
prusecnice 1.
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E. PRUSECIK PRIMKY S ROVINOU

Hledame-li prisecik pfimky a rovinou v MP pouZivdme tzv. metodu kryci pfimky:
e kryci pfimka je pfimka leZici v dané roving, jejiz jeden primét splyva s primétem pfimky dané, to
znamena, Ze maji spolec¢nou jednu promitaci rovinu,
e prusecik pfimky s rovinou je zaroven prasecik kryci pfimky a dané primky.

1) Zvolime jeden prameét kryci primky (bud padorys, nebo narys).

2) Pomoci stopnikl (kryci pfimka lezi v dané roviné, dana primka nikoliv) uréime chybéjici priimét kryci
primky (viz polohova tloha ,,PRIMKA V ROVINE*).

3) Tento sestrojeny prlimeét kryci primky se protne s prislusnym priimétem dané primky v hledaném
pruseciku.

Priklad 3.9. Sestrojte prlsecik pfimky a s rovinou p, je-li zadana stopami.

a

y
v

4
1. Zvolime pramét kryci pfimky k napf. v padorysu k; = a;.
2. Kryci pfimka lezi v dané roviné p. Uréime plidorysy jejich stopnik(: P = p? Nk, Nff =k, ny.
3. Sestrojime ndrysy téchto stopnikl: PX € y, NX € nb.
4. Spojenim narysnych stopnikil PX, NX ziskame narys kryci pfimky k, = P¥NX.
5. PrGsecik pfimky a a kryci pfimky k: a, Nk, = R,.
6. Padorys R,leZi na padorysu pfimky a;.

Pozn.: Pfi volbé kryci pfimky v ndryse (a, = k), hledame puddorys kryci pfimky k;. Na vysledny prlisecik volba
kryci pfimky v plidorysu nebo narysu nema zadny vliv

- /22 -
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3.7 METRICKE ULOHY

A. SKUTECNA VELIKOST USECKY

Protoze se délky vsech Usecek pfi zobrazovani v MP zkresli, pouzivame k urovani (nanaseni) skutecné délky tzv.
sklapéni usecky.

Sklapéni usecky je otaceni (padorysné nebo narysné) promitaci roviny (= roviny kolmé k priimétné) této usecky
do této primétny kolem stopy této promitaci roviny.

Ay

Sklapéni do pldorysny Sklapéni do narysny

Postup konstrukce: A

1) Nejprve sestrojime kolmice v koncovych Vo
bodech nékterého priamétu usecky.

2) Na tuto kolmici pak naneseme souradnici
druhého primétu tohoto bodu (sklapime-li et
v pGdorysu, nanasime z-ovou soufadnici, 'A2 7@52
sklapime-li v narysu, nanasime soufadnici % D
x-ovou). o Ay

3) Tim ziskdme sklopené body, které znacime
zévorkou napf. (4). 5

4) Vzddlenost sklopenych koncovych bodl ,61
usecky je skutec¢nou délkou usecky.

5) Sklopena Usetka (pfimka) se znadi e @) - A
¢arkované. A@ o s

B XA’

vim e

Aq

Skldpéni do pudorysny Skldpéni do narysny

Pozn.: Pokud je nandSena souradnice jednoho
koncového bodu kladna a druhého koncového bodu
zaporna, je nutné tyto soufadnice nanaset na kolmice
vopacnych polorovindch uréenych primétem
usecky.
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B. PRIMKA KOLMA K ROVINE
Véta 3.2: Primka je kolmd k roviné, kterd neni rovnobéind se zdkladnici, prave tehdy, kdyZ jeji prvni primét je
kolmy na prvni priimét jeji horizontdlni hlavni primky (na pldorysnou stopu) a zdroveri, kdyZ jeji druhy
primét je kolmy na druhy pramét jeji frontdini hlavni pfimky (na ndrysnou stopu).
Priklad 3.10. Sestrojte kolmici m k roviné & danym bodem B.
1. Padorys kolmice m, je kolmy na pidorysnou stopu p§* roviny a a prochazi bodem B;.
2. Narys kolmice m, je kolmy na narysnou stopu n§ roviny a a prochazi bodem B,.

M

o

ny

_w
=
AN

C. ROVINA KOLMA K PRIMCE
e puldorys horizontélni hlavni pfimky hledané roviny je kolmy na pddorys zadané ptimky a jeji narys je
rovnobézny se zakladnici,
e puldorys frontdIni hlavni pfimky hledané roviny je rovnobéziny se zakladnici a narys je kolmy na narys dané
primky.
Pfiklad 3.11. Danym bodem M vedte rovinu p kolmou k pfimce k.

1. Danym bodem M vedeme (horizontalni nebo frontalni)
hlavni pfimku hledané roviny:
PlynMyefP ff Lk,AnM, €fL.

2. Urcime stopnik této hlavni pfimky:
ffny=p =P eff.

3. Protoze hlavni pfimka lezi v hledané roviné, musi stopa
roviny  prochazet stopnikem  hlavni  pfimky:
Pl €p? Ap” Lk, (piimka k je kolma khledané
roviné p).

4. Chybéjici narysnou stopu vedeme pruseéikem
pudorysné stopy a zdkladnice kolmo k narysu pfimky k,
(pfimka k je kolmd k hledané roviné p).
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D. VZDALENOST BODU OD ROVINY

Tato uloha je sloZena ze tfi jednodussich uloh:
1) kolmice z daného bodu k roving,
2) prisecik této kolmice s danou rovinou,
3) urceni skutecné vzdalenosti priseciku a daného bodu.

E. VZDALENOST BODU OD PRIMKY

Uloha je slozena ze t¥i poduloh:
1) sestrojeniroviny kolmé danym bodem k dané pfimce,
2) urceni priseciku této kolmé roviny a dané pfimky,
3) urceni skutecné vzdalenosti priseciku a daného bodu.
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F. OTACENi ROVINY KOLEM STOPY DO PRUMETNY

SlouZi k sestrojeni rovinnych obrazcl leZicich v roving,
protoZe priméty obrazcu jsou v MP zkreslené.

Otaceni celé roviny provadime pomoci otaceni
libovolného bodu v roviné.

Osou otaceni je stopa roviny, stfedem otaceni je prisecik
stopy a spadové primky, ktera prochazi otacenym
bodem.

Polomér otaceni rje vzdalenost stfedu otaceni a
otaceného bodu B.

Polomér otaceni r je v MP zkresleny, proto je nutné
zjistit jeho skutecnou délku pomoci sklapéni.

Otaceni roviny pomoci bodu B do plidorysny: . n

1) ProtozZe otacime do 7, z bodu B; vedeme kolmici k pddorysné stopé. oB2 \Q\

2) Kolmice protne pf v bodé 1 (stfed otédceni). \

3) Vzdalenost bodu B; od pf je zkraceny polomér otédceni, ke zjisténi jeho \\
skutecné délky jej sklopime: v B; sestrojime kolmici k B;1 a naneseme | : /
na ni zg, tim ziskame (B), bod 1 leZi na pf, proto je jeho z-ova \\\ . //
souradnice nulova, |(B)1| = r je délka poloméru otééeni. AN :B /

4) Urcéeni otoeného bodu By: |(B)1| = r = |By1|, By lezi na kolmici k pf /\/*\\1 //p‘l’

v bodé B;. - ,_ B i\\aj/
Obdobné se otdci rovina pomoci bodu do narysny kolem ndrysné stopy. \ // \\\
N /
Mezi priimétem bodu (pGdorysem nebo narysem, podle toho do jaké primétny // ‘,\/‘\B\O
otacime) a body otoCenymi existuje zobrazeni tzv. osova afinita v roviné. e IRREEE AN

Osovou afinitu vyuzivame k urceni otocenych bodl pomoci jiz znamych
otocenych bodU a k ziskani prdmétl bodu, pokud zname jejich otocené obrazy.
Primky, které si odpovidaji v osové afinité, se protinaji na stopé roviny, kolem které se rovina otaci.

Priklad 3.12. Sestrojte ¢tverec ABCD v dané roviné p, jsou-li dany vrcholy B, C ¢tverce.

1.

ok wN

Otocime rovinu ¢tverce do ptdorysny pomoci bodu C (viz vyse). Ziskame C,.

Uréime pomoci afinity otogeny bod B, (C;B; N p? = 1,B, € 1Cy A BB, L p?).

Sestrojime v otoceni ¢tverec Ay,B,CyD, (strany cerchované).

Pomoci afinity uréime bod A;: A¢gBy N pf =3,A1 €3B; NAg4, L pf.

Obdobné sestrojime D;: DyCo N p? = 2,D; € 2C; ADyD; L p?.

Pomoci hlavnich ptfimek ziskame narys ¢tverce A,B,C,D, (hl. pfimky nejsou v obrazku znazornény).

)
nh

I
4
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Véta 3.3: Polomér kruznice k(S,r) se v Mongeové promitdni zachovd
na hlavni pfimce rovnobéZiné se stopou roviny, kterd prochdzi stfedem 5,
kruznice. ‘

1.

Je-li rovina kruZnice rovnobéina s jednou priimétnou, pak
sdruzenymi prameéty kruznice jsou kruznice a usecka délky 2r
rovnobézna se zakladnici.

Je-li rovina kruZnice kolma k priimétné pak sdruzenymi praméty
kruZnice, jsou tsecka (na stopé roviny) délky 2r a elipsa. K,

Je-li rovina kruZnice obecna, pak sdruzenymi priméty kruznice
jsou riizné elipsy. fa

Zname-li délku poloméru a stied kruznice, mdzeme pouiit k jeji
konstrukci vySe zminénou vétu 3.3:

3.8 OBRAZ KRUZNICE

Je-li rovina kruZnice kolmd k narysné, pak cokoliv v roviné
lezi, zobrazi se do ndrysné stopy roviny, tedy kruznice se
zobrazi do Usecky C,D, (narysna stopa je zarover frontélni
hlavni pfimka f, roviny prochazejici bodem S,) délky 2r.
PUdorysem je elipsa, jejiz hlavni osa je délky 2r a je
rovnobézna s pldorysnou stopou (ziskame tak hlavni vrcholy
A4, By elipsy v pldorysu).

Vedlejsi vrcholy Cy, D, leZi na ordindlach z bodl C,, D, a na

filly.

V pudorysu se délka poloméru r kruznice zachova na f
horizontalni hl. pfimce h; prochazejici bodem S;. PGdorysy
A4, By jsou hlavni vrcholy elipsy vpudorysu |AS;| = r
|B1S1| =T1. o B
V narysu se délka poloméru zachova na frontalni hl. pfimce

f> prochazejici bodem S,. Narysy K,, L, jsou hlavni vrcholy
elipsy v naryse |K,S,| = |L,S,| = .

Narysy A,, B, leZici na pfimce h, |l y jsou obecnymi body elipsy v ndryse. K sestrojeni vedlejsich vrcholl
elipsy v naryse mliZzeme poufZit prouzkovou konstrukci elipsy.

Pddorysy K;, L, lezici na pfimce f; Il y jsou obecnymi body elipsy v pldoryse. K sestrojeni vedlejsich
vrcholl elipsy v plidoryse mlzeme pouZit prouzkovou konstrukci elipsy.

Pozn.: ProtozZe je kruZznice rovinny Gtvar mGzeme k jeji konstrukci pouZit také otaceni roviny, ve které lezi.
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3.9 ZOBRAZENI TELES A PLOCH

Pti konstrukci téles (ploch) v MP nejdfive ur¢ime prostorové reseni tlohy, napf. pomoci nacrtku a poté jednotlivé
kroky, tedy dil¢i konstrukce, v MP sestrojime.

Priklad 3.13. Je dana pfimka o a bod A. Zobrazte pravidelny ¢tyrboky jehlan ABCDV s osou o, vyskou 5 a vrcholem
podstavy A. Volte vrchol V tak, aby jeho z-ova souradnice byla vétsi nez z-ova souradnice bodu A.
e

0.
-2 /
— // .Az
- S
—
4 ra
e T
V -~ A
S .. .
e -
Y, -
// .
-
// T
9, .
//2 - -
A ™~

1. Sestrojime rovinu podstavy p;p L 0 A A € p pomoci metrické uUlohy
,rovina kolma k pfimce”.

2. Ur¢ime stfed podstavy S;S = o N p uZitim polohové udlohy ,prisecik
pfimky s rovinou”.

3. Sestrojime podstavu jehlanu, kterou je ¢tverec ABCD; ABCD c p, se
sttedem S pomoci ulohy ,otaceni roviny“.

4, Sestrojeni vrcholu V;V € o A |SV| = 5 diky metrické dloze ,skute¢nd
délka usecky” uzitim sklapéni usecky/pFimky.

5. Jehlan ABCDV.
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Uloha 3.45.  Sestrojte pravidelny &tyFboky jehlan, je-li dén vrchol V, rovina podstavy p a bod M

pobocné hrany (PL 122).

ny
v,
M,
\ 2
M,
.Vl
p
P
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4. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE

4.1 VEKTOR

Bod v roviné je popsan dvéma soufadnicemi v kartézské soustavé soufadnic Ala,, a,]:
e a4 (prvni souradnice) znadi posunuti bodu ve sméru souradnicové osy x,
® a, (druha soufadnice) znadi posunuti bodu ve sméru soufadnicové osy y.

Vektor je mnozina vSech souhlasné orientovanych usecek téze veli-

kosti. b ‘B =(85.5)

Kazdy vektor je uréen po&ateénim a koncovym bodem, napt. Ui =
AB (vektor U je uréen poéateénim bodem A a koncovym bodem B).

e (25,4)

Soufadnice vektoru i = AB vypo¢itdme jako rozdil souFadnic bodd
B — A. le-li Alay, a,], B[by, b,] mé vektor U souFadnice:

U= (upuy) = (by —ay,b, — ay).

Vlastnosti vektora:
1)  Velikost vektoru ii = AB, Ala,, a,], B[by, b,]:

] =\/uf+u§ =\/(b1—a1)2+(b2—a2)2.

Pozn.: velikost Usecky AB Ci vzdéalenost bodu A4, B se urcuje stejné jako velikost vektoru AB.

2) Jednotkovy vektor ¥ k vektoru U = AB, Ala,, a,], B[by, b,] je vektor stejného sméru jako vektor 1, ale s ve-
likosti 1.

5= Qaup) _ (ﬁ E), 3] =1

|| ] ||
3) Souéet vektord v + U = w:
W = (Ul + ul, 172 +u2)

S¢itani vektor( graficky: do koncového bodu vektoru ¥ umistime
poc&ateéni bod vektoru U. Soutet W ma pak pocateéni bod v poéa-
te¢nim bodé& vektoru ¥ a koncovy bod v koncovém bodé vektoru .

4)  Opaény vektor k vektoru 1 = (u,u,):

—U = (—uy, —uy).
5) Rozdil vektorG i — v = i + (—7) = w:
W= (ul + (v u, + (_Vz))-
6) Kk-nasobek vektoru i = (u,,u,):

k-u=(k-u,k-uy);keR—-{0},

~=(2,-05)

pro k = 0 je vektor k - U nulovy vektor 0 - = & = (0,0).

7)  Skaldrni souéin vektord U = (uy, u,), ¥ = (v, 1,): UV =u vy +Uyv,

8) Odchylka ¢ vektord U = (uy,uy), ¥ = (vq, v,):

cos @ = ﬁl'ﬁﬁl,qo € (0°,180°).

@]y

9)  Kolmost vektord 1 = (u;,u,), v = (vq,v,):
Uulveu-v=0.

Pozn.: V roviné Ize k vektoru % = (u4, u,) jednoduse uréit kolmy vektor ¥ tak, Ze pfehodime soufadnice vek-
toru U a u jedné soufadnice zménime znaménko napf. i L ¥ = ¥ = (—u,, u;) nebo ¥ = (u,, —uy).
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Priklad 4.1.

o
NN
I

Uloha 4.1.

Uloha 4.2.

Uloha 4.3.

Uloha 4.4.

Priklad 4.2.

Reseni:

Uréete soufadnice vektoru i = AB, jsou-li dany body 4, B:

(U, up) = (by —ay, by —ay) = (-2-2;3-1) = (-4 2)
(ug,up) = (by —ay, b, —ay) = (0 -0;-2- (_2)) = (0;0)

Vektor § = PQ, P[5,—2],0Q[10,3]. Vypotitejte soufadnice bodu A tak, aby orientovand Usecka

KA (K[0,—2]) také urovala vektor $. [A[5,3]]
Vektor ¥ = (3;2) umistime po&ate¢nim bodem do bodu A[8;4]. Uréete soufadnice koncového
bodu vektoru. [B[ll; 6]]
Vektor ¥ = (1; —2) umistime koncovym bodem do bodu B[10;5]. Uréete soufadnice koncového
bodu vektoru. [A[9; 7]]
Jsou dany body R[3; —2], S[—4; 5], T[2; 1]. Vypoditejte soufadnice bodu X tak, aby:

a) Ctyfuhelnik RSTX byl rovnobéznik, [X19; —6]]
b) ¢tyfuhelnik RSXT byl rovnobéznik, [X[-5;8]]
c) &tyfuhelnik RXST byl rovnobéznik. [X[-3;2]]
Urcete velikost vektoru i = (1; —2). [V5]

[d] = Ju? +uZ =12+ (-2)? =5

Uloha 4.5.
Uloha 4.6.

Uloha 4.7.

Uloha 4.8.
Uloha 4.9.

Ptiklad 4.3.

eseni:
Uy

Se
¥
U =uv,

cl 81 Xk

Uloha 4.10.

Urcete velikosti vektort ¥ = (6;9),w = (4; 3). [V117,5]
Trojuhelnik s vrcholy A[17; 2], B[9; 6], C[2; —18] je rovnoramenny. Urlete, které strany jsou jeho
ramena. [ramena AC, BC,délka 25]
Vypoctéte velikost vektoru s poéateénim bodem S[2; 4] a koncovym bodem:

a) A[-1;-1], [V34]
b) B[-3;16], [13]
o Clo;-7], [5v5]
d) 0[0;0]. [2V5]

Uréete délky stran trojuhelniku svrcholy A[7,2],B[9,6],C[4,12]. Urlete jeho obsah.
[délky stran 3;4;5; obsah 6]

Ktery ndsobek vektoru i = (—3;4) ma délku 15? [trojnasobek]

Vypoctéte skalarni soucin vektora:
a) u=(1;2),7=(3;2), [7]
b) @ =(0;1),v=(1-1), [—1]

+u2172=1'3+2'2=7
+u2172=0'1+1'(—1):—1

Vypoctéte skaldrni soucin vektor(:

a) u=(2;-1,v=(-11), [-3]
b) u=(3;8),v=(-2;-3), [-30]
¢ u=(1;2),v=(5-1), (3]
d) u=(3;0),v=(2;0). [0]
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Pfiklad 4.4. Vypoctéte odchylky, které spolu sviraji vektory AB,CD: A[2;1], B[3; 3], C[2;8], D[5;12] [10°18"]
Resent:
AB=(3-2;3-1)=(1;2)
CD=(5-2;12—-8) = (3;4)
AB-CD 13424 11 11

cos @ = B[] = NNV = RE— s = 10°18

Uloha 4.11. Je dan trojuhelnik ABC (A[2; 3], B[3; 1], C[5; 2]). Vypoctitejte velikosti vnitinich Ghli v tomto troju-

helniku. [45°,90°,45°]
Uloha 4.12. Je dan vektor ¥ = (—1; 2). Uréete p € R tak, aby vektor y = (16;p) byl kolmy k vektoru X.
. [p = 8]
Uloha 4.13. Je dan vektor d = (2; —3).
a) urcete alespon jeden vektor B, ktery je kolmy k vektoru d, [napt. (3; 2)]
b) uréete vdechny vektory C, které jsou kolmé kvektoru @ a maji stejnou velikost jako vektor
d, [(3;2), (=3;-2)]
c) urcete viechny vektory cfk, které jsou k vektoru d kolmé. [c_ik = (2k; -3k),k e R — {0}]

Uloha 4.14. Jsou dény body A[—2;4],C[8;5]. Urtete soufadnice bodd& B,D tak, aby ABCD byl ¢tve-
5 19 7 1
rec. [D 528l ‘z”
Uloha 4.15. Jsou dany body M[3; —Zﬁ],N[—l; 2\/?]. Urcete soufadnice bodu O tak, aby trojuhelnik MNO byl
pravouhly rovnoramenny, s pravym thlem u vrcholu:

a) M, 0123 + 4vZ; +4 - 2v2]|
b) N, [022[+4VZ - 1; 44 + 2v7]|
0 o. 0121+ 2vZ; £2]|

4.2 PRIMKA

1) Parametricka rovnice pfimky
p: X = a1 +t- u1

y=a,+t u,teR : i
e Alay,a,] je libovolny bod na pfimce p, 1
o 1 = (uy,u,) je smérovy vektor pfimky p (pfimka je s timto vektorem
rovnobézna), '
e t je parametr pfimky (kazdy bod na pfimce je uréen svym vlastnim
parametrem). v AP

Pozn.: Pokud t € ] c R, pak parametricka rovnice popisuje ¢ast primky
(napt. t € (0,1) je usecka, t € (—2, ) je polopFimka).

2) Obecna rovnice pfimky
Pokud z prvni soufadnice parametrické rovnice vyjadfime parametr t =

x—-a , , , N . o L .. n=(15.1) /
u—l, ktery dosadime do druhé souradnice ptimky, ziskdme rovnici
1

_ xX—aj
y - az +—'u2.
U

Tuto rovnici upravime: 2
Voug=ayuy +(x—aq)up
X Uy —y ' u+a, u—a;u, =0
U x+(-u) y+(az-u;—a;-uy) =0

Oznacdime-li u, = a,(—u;) = b, (a, *u; — a; - u,) = ¢ pak rovnice ma
tzv. obecny tvar:
ax+by+c=0

e 1 = (a,b) je normélovy vektor pfimky (vektor kolmy na p¥imku)
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3) Smeérnicovy tvar pfimky

Pokud v obecné rovnici pfimky je b # 0 mlzeme z ni vyjadrit y
G

Oznadime-li k = —%, q= —% pak ma rovnice

tzv. smérnicovytvar:y =k-x+q, k,q € R. '

e k je smérnice pfimky p: k = tg ¢ (tangens Uhlu, ktery pfimka svird os
s kladnym smérem osy x),

e q je délka Useku, ktery vytind pfimka na ose y.

Je-li v obecné rovnici b = 0, pak je pfimka rovnobéznd s osou y a jeji
smérnicovy tvar urcit nelze. 1

4) Usekovy tvar pfimky
Je-li v obecné rovnici ¢ # 0, Ize z této obecné rovnice ziskat Usekovy tvar

pfimky jejim upravenim tak, aby se prava strana rovnice rovnala 1:

a b
ax+by+c=0 sax+by=—-—c-» —x+—y=1
—C —C

B=(22)

x y u=(1,15)
S —=t—=¢= 1

a b
Nahradime-li v pfedchozi rovnici %C = p,_?c = q ziskame tzv. Gsekovy
tvar primky:

p: +§=1,p¢0,q¢0.

SRR

e p je usek, ktery vytina pfimka na ose x,
e q je Usek, ktery vytina pfimka na ose y. -

5) Odchylka ¢ dvou pfimek

Jsou-li pfimky popsany smé&rovymi vektory i, ¥, pak jejich odchylku vypoéitdme pomoci vzorce:

=
<

cos@Q =

<

l7| *
eV (itateli je absolutni hodnota skalarniho souéinu, protoZe odchylka dvou pfimek ¢ € (0°,90°) na rozdil
od odchylky Uhld, ve jmenovateli je pak soucin velikosti vektord.

=

6) Vzajemna poloha dvou pfimek v roviné
Vzajemnou polohu pfimek uréujeme podle poctu jejich prisecik:
e je-lijeden, pak jsou riznobéziné,
e neni-li Zadny, jsou rovnobéZiné rizné,
e je-li jich nekonecné mnoho, jsou rovnobézné totozné.

Prasecik dvou pfimek je bod, ktery leZi na obou pfimkach, jeho soutradnice tedy musi vyhovovat rovnicim
obou primek.

Pozn.: U rovnobéZnych pfimek je smérovy vektor jedné pfimky k-nasobkem smérového vektoru primky druhé
(k e R—{0}).
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7) Vzdalenost bodu A[a;; a,] od pfimky p:ax + by + c =0 N
1. zpUsob fedeni: 5 : )
n /
larai+b-az+c| /
vzorcem v(4,p) = ———. A /
va2+b? 4+ //
2. zpusob feseni: , (pf
vypoctem dle nasledujiciho postupu konstrukce: // \\
a) Ur&ime kolmici k pfimce p, kterd prochazi bodem A. 2 \'\\
b) Vypoéitéme prasecik R této kolmice s danou p¥imkou p. u A
c) Vzdélenost pruseciku R od bodu A je hledand vzdalenost .
bodu 4 od pfimky p. e
//
a / 1 2 3 4 5
/o

Uloha 4.16. Které body jsou s body L[7; 3], M[—3; 1], N[2; 0] soumérné
a) osoveé podle osy x, [L'[7; =3], M'[-3; —1], N'[2; 0]]
[L7[=7;=3], M”[3;1], N"[-2;0]]

[L"'[—7; —3], M"’[3; =1], N"[=2; 0]]

b) osové podle osy y,
c) stredové podle pocatku?
Pozn.: Nacrtnéte obrdzek.

Uloha 4.17. Use¢ku KL (K[2;4],L[8;7]) rozdélte dvéma délicimi body M, N na tfi shodné dily. Jaké jsou sou-
fadnice bodC K, L? [M[4;5],N[6; 6]]

Uloha 4.18. Use¢ku PQ (P[12;6],Q[2;6]) rozdélte na pét stejnych dilli. Uréete souradnice délicich boddi.
[[10; 6], [8; 6], [6; 6], [4; 61]]

Uloha 4.19. Urcete, zda by vektor ¥ mohl byt smérovym vektorem piimky
p:x=3-2t,y=—-4+5¢teR:

a) ¥ =(6;—15), [ano]
b) ¥ = (—7; 32—5), [ano]
0 0-(2-2) ono
d) #=(-%:3) [ne]

Uloha 4.20. Uréete parametrické vyjadieni piimky, kterd prochazi bodem B[—3,5] a ma& smérovy vektor
ﬁ=(zi_3)- [x =-3+10t,y =5—12¢,t € R]

Pfiklad 4.5. Jsou dany body A[2,4], B[6, —4]. Napiste parametrické vyjadFfeni
a) primky AB,
b) usecky AB,
c) Usecky BA.

[x=2+4+4t,y=4—8tteR]
[x =2+4t,y =4—8tte(0,1)]
[x=6—4s,y =—4+8s,5 €(0,1)]
Reseni:
smérovy vektor AB: AB = (by —ay, by, —a,) =(6—-2; —4—4)=(4;,-8)
a)  Kzapisu parametrickych rovnic si vybereme bod, ktery lezi na pfimce, v naSem ptipadé napft. A.
pix =2+ 4t
y=4—-8tteR

b) Use&ka AB ma stejny smérovy vektor jako pfimka AB, pouze je nutné omezit parametr t na interval {0; 1).
Pokud do parametrickych rovnic primky (Usecky) AB dosadime t = 0, ziskdme bod A. Pokud dosa-
dime t = 1 obdrzime bod B.

¢)  Vypotitdme vektor BA = (a; — by, ay — b,) = (2 — 6; 4 — (—4)) = (—4; 8).
Do parametrickych rovnic miZzeme dosadit napf. bod B:

BA: x =6 —4s
y =—4+8s,5 €(0;1).
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Je mozné do parametrickych rovnic dosadit také bod A, potom je vSak nutné spravné urdit interval para-
metru.

BA: x =2 — 4k
vy =4+ 8k k € (—1;0).

Dosadime-li za k = —1 ziskame bod B a po dosazeni k = 0 mame bod A.

Uloha 4.21. Napiste viechny rovnice pfimky p = AB:

a) A[—2;1],B[4;3], [x —3y+5=0]
b) A[5;—4], B[5; 10]. [9x — 6y + 40 = 0]
Priklad 4.6. Pfimka je dana obecnou rovnici p: 2x + 5y — 6 = 0. Napiste parametricky, Usekovy a smérnicovy
tvar této pfimky. [p = {3 +5t,-2t,t ER},y = —%x + g,g + 5% = 1]

Reseni:
Parametrické rovnice:
Abychom ziskali z obecné rovnice parametrickou, musime si zvolit parametr za x nebo y.

Zvolime tedy x = t. Po dosazeni x = t do obecné rovnice obdriime: 2t + 5y — 6 = 0

) . R 6-2t _ 6 2
Z této rovnice vyjadiime y = Tt =-—:t

Nyni sefadime parametrické rovnice pfimky k sobé:
pix=t

6
y=5-

(RN

t,t eR.

Vysledné parametrické rovnice jsou zavislé na volbé parametru. Lze zvolit také napf. y = —2t, atd. Tim se
zméni parametrické rovnice primky, na pfimku samotnou vsak volba parametr vliv nema.

Y, s . . e 2 6
Smérnicovy tvar ziskame, pokud z obecné rovnice vyjadfime y = — o + p
Usekovy tvar: obecnou rovnici se snaZime prevést na tvar, kdy je prava strana rovnice rovna 1.
2 5
2x+5y=6 - Ex+gy=1

. s v . X 5
Tuto rovnici uZ jen upravime: 3 + ?y =1.

Uloha 4.22. Napiste rovnici pfimky prochézejici body H[-5;0],K[0;5]. Uréete chybéjici soufadnici bodu

L[?; —2] leZici na této p¥imce. [x—y+5=0,-7]
Uloha 4.23. Zkoumeijte, zda bod C je bodem uGsecky AB (A[—3,4], B[6,7]):

a) C[15,10], [neni bodem usecky)

b) C[0,5], [je bodem usecky]

c) C [— S,? . [je bodem usecky]
Uloha 4.24. Jaky Ghel svird s osou x pfimka:

a) y=3x, [71°33754"]

b) y=—3x, [153°26°6"]

c) y=—x. [135°]
Uloha 4.25. Napiste rovnici pfimky prochazejici po¢atkem a svirajici s kladnym smérem osy x Ghel:

a) 600, [y = \/§x]

b) 120°, [y = —V3x]

c) 135°. [y = —x]

Pfiklad 4.7. NapiSte obecnou rovnici pfimky p, kterd prochazi bodem A[—4;3] a je rovnobé&ina s pfimkou
q:5x —2y+6=0. [5x — 2y + 26 = 0]

Reseni:

Ma-li byt pfimka p rovnobéznd s pfimkou g, kterd je dand obecnou rovnici, pak normélovy vektor pfimek musi byt

stejny.

Normalovy vektor pfimky q urcime jako koeficienty u x a y. Tedy ni, = (5; —2) = 1,,.

Sestavime obecnou rovnici pfimky p: 5x — 2y + ¢ = 0.
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Dosadime do obecné rovnice soufadnice bodu A, ktery na pfimce p lezi, ziskdme hodnotu c:

5-(-4)—-2-34+¢c=0
—26+c=0
c=26

Vypocitané ¢ = 26 dosadime a ziskdme obecnou rovnici pfimky p: 5x — 2y + 26 = 0.

Uloha 4.26. Ur¢ete rovnici pfimky rovnobézné s pfimkou 2x + y — 3 = 0 a prochazejici bodem K[3; 7].

[2x +y —13 = 0]

Uloha 4.27. Napiste rovnici pfimky rovnobézné s osou y a prochézejici bodem A[—15; 0]. Rozhodnéte, zda na ni

leZi bod B[10; —15]. [x + 15 = 0, nelezi]

Uloha 4.28. Napiste parametrické rovnice a obecnou rovnici pfimky p, ktera prochazi bodem A[3; —1] a je:

a) rovnobéind s pfimkou q:2x + 3y +7 =0,
[x=3-3t,y=—-1+4+2t,t e R;2x + 3y —3 = 0]

b) kolmd k pfimce k:x — 2y +4 =0, [x=3+t,y=—-1-2t,t e R;2x+y—5=0]
c) rovnobéind s osou x, [x=3+ty=—-1teR;y+1=0]
d) kolmak ose y. [x=3+ty=—-1teR;y+1=0]

Priklad 4.8. Vysetrete vzajemnou polohu primek:

a) p={1+2t,2-3t,t e R},q = {5+ 4k, —4 — 6k, k € R}. [p =q]
b) p={1+2t,2-3t,t R}, q:2x+y—1=0, [R[-5; 11]]
) pi2x+y—1=0,q:x—2y—8=0. [P[-2; —5]]
Reseni:
a) Nejdfive porovname smérové vektory pFimek. Pokud jsou nasobkem, pak jsou pfimky rovnobéiné

c)

S pi=(2-3),q: 7 = (4 -6).
¥ = 21 = piimky jsou rovnobéiné.
Rovnobézné primky jsou bud rlizné, nebo splyvajici.
Toto mlzeme urcit tak, Ze bod z jedné pfimky dosadime do pfimky druhé. Pokud bod leZi i ve druhé pfimce,
pak pfimky splyvaji.
Bod P[1; 2] € p. Dosadime soufadnice bodu P do parametrickych rovnic pfimky g:
1=5+4k
2=—-4-6k
Z prvni rovnice spoc¢itdme k: 1 =5+4k -k =—-1
a ovéfime, zda vyhovuje i rovnici druhé: 2 =—-4 —6(—1) »> 2 =2
Tedy bod P z pfimky p lezi i na pfimce q, proto pfimky splyvaji.

Je-li pfimka p déna parametrickymi rovnicemi a g obecnou rovnici, pak mGzZeme dosadit parametrické rov-
nice pfimky p do obecné rovnice pfimky q:

20420+ (2-30)—-1=0

Vypocitdme parametrt: 2+ 4t+2—-3t—-1=0->t = -3

Tento parametr dosadime do parametrické rovnice pfimky p a tim ziskdme praseéik p¥imek: R[—5; 11].
Tedy pfimky jsou riznobézné.

Pokud jsou obé pfimky dané obecnymi rovnicemi, pak fesSime soustavu, ktera obsahuje tyto rovnice, a pfi-
padné ziskame soufadnice prlseciku.

M2x+y—-1=0

(2) x—2y—-8=0

Z (2) vyjadtime x = 8 + 2y a dosadime do (1):2(8+2y) +y—1=0

Z této rovnice vypocitame y = —5 a dosadime do rovnice x = 8 + 2y = 8 + 2(-5) = —2.

Vypodéitali jsme priseéik R[—2; —5] p¥imek.

Tedy pfimky jsou riznobézné.
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Uloha 4.29. Rozhodnéte, jakou vzajemnou polohu maji uvedené dvojice p¥imek:

a) %x — %y — g =0; —35x+ 42y + 60 =0, [rovnobézné splyvajici]

2 3 3 7 15 o vy s
b) §x+4y+§—0, —gx—5y+7—0, [riznobézZné]
c) %x — 14—5y +1=0; —5x+ %Sy +% =0. [rovnobéziné rizné]

Uloha 4.30. Rozhodnéte, zda p¥imka x = —4 + gt,y = 2 — 5t,t € R a pfimka AB jsou rovnobézné rlizné, rov-
nobézné splyvajici nebo rdznobéziné:

a) A[-3;-56],B[39;—-32], [rdznobézné]

b) A [% ; —22—9],3[11; ~12], [rovnobézné rizné]

0 A [—2; —1—:],3 [—§ -, [rovnobézné splyvajici]
Uloha 4.31. Hledejte spole¢né body piimek AB, CD:

a) A[-42],B|-2;7],c[39;-32], D[-3; 56, [P[11; 48]

b) A[2;—18], B[-10; 22],6[%—? ,D[11;-12], [rovnobé#né riizné)

7 1 9 11 8 158 14 vy _ s , .y

c) A [_E;E]’B [_E: ?] ,C [—;; —;] ,D [—2; —?]. [rovnobézné splyvajici)

Uloha 4.32. Rozhodnéte, zda pfimka p: 2x + 7y — 12 = 0 protina Gse¢ku A[2; 3], B[5; —1]. [protina]

Uloha 4.33. Urete praiseciky piimky MN (M[4; 10], N [—2; g]) a:
a) osyx,
b) osyy.
Pozn.: urlete rovnice osy x a y.

Uloha 4.34. Urcete hodnoty parametr( a, b € R tak, aby dané p¥imky splyvaly
px=1—-t,y=2+t,teR;q:x=a+k,y=5+bk,keR [a=-2,b=—-1]

Uloha 4.35. Napiste rovnici pfimky, ktera prochazi priise¢ikem pfimek 2x + 3y + 4 = 0,4x + 5y — 8 = 0 a bo-
dem B[—2;1]. [17x + 24y + 10 = 0]

Pfiklad 4.9. Napiste parametrické vyjadfeni kolmice vedené bodem C[10; —11] k p¥imce AB(A[—2; 5], B[1; 1])
a urcete patu P této kolmice na pfimce AB:
[x =10 + 4t,y = —11 + 3¢,¢ € R, P[10; —11]]
Reseni:
Nejdrive uréime smérovy vektor pfimky AB: AB=B—-A= 1-(-2),1-5)=(3,—-4)
Parametricka rovnice ptimky AB (dosadime napf. bod A):
x=-2+3t
y=5—4t,e R
1. zpuGsob feseni:
Uréime smérovy vektor k kolmice k: zamé&nime soufadnice vektoru AB a u jedné souradnice zménime znaménko
-k =(43).

Parametrické rovnice kolmice (prochazi bodem C[10; —11]): k:x = 10 + 4s
y=-11+3s,s € R

Patu kolmice (prasecik kolmice a pfimky AB) vypocitdme porovnanim parametrickych rovnic pfimek:

(1) —2+3t =10 +4s
(2) 5 — 4t = —11 +3s

Ze soustavy rovnic vypocitame: s = 0,t = 4.

Dosazenim s = 0 do rovnic kolmice a dosazenim t = 4 do rovnic pfimky AB ziskdme patu kolmice P[10; —11].
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2. zpuUsob Feseni:

Smérovy vektor pfimky AB je zarover normélovym vektorem jeji kolmice: 11, = U = (3; —4).

Normalovy vektor kolmice dosadime do jeji obecné rovnice: k:3x —4y+c =0

K vypoctu neznamé c dosadime do rovnice bod, kterym kolmice prochazi, tedy
bod C[10; —11] »3:10—-4-(-11)+c=0->c=-74

k:3x —4y —

74 =0

Nyni pfevedeme obecnou rovnici na rovnice parametrické:

a) Zvolime napf. x = s.
b) Dosadime do obecné rovnice: 3s — 4y — 74 = 0.

c) Vypotitime y:y = _% + ZS

Tedy parametrické rovnice kolmice:

74 3
k:x=s,y=—T+Zs, seR

Poslednim krokem je urceni paty kolmice:
e Protoze mame jak obecnou tak parametrickou rovnici mGzZeme parametrické rovnice AB dosadit do obecné
rovnice kolmice:

k:3(=2+3t) —4(5—4t) =74 =0

Vypocitdme parametr t: t = 4 a dosadime do rovnice pfimky AB

x=-2+3-4=10
y=5-—4-4=-11

Tedy prisecik P[10; —11].

e Také mUZeme porovnat parametrické rovnice obou pfimek:

(1)s=-2+3t

74 3
(2 — = +2s=5-4t

4

Dosazenim (1) do rovnice (2) vypocitame t = 4.

Dosazenim t do (1) vypocitdame s = 10.

Dosazenim parametru t = 4 do parametrickych rovnic pfimky AB vypo¢itdme patu P[10; —11]. Dosazenim para-
metru s = 10 do parametrické rovnice kolmice ziskdme ten samy bod P[10; —11].

Uloha 4.36.

Uloha 4.37.

Uloha 4.38.

Uloha 4.39.

Napiste parametrické vyjadfeni kolmice vedené bodem C[0;0] k pfimce AB (A[—2;5], B[1;1])
a urcete patu P této kolmice na pfimce AB.

x =4t,y =3t,t eR,P Egu
25°25
Jsou dany vrcholy trojuhelniku A[2; 3], B[7; 8], C[0; 10].
a) napidte rovnice pfimek, na kterych le#i strany trojuhelnika,
[x—y+1=02x+7y—70=0,7x+ 2y — 20 = 0]
[4x—y—-5=0x—4y+25=0,x+y—10=0,T[3;7]]
c) napiste rovnice vy3ek trojuhelnika a uréete soufadnice ortocentra.

[7x—2y—8=0,2x—7y+42:0,x+y—10=0‘V[§ Q”

9 ’ 9
Napiste rovnici pfimky, kterd prochazi prisecikem pfimek x + 4y = 0,2x — 3y = 0 a je kolma
k pfimce 2x + 5y —9 = 0. [5x — 2y = 0]

V rovnoramenném trojuhelniku ABC se zdkladnou AB, A[—3; 4], B[1; 6], leZi vrchol C na p¥imce
5x — 6y — 16 = 0. Vypoctitejte soufadnice vrcholu C. [C[Z; —1]]
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Priklad 4.10. Uréete odchylku pimek 2x —y + 10 = 0,—3x + 3y — 7 = 0. [cosg = %]
Reseni:

Odchylku pfimek lze pocitat jak z vektorl smérovych tak také z vektorl normalovych. ProtoZe jsou pfimky dané
obecnymi rovnicemi, uréime normalové vektory n; = (2; —1),71, = (=3;3).

COS @ = M fial _ [2(=3)+(-1)3| o _ 9 __9 _ .3
P = Tl (0P (3)7r3%  VEVIE  VEvZe  vios  vio
Uloha 4.40. Urcete odchylku pfimekp = {2 +t,5,t € R}, q:x +V/3y — 6 = 0. [30°]

Uloha 4.41. Vypoctéte odchylku pFimekp = {4,d}aq = {B, E}
A[5;—10],@ = (5;2), B[4;7],b = (~1;3). [cos<p = v%]
Uloha 4.42. Jsou dany dvé pfimky p:ax + y — 4 = 0,q:x + 2y + 8 = 0. Uréete hodnotu parametru
a € Rtak, aby:
a) primky p, g byly navzajem kolmé, [-2]
b) odchylka piimek p, q byla 45°. [3, —g]

Uloha 4.43. Urcete hodnoty parametrii a, b, c tak, aby pfimka ax + by + ¢ = 0 byla kolma k p¥imce
x—2y+3=0. [b =k,a=2kkeR]

Ptiklad 4.11. Vypoctéte vzdalenost bodu B od pfimky {4, i}
a) Bl4i-2),4[-3;-1],i = (158), [v=3]
51 » _ /.. _ 17
b) B[-3;5,4[25],1 = 4:3). [v=2
Reseni:
Abychom mohli pouZit vzorec, musime urcit obecnou rovnici roviny.
NejdFive sestavime normalovy vektor 77 = (8; —15) a vloZime do obecné rovnice roviny:
8x —15y + ¢ = 0.

Do této rovnice dosadime bod A [— %; —1] a dopocitame c:

1
8(_5)_15(_1)+C=0—>c=—11—>8x—15y—11=0

Dosadime do vzorce pro vypocet vzdalenosti bodu od primky:

__larai+b-az+c| _ |8:4-15(-2)-11] _ l _ E _

V(B’p) - ‘/a2+b2 - \/82+(—15)2 - V289 - 17 -
Uloha 4.44. Ktery bod p¥imky x — 2y + 4 = 0 m4 stejnou vzdalenost od bodil G[1; 5], H[3; 7]? [4; 4]
Uloha 4.45. Na ose x najdéte bod X, ktery ma od bodu B[6; —3] vzdélenost 7. [X1,2[6 + 2v/10; 0]]

Uloha 4.46. Vypoctéte vzdalenost piimky {x = 2 + 4t,y = 4 + 3t,t € R} s pfimkou rovnobé&nou, ktera protina

osu soufadnic v bodé B [E; 0]. [v = Z]
2 2
Uloha 4.47. Vypoctéte vzdalenost dvou rovnobéinych piimek AB,CD: A [?; 0] ,B [0; ?] ,C[—4;20]. [v=2]

Uloha 4.48. Naleznéte pFimky, které jsou rovnobéiné s p¥imkou 8x — 15y + 15 = 0 a maji od bodu S[6; —2]
vzdalenost v = 4. [8x — 15y — 10 = 0,8x — 15y — 146 = 0]

Uloha 4.49. Naleznéte piimky, které prochazeji bodem B[—2; 1] a maji od bodu S[3; 1] vzdalenost v = 4.
[4x + 3y +5=0,4x — 3y + 11 = 0]
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Stfedova rovnice:

(x—m)?+ (y —n)? =r?
Obecnd rovnice kruznice:
x2+y?+Ax+By+C=0

Tecna kruznice:

4.3 KUZELOSECKY

1) KruZnice (S[m, n] stied kruZnice, r polomér kruZnice):

(x=m)(xog—m)+ (y =) (yo —m) =77

T[x0, o] bod dotyku

2) Elipsa

Stfedova rovnice:
(x-m)?  (y-n)? _
a2 b2

hlavni osa rovnobéznd s x

o4
3
1

o S[m,n] je stied elipsy,

x-m)? | (y-n)? _
Tpz T a2z T 1

hlavni osa rovnobéznd s y

e a je velikost hlavni poloosy (vzdalenost hlavnich vrcholl elipsy od jejiho stfedu),
e b je velikost vedlejsi poloosy (vzdalenost vedlejsich vrcholl elipsy od jejiho stfedu),
e excentricita e je vzdalenost ohniska elipsy od jejiho stfedu: e? = a? — b?.

Obecna rovnice

Tecna elipsy

B>0,A#B

(x—m)(xg—m)

Ax?+By?+Cx+Dy+E=0,4>0,

O-mGo-n) _ 1

a2

(x—-m)(xg—-m)

+

bZ
(y—n)(yo—-n) -1

b2

a?

T[xo, ¥o] bod dotyku

- 11/46 -

(hlavni osa rovnobézna s x)

(hlavni osa rovnobéind s y)




Hyperbola

Hlavni osa rovnobéZna s osou x:
Stfedova rovnice:

(x-m)? (y—n)?
a2 b =1

Obecné rovnice: Ax? — By? + Cx + Dy + E = 0,
A>0,B>0

Rovnice asymptot: y —n = ig(x —m)

Teéna: (x—m)(;co—m) _ (y—n)(zyo—n) =1,
a b

T[x,, yo]bod dotyku

Hlavni osa rovnobéina s osou y:
Stfedova rovnice:

y-n? x-m?
a2 b

1

Obecna rovnice: —Ax? + By? + Cx + Dy + E =0,
A>0B>0

Rovnice asymptot: y —n = i%(x —-m)

Teéna: (y—n)(zyo—n) _ (x—m)(:co—m) -1
a b

T[x4, Vo] bod dotyku

’

e S[m,n] je stfed hyperboly,

e a je velikost hlavni poloosy (vzdalenost hlavnich vrcholl hyperboly od jejiho stfedu),
e D je velikost vedlejsi poloosy (vzdalenost vedlejSich vrcholl hyperboly od jejiho stfedu),
e excentricita e je vzdalenost ohniska hyperboly od jejiho stfedu: e? = a2 + b?,

e asymptota je tecna hyperboly v nekonecnu.

3) Parabola (V[m, n] vrchol paraboly, p parametr paraboly)
Osa rovnobézna s osou x:
Vrcholova rovnice y—n)?=+2p(x—m),p >0

Obecnd rovnice y2+Ax+By+C=0,A#0

Teéna (y—n)(yo —n) = £p(x + xq — 2m), T[x,, Vo] bod dotyku

i
i
1
i
1
[ 1 2 3T
1
i
[

(y=-n)?2=+2p(x—m),p>0
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Osa rovnobéina s osou y:

Vrcholova rovnice (x-m?2=+2p(y—n),p>0

Obecna rovnice x2+Ax+By+C=0,B#0

Tecna (x —m)(xy —m) = +p(y + yo — 2n), T[xy, ¥o] bod dotyku

m

(x—=m)* =+2p(y —n),p >0 (x—=m)* = =2p(y —n),p >0

1) KRUZNICE

Uloha 4.50. Napiste rovnici kruznice se sttedem v poéatku soustavy soutradnic a s polomérem r = 10. Urcete jeji
body, jejichZ prvni soufadnice x = 6. [x? + y? = 100, [6;18]]

Priklad 4.12. Zkoumejte, zda existuje kruznice, kterd prochazi tfemi danymi body A, B,C:
A[0;8],B[7;7],C[-2; 4]. [(x —3)* + (y — 4)? = 25]
Reseni:
Dosadime souradnice bodl do stfedové rovnice kruznice:
0-m)?+(8—-n)?=r?
7-m?+(7-n)?=r>?
(=2-m)?>+ (@4 —-n)?>=r2
Soustavu vyresime:

(H)m? + 64 — 16n +n? =r?

(2)49 — 14m + m? + 49 — 14n + n? = r?
(3)4+4m+m? + 16 — 8n +n? = r?
(Dm? +n?—-r%? =16n - 64
@2)m?+n?—-r? =14m —98 + 14n
Bm?+n®>—r?=8n—4m-—20

(1) — (2):0 = 161 — 14n — 64 + 98 — 14m
0=2n—-—14m+ 34

n=7m-17

(1) — (3):0 = 8n + 4m — 44

Dosadime za n z pfedchozi rovnice:

0=8(Tm—-17)+4m —-44=56m — 136 +4m —44 =60m —180 > m =3

Vypolitdme:n =73 — 17 = 4.

Soufadnice stfedu S[m; n] = S[3;4].

Hodnoty m, n dosadime nap¥. do rovnice (1) a vypoéitame 72:
(1)32+64—-16-4+42=7r2>7r2=25

Nyni m(izeme napsat stfedovou rovnici kruznice: (x — 3)? + (y — 4)% = 25.
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Piiklad 4.13. Uréete stfed a polomér kruznice: x2 + y2 — 4x — 6y — 3 = 0, [S[2;3],7 = 4]

Reseni:

Rovnici kruznice musime prevést na stfedovy tvar pomoci tzv. doplnéni na ¢tverec:

x*—4x+y*—6y—3=0
(x?—40)+(y?—6y) =3

Oba vyrazy v zavorce predstavuji vyraz (a? + 2ab), ten potiebujeme pFevést na tvar (a + b)?.
ProtoZe viak (a + b)? = a? + 2ab + b? je o b? vétsine? vyraz (a® + 2ab), musime b? odedist

(a £ b)? —b? = a? + 2ab: (x—2)2-4+(@y—-3)2-9=3

(x—2)2%2+(@y-3)?=16

Ze stfedového tvaru vyplyva stied $[2; 3] a polomérr = 4.

Uloha 4.51.

Uloha 4.52.

Priklad 4.14.

Reseni:

Urcete stfed a polomér kruznice:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

i)

x2 +y* + 14x + 6y — 86 = 0, [S[-7;-3],r = 12]
x?+y%—16x+ 30y =0, [S[8; —15],r = 17]
x2+y2+4x—12=0, [S[-2;0],7 = 4]
x2+y?—24y =0, [S[0;12],7r = 12]
X2 +y? —3x+2y—3=0 [5[3-—1] r=5]
y y , =1, r=2
x2+y*+2x—4y =0, [S[-1;2],7 = V5]
2 2 _ 1.1 .,..1
4% +4y? —4x + 4y +1=0, [s[5:-3].r =1
2 2 _ 1,_ 2
3x2 +3y2 —2x + 6y +2 = 0, [5[3, 1],r—3]
2 2 _ - 2] .o Vi3
3x2 +3y% — 6x + 4y = 0. [5[1, 3],r— 3]

Napiste rovnici kruZnice, kterd ma stfed S[2; 1] a prochézi bodem K[6; —2]. Vypocitejte soufadnice
bod(, ve kterych kruZnice protind osy x a y.

[(x —2)2+ (y — 1)2 = 25,X,,[2 + 2V6; 0], V1 ,[0; 1 + \/ﬁ]]

Napiste rovnici kruZnice, kterd prochazi body A[3; 0], B[—1; 2] a ma stfed na pfimce
x—y+2=0. [(x = 3)% + (y — 5)% = 25]

Jednim mozZnym feSenim muZze byt urceni stfedu kruznice.

Stfed musi leZet na dané pfimce, tedy soufadnice S[m, n] musi vyhovovat jeji rovnici»>m —n+ 2 = 0.

Také pro kruZznici vidy plati, Ze vzdalenost stfedu od kazdého bodu na kruznici je stejnd —

ISA| = |SB| » /(3 —m)2 +n?2 = /(-1 —m)?2 + (2 — n)?

Tim ziskdame dvé rovnice o dvou nezndmych, jejichz vyfesenim ziskdme souradnice stredu:
(IMm—-n+2=0
(2)\/(3 —-m)?2+n? = \/(—1 —m)? + (2 —n)?

Rovnici (2) nejdfive upravime:

V9—6m+m2+n2=v1+2m+m?+4—4n+n2/?
9—6m+m?+n?=5+2m+m?—4n+n?
9—-6m=5+2m—4n

4—-8m+4n=0

Soustava po Upravé:

IMm-n+2=0
2)4-8m+4n=0
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Z (1) vyjadiime m = n — 2 a dosadime do (2):
4 —-8(n—2)+4n =0 - n = 5. Pomoci n vypolitdme m = 3.

Vzhledem k Upravé rovnice musime jesté provést zkousku. Do rovnic (1) a (2) dosadime vysledek a ovéfime jeho
spravnost:

Im-n+2=0->3-54+2=0
@QJB-m2+n2=/(-1-m?2+Q2-n)?-
JB-3)2+52=/(-1-3)2+(2-52->V0+25=vV16+9-5=5

Zkouska je v pofadku. Tedy stied kruZnice je bod S[3;5].
Polomér vypocitdame napf. jako velikost vektoru |ﬂ| =.,(3—-3)2+52=5.
Rovnice kruznice: (x — 3)% + (y — 5)% = 25.

Priklad 4.15. Hledejte te¢ny kruZznice x% + y? = 5, které jsou rovnob&iné s p¥imkou 2x —y + 1 = 0.
[2x—y—-5=0,2x—y+5=0]

Reseni:

Te€na musi byt rovnobézna se zadanou pfimkou, tedy musi mit stejny normalovy vektor - 2x —y + ¢ = 0.

Bod T[x,, Vo] je pravé jeden prisecik te¢ny a kruznice, musi tedy vyhovovat jak rovnici te¢ny, tak rovnici kruznice:

x2+y2=5

2xg— Yo +c=0
Z rovnice (2): yy = 2xy + c.
Dosadime do (1): x2 + (2x, + ¢)? = 5 a upravime: 5x2 + 4cxy + c2 —5=0
Vypocitdme diskriminant této kvadratické rovnice:
D =b?—4ac =16c?—4-5-(c®> —5) = —4c? + 100.
Aby feseni bylo praveé jedno (pravé jeden bod dotyku), musi se diskriminant rovnat 0:

D=-4c+100=0->c?=25->c =45

Vypocitané ¢ dosadime do rovnice te¢ny: 2x —y+5=0,2x —y—-5=0.

Uloha 4.53. Ur¢ete rovnice teéen kruznice x? + y? — 10x — 4y + 25 = 0, které prochézeji po¢atkem soustavy

soufadnic. [y =0,20x — 21y = 0]
Uloha 4.54. Ur¢ete rovnici kruznice, kterd ma stfed v bodé S[0; 12] a dotykd se p¥imky
x+y-4=0 [x? + (y — 12)? = 32]
Uloha 4.55. Najdéte spole¢né body a uréete vzajemnou polohu kruZnice x2 + y? — 289 = 0 a pfimky
x—4y+17 =0. [[15; 8],[-17; 0],seii‘na]
2) ELIPSA

Uloha 4.56. Napiste rovnici elipsy se stredem S[2; 3] a délky poloos a = 13,b = 5, pti¢ems jeji hlavni osa je

vy . . (x=2)2 | (y-3)?
rovnobéznd s osou x. Uréete jeji ohniska. oo Tt T 1,E[—10; 3], F[14; 3]

Uloha 4.57. Napiste rovnici elipsy, kterd ma ohniska E[—2; —2], F[—2; 6] a hlavni vrchol A[—2; 7].
(x +2)? (y—2)2_1
5 ‘"7 ~

Uloha 4.58. Napiste rovnici elipsy, znéte-li hlavni vrcholy A[—4;—1],B[3;—1] a vedlej§i vrchol
1\2 7

+1 2
C —li] [(X 2) +ﬂ_1

2’2

g AR
4 4
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Uloha 4.59.

Uloha 4.60.

Uloha 4.61.

Uloha 4.62.

Uloha 4.63.

Napiste rovnici elipsy, kterd ma stfed v po&atku soustavy soufadnic a prochézi body M[12; 12], N 21 9]
o2
Urcete stfed, vrcholy, ohniska a délky poloos elipsy s rovnici:
a) 4x2+9y2 —8x+36y+4=0,
[S[1;-21,a = 3,b = 2,C[4; =21, D[-2; ~2], A[1; 0], B[1; 4], E o[1 £ V5; =2]
b) 144x% + 25y% — 864x + 200y — 1904 = 0.
[5[3; —4],a = 12,b = 5,C[8; —4], D[-2; —4], A[3; 8], B[3; —16], E; ,[3; -4 m]]

Zkoumejte, kterd z pfimek 4x+5y —25=09x—-5y—15=0,5x4+8y+40 =0 je secna,
te€na, nebo neseéna elipsy 9x2 + 25y? = 225.V ptipadé se¢ny hledejte priseéiky, v pFipadé te¢ny
dotykovy bod.

[teéna T [4; g]; setna M[0; —3],N [3;%]; neseéna]

NapiSte rovnici te¢ny a normaly v bodé M [2 ] elipsy 9x% + 16y% — 144 = 0.
[9x + 4V27y — 72 = 0,8V27x — 18y — 727 = 0]

Hledejte te¢ny elipsy 2x2 + 8y? — 16 = 0, které prochézeji bodem Z[—2; 3].
[x+2y—4=0,7x—2y + 20 =0]

3) HYPERBOLA

Uloha 4.64.

Uloha 4.65.

Uloha 4.66.

Uloha 4.67.

Uloha 4.68.

Uloha 4.69.

Uloha 4.70.

Uloha 4.71.

Uréete stfed, vrcholy, osy, délky poloos hyperboly 16x2 — 9y? = 144,
[S[0;0],4,B[+3;0],a = 3,b = 4,E; ,[+5;0],e = 5]

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma stfed S[1; —2], hlavni poloosu a = 8 rovnobéZnou s osou x a
vedlejsi poloosu délky b = 15. [225x% — 64y? — 450x — 256y — 14431 = 0]

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma ohniska E[—2; 1], F[6; 1] a hlavni vrchol A[4; 1].

(=22 _ -1? _ 1]
12

Uréete stfed, osy, vrcholy a ohniska hyperboly 25x2 — 144y? — 50x — 288y — 3719 = 0.
[S[1;—-1],a = 12,b = 5,A[13; —1],B[—11; —1],E[14; —1], F[-12; —1],e = 13]
Napiste rovnici teény a normaly v bodé T[5; —4] hyperboly 4x% — 5y — 20 = 0.
[x+y—-1=0,x—y—9=0]

Urcete spolecné body prfimky s danou pfimkou, rozhodnéte o jejich poloze, a jde-li o se¢nu, uréete
délku tétivy:

a) 4x — 3y = 12,4x2 — 9y? = 36, [[5 d==
b) 5x — 4y = 16,9x% — 16y? = 144, |7 [5;2] bod dotyku]
c) x—y=0,25y% — 144y? = 3600, [neprotinaji se]
d) 9x — 4y — 144 = 0,9x2 — 16y? = 2304. [[20; 9],[16;0],d = \/97]
Hledejte dotykovy bod teény 2x —y — 8 = 0 hyperboly 8x? — 18y2 — 144 = 0. T B; 1]
Hledejte teény hyperboly 6x2 — 15y% — 90 = 0 rovnobé&zné s pfimkou:

a) x+y—7=0, [x+y+3=0x+y—-3=0]
b) x —2y=0. [neexistuji]
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4) PARABOLA

Priklad 4.16.

Reseni:

Napiste rovnici paraboly s ohniskem F[0; 10] a s Fidici pfimkou d: y — 2 = 0.
[x?2 — 16y + 96 = 0]

Podle definice je parabola mnoZina véech bodl M[x; y] v roving, které maji stejnou vzdélenost od ohniska F a od
fidici primky d.
Vzdélenost bodti M, F: |[MF| = \/(0 — x)% + (10 — y)Z.

, v, X _ 0x+1-y-2]
Vzdalenost pfimky d a bodu M: v(M,d) = ool
y . , VE| = . — 2 2 — [0-x+1-y-2]
Tyto dvé rovnice se musi rovnat |MF| v(M,d): \/(0 x)2+ (10 —y) o
Rovnici upravime:
Jx2+100 — 20y + y2 = |y — 2|/
x2+100-20y +y? =y —4y+4
x* — 16y + 96 = 0 je rovnici paraboly.
Uloha 4.72. Urcete vrchol, ohnisko, parametr, osu a fidici pfimku paraboly:
a) x2—4x—6y+10 =0, [V(2;1],E[2;2,5],p =3,x—2=0,2y + 1= 0]
b) x>+ 6x—8y+9=0, [V[-3;0],E[-3;2],p=4,x+3=0,y+2 = 0]
) 4y?—48x—12y+9=0. [v[0:3] E[3:3] p =62y -3=0x+3=0]
2 2
Uloha 4.73. Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol v pocatku:
a) osaje shodna s osou y a prochazi bodem M[4; 8], [x2 = 2y]
b) osa je shodna s osou x a prochazi bodem N[—4; —1]. [y2 = —%x]
Uloha 4.74. Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body K[—5; 3], L[1; —3], M[—9; —13] a jeji osa je rovno-
b&%na s osou y. [(x+3)?=-2(y —5)]
Uloha 4.75. Zjistéte polohu bodl K[8;—8],L[11;9],M [11;12—9] vzhledem k parabole o ohnisku F[2; 0] a Fidici
ptimce o rovnici x + 2 = 0.
[K na parabole, L uvniti paraboly, M vné paraboly]
Uloha 4.76. Zkoumejte, ktera z pfimek x —3 = 0,4x — y+5=0,9%x—-2y+2=0,6x+y—6=0 je secna,
te€na, nebo neseéna paraboly y? — 18x = 0. Je-li pfimka se¢nou, najdéte priiseciky, je-li te¢nou,
najdéte bod dotyku.
v 1 v v 2 v 1
[secna Q [E; 3] ; neselna; te¢na T [;; 2]; seéna M[2; —6],N [E; 3”
Uloha 4.77. Hledejte te¢ny paraboly y2 — 12x = 0, které jsou rovnobé&iné s p¥imkou 3x —y + 5 = 0.

[Bx—y+1=0]

5) KUZELOSECKY

Priklad 4.17.

Reseni:

Zjistéte, zda je rovnici 4x2 — 9y? + 18y — 45 = 0 zadana kuZelosetka. Pokud ano, uréete typ této
kuzelosecky. [Hyperbola,S[O; 1l,a=3,b=2,e= \/1_3]

Cleny s nezndmou x a y v rovnici tzv. doplfiujeme na Etverec (viz PFiklad 4.13) a dle tvaru upravené rovnice usuzu-
jeme na typ kuZelosecky.

4x% —9y? + 18y — 45 =0

4x? —9(y? —2y) —45=0

4x> —9(y—1)24+9-45=0

4x> —9(y—1)2-36=0

4x> —9(y—1)2 =36
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Prava strana rovnice musi byt rovna 1:

4 9oy-1)% _

36

o

36

x2 _-1% _ 1

4

Dle tvaru rovnice (jeden zlomek je zaporny) je kuZelosectka hyperbolou: S[0; 1],a = 3,b = 2.
Excentricitu vypocitdme dle vzorcee? = a2 + b2 =9 + 4 —» e = /13.

Uloha 4.78.

Uloha 4.79.

Zjistéte, zda je rovnici zadana kuZzelosecka. Pokud ano, urcete typ kuzelosecky.

a) 4x?+4y%? —8x+ 12y — 64—9 =0, [Kruinice,S [1; —2],7’ = %
b) 4x%?+9y? —8x—36y+4=0, [Elipsa, S[1;2],a = 3,b = 2,e = /5|
c) x2+4x+2y+2=0, [Parabola,V[—Z; 1],F [—2;%],d:y = ;]
d) x2+y%2—-12x+40=0, [@]
e) x2—4y?+4x—8y =0, [dvé primky x — 2y = 0,x + 2y + 4 = 0]
f) 2x2+3y?—12x+6y+21=0, [bod [3; —1]]
g) 4x2+y? —4x = 0. |Etipsa,s[2;0],a=1,b=1e=2]

Urcete, pro které hodnoty parametru k € R ma dana pfimka s kuzeloseckou pravé jeden spolecny
bod, dva spole¢né body, nebo Zadny spolecny bod.

a) y=kx,x?+4y? —6x+1=0, [|k|l <V2setna, |k| =2 tetna, k| > 2 vn&si ptimkal

b) v =kx +2,x% +4y% = 16, [k = 0 tetna, k # 0 se¢na]
c) 8x—4y+k=0,y2—4x =0, [k < 16 se¢na, k = 16 te¢na, k > 16 vnéjsi primkal]
d) y=k,x?+4y% = 36. [Ik| < 3 se¢na, |k| = 3 te¢na, |k| > 3 vn&jsi ptimka]
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SYMBOLICKY ZAPIS KONSTRUKCE

Piseme Cteme
Bod ,A' B, CD Bod 4,B,C,D, ...
(velké arabské pismeno)
 wbed, .. Ptimka a, b, ¢, d, ...
Pfimka (malé arabské pismeno)
— AB nebo 4B Pfimka AB.
Polopfimka — AB nebo AB Polopfimka AB s pocate¢nim bodem A.
Useéka AB nebo —AB Usecka AB.
a,B,7,6, ... )
(malé fecké pismeno) Rovina @, 8,¥,9,...
Rovina (ABC) Rovina dana tfemi body 4, B, C.
(Aa) Rovina dana bodem A a pfimkou a.
(ab) Rovina dana dvéma pfimkami a, b.
Pol . (ABC); » (ABC) Polorovina je dana hrani¢ni pfimkou AB a bodem C.
olorovina
(ad); » (ad) Polorovina je dana hrani¢ni pfimkou a a bodem A.
a; B; Y. 6; 7
(malé fecké pismeno) Uhel@,$,y,6 .
Uhel Uhel je dany body 4, B, C.
#ABC (B ... vrchol) Uhel je dany pfimkami BA, BC.
Zab Uhel je dany pfimkami a, b.
uv,d,..
(malé arabské pismeno Vektor u, v, a, ...
Vektor s Sipkou nad nim)
— Vektor AB (urceny pocatec¢nim bodem A
AB ,
a koncovym bodem B).
k(S,3); k(5,7 =3) Kruznice k se stfedem S a polomérem 3.
Kruznice k(S, |AB) Kru.inicc? se s:cFedem S a polomérem danym
velikosti Usecky AB.
napi.p LgqAPEp
A zaroven A Pfimka p je kolma k pfimce q a zaroven prochazi
bodem P.
Napf. BEaVBEDbD
pEbe v Bod B leZi na pfimce a nebo na primce b.
Incidence
dea Bod A leZi na pfimce a.
Bod A inciduje s pfimkou a.
a3 A Pfimka a prochazi bodem A.
. Pfimka a obsahuje bod A.
Bod na pfimce ” =
Ae¢a Bod A nelezi na pfimce a.
Bod A neinciduje s pfimkou a.
— Pfimka a neobsahuje bod A. Pfimka a neprochazi

bodem A.
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Polohové vlastnosti

alb Pfimka a je rovnobézna s pfimkou b.
Rovnobézky
alkb Pfimka a neni rovnobézina s primkou b.
Rlznobézky axb Pfimky a, b jsou riznobézné.
Prasecik A=anb bod A je prlisecikem pfimek a, b
{A,B}cknl Body A, B jsou pruseciky kruznic k, L.

Pranik (je-li prasecikd vice
nez jeden)

—» AB canw— ABC

Polopfimka AB je prlinikem primky a a poloroviny
uréené primkou AB a bodem C.

Metrické vlastnosti

Vzdalenost bodu A, B

Vzdalenost bodl A4, B je 2.

|AB| = 2
Velikost usecky AB Velikost usecky AB je 2.
Vzdalenost rovnobézek a, b lab] = 2 Vzdélenost rovnobézek a, b je 2.
|a| = 30° Velikost thlu a je 30°.
Velikost uhlu (= odchylka) |4#ABC| = 30° Velikost Ghlu ABC je 30°.
|Aab| = 40° Odchylka ptimek a, b je 40°.
Pfimka a je kolma k pfimce b.
alb o . ” Ny .

Primky a, b jsou vzajemné kolmé

Pfimka a je kolma k roviné a.
Kolmost ala ” . . (- . .

Pfimka a a rovina a jsou vzajemné kolmé.

Rovina a je kolma k roviné f3.

alp . . i . .

Roviny a, 8 jsou vzajemné kolmé.
Zobrazeni

v - » - p N
Osova soumarnost 0(0):A - A’ osové s/oumernostl s 0sou o se zobrazi bod

na bod A"
Stiedova soumérnost S(S):A— A Ve stfedové soumeérnosti se stfedem

soumérnosti S se zobrazi bod A na bod A".

R(S,30°):4 > A

V otadceni se stfedem otaceni S o Uhel 30° proti
sméru hodinovych rucicek se zobrazi bod A

Otaceni na bod A".
oy. . V otoceni se stfedem otaceni S o Uhel 30° po sméru
R(S,=30%):4~ 4 hodinovych rucicek se zobrazi bod A na bod A".
Posunuti T(W):A-> A V posunuti o vektor ¥ se zobrazi bod A na bod A”.

Osova afinita

A(0,AA):B > B’

V osové afinité s osou afinity o a smérem afinity
uréené parem odpovidajicich si bodl A4, A" se
zobrazi bod B na bod B".

Stiredova kolineace

K(S,0,AA"):B > B’

Ve stredové kolineaci se stfredem kolineace S,
s osou kolineace o a parem odpovidajicich si bod(
A, A" se zobrazi bod B na bod B’.
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Pravidla zapisu:

NOo VAW e

Poradi jednotlivych krok( zapisujeme dle skutecného postupu konstrukce.

Jednotlivé kroky jsou Cislované.

Nejdrive piSeme, co chceme sestrojit, nasleduje stfednik a poté zapis konstrukce tohoto objektu.
Slovni popis vyuzZivdame co mozna nejméné.

Nikdy nelze definovat prvek v konstrukci, pomoci sebe sama.

Nelze popsat postup konstrukce prvku, pomoci jiného prvku, ktery vSak nebyl dosud popsan.
Posledni bod zépisu je vidy konstruovany objekt.

Priklad 5.1: V prostoru urcete vzdalenost bodu A od pfimky a.

1)

a,a L aANAE a(Cteme: rovina a je kolma k pfimce a

zaroven prochazi bodem A), \ A a
R;R = a N a (¢teme: bod R je prasecik pfimky a a . i

roviny a), SR

|Aal; |Aa| = |AR| (¢teme: velikost Usecky AR se rovna a

vzdalenosti bodu A a primky a).
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