11. hodina (MA2-E)

Globdlni extrém funkce f na uzaviené mnoZiné M (pokracovani)

Piiklad 6.3.2. Na elipse 922 + 16y> < 144 naleznéte globalni extrémy funkce

z = f(z,y),
f(z,y) = 927 — 36z + 16y° — 64y.
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Reseni
Funkce f md v bodé A; = [2,2] globdlni minimum z = —100 a v bodeé

2 # # . -
Ay = [-2, — 2] globdlnf maximum =z = 384.
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ﬂlohy k samostatnému ¥eSeni

1. Uréete globalni extrémy funkce f(x,y) = x* — y na étverci s vrcholy [1, 1],
13, 1], [1,3], [3,3].

2. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = x* + y? na trojithelniku s vrcholy
[0,0], [2,0], [0, 1].

3. Uréete globalni extrémy funkee f(z,y) = 4y na kruhu 2% + ¢* < 1.

4. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 3z + 4y + 1 na kruhu
(z =32+ (@y—12<1.

5. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 5z — 3y + 1 na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

6. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = —2? — y* + 2y na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

7. Uréete globdlni extrémy funkee f(x,y) = —2% —y?+ 2y na étverci s vrcholy
0,0], [-1,0], [-1, —1], [0, —1].

8. Urcete globdlni extrémy funkee f(z,y) = —2% — y* + 2y na kruhu
22 + 4% < 16.

9. Uréete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = 2z +4y+ 1 na elipse 2% +4y* < 1.

10. Urcete globdlni extrémy funkee f(z,y) = (r—y)?+2? na étverci s vrcholy
2,0], [0,2], [-2,0], [0, —2].



Vysledky ulohy k samostatnému Feseni

1. [1, 3] - globdlni minimum, [3, 1] - globdln{ maximum. Névod: pro vyjadfeni
hraniénich krivek staci najit rovnice primek, které jsou uréeny vrcholy étverce.

2. [0,0] - globdlni minimum, [2,0] - globaln{ maximum.

0, —1] - globalni minimum, [0, 1] - globaln{ maximum.

=, %] - globalni minimum, [1—3 %] - globalni maximum.

1,4] - globdlni minimum, [0, 1] - globéalni maximum.
—1, —1] - globélni minimum, [0, 0] - globalni maximum.

[
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[—2,1] - globélni minimum, [0, —1] - globalni maximum.
[
[
[0, —4] - globalni minimum, [0, 1] - globaln{ maximum.

[
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——‘";é, ——":;—5] - globalni minimum, ["’2—{i —"j—ﬁ] - globalni maximum.
10. [0,0] - globalni minimum, [0, —2] - globalni maximum, [0,2] - globélni

maximuim.

Diferencialni rovnice

Definice 7.1.1.
Rovnice tvaru F {y"r"j, y "=t oy g, x) = 0 se nazyva diferencidlni rovnice

n-tého radu pro funkei y = y(r). Specidlné je
Fly,y,x) =0 neho y = flz,y)

diferenciilni rovnice prvniho fadu.
Rad diferencidlni rovnice je fad nejvyssi derivace hledané funkee y(x).
Resenim diferenciialni rovnice je kazda funkce, ktera rovnici vyhovuje (na

zadané mnozing).

Graf konkrétniho feSeni rovnice se nagyvva integralni kifivka.




s obecné Fedeni rovnice 1. radu predstavuje mnozinu funket tvaru
ol y, C)=10 nebo y=p(r.C);
o partikulidrni fedeni je konkrétni funkee ziskana z obecného fesent volbon
nebo vvpoétem konstanty O

* vyjimeéné fedeni nelze ziskat » ohecného pro zadnou hodnotu O existuje
pouze u nékteryeh typu rovnic a v tomto textu se jim nebudeme az na

vvjimky zabyvat.

(Obecné reseni ma obecny parametr: konstantu C, ktera mlzZe nabyvat rlznych hodnot. Partikularni
feSeni ma konkrétni hodnotu konstanty C, kterd se urci na zakladé dalSich podminek)

Priklad 7.2.1. Je dina rovnice ' = —2z. Uréete

a) jeji obecné feSeni,

b) partikuldrni feSeni uréené podminkou y(1) = 2.
Reseni:

_ P ', 2
a) y(r) = [(—2x)dr = —x* + ', proto soustava parabol o rovnicich y = €' — z*
(obr. 7.2.1) predstavuje obecné fedeni tillohy. O jeho spravnosti se lze snadno

presvedeit zkouskon.

b) Zadana podminka znamend, Zze hledime integralni kivku, kterd prochdzi bo-

dem [1, 2]. Dosazenim téchto souradnic do obecného feseni dostavame
.l 2 . 5
2=0C-1°, odkud C=3.
Vyslednym partikularnim fefenim je tedy parabola (na obr. 7.2.1 éervené)
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Obr. 7.2.1. Integrilni kitvka partikularniho feseni prikladu 7.2.1. a nékolik

dalsich parabol z obecného feseni.

3. Najdéte obecné Teseni rovnic:

a) (1 —2y)y' =2x b) y'cosy = sinx.

4. Reste pociatecni ulohy:

a) ;;L =2z, yll)= % by y'e¥ =1, wy(1)=10.
Redeni

Ja)y—y =0+, b} y = arcsin|{C' — cos ).

d.a) Yy == b) y=Inx.



Zptisob reseni diferencialnich rovnic

1) Separace proménnych

U tohoto typu, ktery zapisujeme obvykle ve tvaru v = P(x).Q0(y), postatuje
k separaci jednoduchd riprava rovnice (vyuzijeme identity y' = dy/dx):

iy
Qy)

po nid muze hned nasledovat integrace,

= Plx)dr,

Priklad 8.1.1. Najdéte feSeni rovnice y' = —y.cotgr.

Reseni: Separace vede k rovnici

1 08 .
[dy__ [z,
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kterou po integraci zapiseme takto:

In|y|=— In|sinz| + InC .

Po odlogaritmovini dostiavame obecné feSeni

(i

sing

ylr) =

Piiklad 8.1.2. Najdéte fedeni poéiteéni ilohy (xr — 1)y + 4> =0,y(2) = —1.



Regeni: Postup pii separaci je ziejmy z nasledujicich kroku (presvédeéte se,

ze rovnici lze zapsat 1 ve tvaru ' = P(x).Q(y)):

d d dr
-y +2=0 — (@-1ZE =y — fﬂ—_f !

dr Yo -1

Integraci obdrzime

1 1
——=—Inflzx-1)+C, dkud )= — .

, nfr ) + odku y(x) hr-1)-C
Dosadime-li do ziskaného obecného fedeni z poéiteéni podminky x = 2, y = —1,
bude

1 .

Nyni muzeme zapsat hledané fedeni poéiatecni tilohy:

1
uplr) = M1 -1

1. Reste ndsledujici separovatelné rovnice:
a) y'sinr = yeosx,

b) ?y' -y =1,

c) 2eyy’ = x + 2,

d) (x+y)y' =1

3. Uréete partikularni fefeni rovnic pfi zadanveh podminkach:
aly' +e¥ =0, y(0)=0,
bl (z+yly' =x—y, w5 =2

Reseni:

1. a) y = C.sinz, by =tg(C — :—‘_]I, )y =x+42Inz + C,
d)y—In(z+y+1)=0C.

2.a)y=—5ie b) y = ze“H, c)y =z(lnz+ C)*.

3.a) y=In(l1-x), b) #* — 2ry — y* = 1,



