13. hodina (MA2-E)

Diferencialni rovnice

1) Metoda variace konstanty (opakovdni)

1. Najdéte obecné feseni:
o
a)y —y=e",

P 2
—— 1 = I~

b) '

T

;o a i i >
c) (z° + 1)y — 2zy = 2°

2. Urcete partikularni fefeni rovnic pii zadanyeh podminkach:
a) vy —y =7, y(d) =12,

b) ¥+ yeotgr =1, y(%) =0,

. ,
) ry +ry=Inr. yf )= 'J

Reseni:
1. a) y = Ke" + ™, b}y = Kze® — 2% — r,
c)y = K(z* 4 1)+ (r? 4 1){x = arctg ).

2. a) y = 2x/r — 1, b} y = cotg r, o) y= Hpt



2) Linedrni diferencidlni rovnice 2. Fadu

Definice 9.1.1.

Linearni diferencidlni rovnice (LDR) druhého fadu ma tvar

as(z).y" () + a1(z).y'(z) + ap(z).y(z) = b(z) ,

kde funkce (nebo konstanty) ag(z), ay(x), as(x) jsou koeficienty rovnice
a funkei b(x) nazyvdme pravou stranou rovnice. Je-li na néjakém intervalu
b(xz) = 0, jedna se o zkracenou (homogenni) LDR, je-li b(z) # 0, hovoiime

o rovnici nezkracené (1iplné).

Stejné jako v minulém ptipadé, i zde budeme zkrdcenou rovnici nazyvat homogenni.

Véta 9.1.3.

Jsou-li (), ya(x) dvé linedrné nezavisld feSeni zkracené rovnice

"
1

az(x).y"(z) + ay(z).y (x) + ag(x).y(z) =0,

mé jeji obecné FeSeni tvar y(z) = Ciy(z) + Coya(z), kde Cy, Cy jsou libovolné

konstanty.

Dikaz: Dosadime-li predpokladané obecné feeni do levé strany rovnice, obdrzime

jednoduchym usporadanim éleni tvar

Cilag.y) + ay.yy + ag.y1) + Colaz.ys + ay.ys + ap.ys) .

Protoze kazda z funkel y(z), y2(x) je feSenim rovnice, jsou éleny v zavorkéach

nulové a tedy cely vyraz rovnéz. To znamena, ze tvrzeni véty plati.




3) Linedrni diferencidlni rovnice 2. Fadu s konstantnimi koeficienty

Zameéerime se na zkracené rovnice druhého radu s konstantnimi koefi-

cienty, jejichz obecny tvar je
as y'(z) +a; ¥ (z) + ag y(z) =0,

kde ag, a;, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze

existuji feSeni této rovnice ve tvaru

y(z)=e

kde r je zatim nespecifikovana konstanta. Snadno uréime derivace
y'(z) = re™

které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem e™ dostavame

s 7‘2-1-:11 r4+ag=10,

coz je kvadraticka rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamena, ze funkce
y(x) = e"* bude fesenim diferencidlni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude Feenim

prislusné algebraické rovnice.

Definice 9.2.1.
Kvadratickou rovnici a; r? + a; r + ap = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferencidlni rovnice as y"(x) + a1 y'(z) + ap y(z) =0 .




Veéta 9.2.1.

Meéjme linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
az y'(z) + a1 y'(x) + ao y(x) =0,

s charakteristickou rovnici  as r2 + ay v + a9 = 0.
(a) Ma-li charakteristickd rovnice dva ruzné redlné kofeny 1y, re, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y, = e"*, ¥y, = ™% a jeji obecné reseni

je

y= Cie"* 4+ Ce™, (), C5€eR.

(b) Ma-li charakteristicka rovnice dvojnasobny redlny kofen r, ma diferencialni

rovnice fundamentdlni systém y, = e"*, yo = xe"™ a jeji obecné redent je
y=0C1e"+Coxe™ =€ (C, +Coz), Ci, CLER.

() Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r, = a £ i3, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y, = e cos Jr, y» = e** sin fAr a jeji

obecné feseni je

y=Ce*cosfBx +Cee*sinfzr, C), CoeR.

Priklad 9.2.1. Najdéte obecné feSeni rovnice y” — y' — 2y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r> —r — 2 = 0 md kofeny r, = 2, r, = —1.

2r

Fundamentalni systém tvori funkce y; = ™, y2 = e™*, obecné feseni ma tvar

ylr) =Cr e +Cye”

Priklad 9.2.2. Najdéte obecné feSeni rovnice 3" — 4y’ + 4y = 0.



ReSeni: Charakteristickd rovnice r? — 4r 4+ 4 = 0 ma dvojnasobny kofen r = 2.
Fundamentalni systém tvoii funkce y; = e?*, y» = xe’®, obecné feSeni napiSseme

napiiklad ve tvaru

y(z) = Cy e + Cy ze™ .

Piiklad 9.2.3. Najdéte obecné fedeni rovnice y” — 6y’ + 13y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r? — 6r + 13 = 0 ma komplexné sdruzené
koteny ry 2 = 3£ 2i. Fundamentalni systém v redlném oboru budou podle tvrzeni

dz

(¢) predchozi véty tvorit funkce 3y, = e ed®

cos 2z, Yo = sin 2x, obecné Teseni

zapiSeme ve tvaru

y(z) = Cy * cos 2z + Che™ sin 2z.

Priklad 9.2.5. Najdéte obecné feSeni rovnice y” + 9y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r? + 9 = 0 ma kofeny ry = 3i, ry = —3i. Fun-
damentalni systém tvoii dvojice y; = cos 3z, y» = sin Jz, obecné feseni je jejich
linearni kombinaci:

y(x) = Cycos 3z + Cysin 3z .

2. Najdéte obecna teSeni rovnic s konstantnimi koeficienty:
a) dy" —y =0, b) y" + Ty" + 10y = 0,
c) 4y +y =0, d) y" + 8y + 25y = 0.
3. Reste pocateéni 1ilohy:

a)y" —y' —12y=0,  y(0)=5, y(0) = -1,

b)y"+y=0, y(r)=y'(r)=2,
c)y'+4y' =0,  y(0)=0, y(0) = -12.



Reseni:
2.0)y= Cict +Coe%,  b)y= Cre 4 Gy,
c)y=0Ch cos 5 + Casin 3, d) y = e=*%(C, cos 3z + Cysin 3z).

3.a)y=2e"+3e%  b)y=—2cosz—2sinz, ¢)y=3e -3



