14. hodina (MA2-E)

Opakovani minulé hodiny

Linearni diferencialni rovnice 2. Fradu s konstantnimi koeficienty

Zameérime se na zkracené rovnice druhého radu s konstantnimi koefi-
cienty, jejichz obecny tvar je
az y'(z) + a1 y'(z) +ao y(z) =0,

kde ag, a;, as jsou realné koeficienty. Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze

existuji feSeni této rovnice ve tvaru

kde r je zatim nespecifikovana konstanta. Snadno uréime derivace

y((.]‘?:l =re .E_f”(-"fj — _rzeil‘:l‘

které dosadime do puvodni rovnice. Po vydéleni vyrazem e™ dostavame
2
as v+ ayr+ag =10,

coz je kvadraticka rovnice pro neznamou r. Tento vysledek znamena, ze funkce
y(x) = e’ bude fesenim diferencidlni rovnice pravé tehdy, kdyz r bude FeSenim

prislusné algebraické rovnice.

Definice 9.2.1.
Kvadratickou rovnici as r? + a; r + ap = 0 nazyvame charakteristickou

rovnici diferenciilni rovnice az y"(x) + ay y'(z) + ap y(z) =0 .




Veéta 9.2.1.

Meéjme linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
az y'(z) + a1 y'(x) + ao y(x) =0,

s charakteristickou rovnici  as r2 + ay v + a9 = 0.
(a) Ma-li charakteristickd rovnice dva ruzné redlné kofeny 1y, re, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y, = e"*, ¥y, = ™% a jeji obecné reseni

je

y= Cie"* 4+ Ce™, (), C5€eR.

(b) Ma-li charakteristicka rovnice dvojnasobny redlny kofen r, ma diferencialni

rovnice fundamentdlni systém y, = e"*, yo = xe"™ a jeji obecné redent je
y=0C1e"+Coxe™ =€ (C, +Coz), Ci, CLER.

() Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r, = a £ i3, ma dife-
rencialni rovnice fundamentalni systém y, = e cos Jr, y» = e** sin fAr a jeji

obecné feseni je

y=Ce*cosfBx +Cee*sinfzr, C), CoeR.

Priklad 9.2.1. Najdéte obecné feSeni rovnice y” — y' — 2y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r> —r — 2 = 0 md kofeny r, = 2, r, = —1.

2r

Fundamentalni systém tvori funkce y; = ™, y2 = e™*, obecné feseni ma tvar

ylr) =Cr e +Cye”

Priklad 9.2.2. Najdéte obecné feSeni rovnice 3" — 4y’ + 4y = 0.



ReSeni: Charakteristickd rovnice r? — 4r 4+ 4 = 0 ma dvojnasobny kofen r = 2.
Fundamentalni systém tvoii funkce y; = e?*, y» = xe’®, obecné feSeni napiSseme

napiiklad ve tvaru

y(z) = Cy e + Cy ze™ .

Piiklad 9.2.3. Najdéte obecné fedeni rovnice y” — 6y’ + 13y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r? — 6r + 13 = 0 ma komplexné sdruzené
koteny ry 2 = 3£ 2i. Fundamentalni systém v redlném oboru budou podle tvrzeni

dz

(¢) predchozi véty tvorit funkce 3y, = e ed®

cos 2z, Yo = sin 2x, obecné Teseni

zapiSeme ve tvaru

y(z) = Cy * cos 2z + Che™ sin 2z.

Priklad 9.2.5. Najdéte obecné feSeni rovnice y” + 9y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice r? + 9 = 0 ma kofeny ry = 3i, ry = —3i. Fun-
damentalni systém tvoii dvojice y; = cos 3z, y» = sin Jz, obecné feseni je jejich
linearni kombinaci:

y(x) = Cycos 3z + Cysin 3z .

2. Najdéte obecna teSeni rovnic s konstantnimi koeficienty:
a) dy" —y =0, b) y" + Ty" + 10y = 0,
c) 4y +y =0, d) y" + 8y + 25y = 0.
3. Reste pocateéni 1ilohy:

a)y" —y' —12y=0,  y(0)=5, y(0) = -1,

b)y"+y=0, y(r)=y'(r)=2,
c)y'+4y' =0,  y(0)=0, y(0) = -12.



Reseni:

2.a) y = Cle? + Che 7, b) y = Cie 2 + Che 52,
c)y="Cicos5+ Casing, d)y= e~ 4 (' cos 3z + Cysin 37).
3.a)y=2e**+3e*, b)y=—-2cosz—2sinz, ¢)y=3e ¥ 3.

Linearni diferencialni rovnice 2. radu s konstantnimi koeficienty se specialni
pravou stranou

MUZE BYT VE ZKOUSKOVE PiSEMCE!

Naucili jsme se Fesit rovnice tvaru:

Mo Fr PR
as Ylx)+ay ylx)+ag ylx)=10,
Ted budeme fesit rovnici tvaru:
. o ! ) F " ry b}
as{x).y’ + aml(x).y + aplz).y = blx)

kde b(x) # 0 a a,(x), a;(x), ag(x) jsou konstanty.
Postup bude nésledujici:

e Nejdfive uhddneme podle urcitého receptu (ddle), jak bude vypadat urcité specialni
(partikuldrni) feseni diferencialni rovnice.

e Pak vyreSime rovnici homogenni (na pravé strané je nula) jiz zndmymi postupy.

e Nakonec se¢teme homogenni a partikularni feSeni a dostaneme obecné reseni
rovnice.

Jak mlze vypadat partikuldrni feSeni rovnice vyse?

1) b(x) = P,(x) - e**

kde P,,(x) je polynom stupné m (nejvyssi mocnina je x™)
Pak specialni feSeni ma tvar:

Yp = xkeaxplm(x)
kde P',,(x) je néjaky polynom stupné nejvySe m (obecné ne stejny jako
P, (x)) a k je ndsobnost Cisla a v charakteristické rovnici. Pokud a neni
kofenem rovnice, je k = 0 a x* = x° = 1. Uré&ime polynom P’,,, (x).



2) b(x) = e** (P,;1(x) - cos Bx + P,,5(x) - sin Bx)

kde P,,,1(x) a Pp,»(x) maji maximalni stupen m (tzn. nejvyssi z obou
polynomU ma stupen m).
Pak specialni reSeni ma tvar:

Vp = x%e® (Py3(x) * cos Bx + Py (x) - sin fx)

kde P,,5(x) a P,,4(x) je néjaky polynom stupné nejvySe m (obecné ne
stejny jako P,,,1(x) a P,,,5(x)) a k je nasobnost kofene a + i
v charakteristické rovnici. Pokud a + iff neni kofenem rovnice, je k = 0 a

x* = x% = 1. Uré&ime polynomy P,,3(x) a P4 (%).

Pozn: pfipad
e - P,1(x) " cosfx

se nemusi diskutovat zvlast, staci zvolit P,,,,(x) = 0.

Piiklad 9.4.2. Najdéme obecné feseni rovnice y" — 4y’ — S5y = 5 — 6.

ylr)=Che™ 4+ Che™ —ax 42,

Priklad 9.4.3. Najdéme obecné fedeni rovnice 4" — 4y’ — 5y = 26 cos z.

i

ylr)=Ce™ + Coe™" — Jcosr — 2sinx .



Priklad 9.4.4. Najdéme obecné feSeni rovnice y" — y' — 12y = Te—3*,

Redeni:
y(x) =g+ v(r) = Cre' + Cre™™ — e

Dalsi ulohy

—3=

1. Najdéte obecné feseni rovnice y" + 5y° + Gy = b{x), je-li

a) b(x) =x* 4+ br — 3,

b) b(x) = re™™,

2. Najdéte obecné feseni rovnice 3" — dy' + dy = b(z), je-li

a) b(z) = 2* + 1,
3. Najdéte obecna feseni rovnic:

a) y" — 2y" + 10y = 26 sin 2,

1.y = Cre ™™ + Cae™* + v(x), kde
a) v(r) = 2;(92* + 30z — 55),
2.y = C1e® + Cyre?™ 4+ v(x), kde

a) v(r) = (2% + 627 + 9z + 8),

b) b{z) = (x + 1)e".

b) 4y" — 4y’ + y = 17 cos 2x.

b} v(r) = (%Tg - .T) e

b} v(r) = (= + 3)e".

3.a)y=e"(Crcos3r + Chsindz) + 2cos2x + Jsin 2,

'I

&

h)y = (hes + (he 7 — i

=1

cos 2 — % sin 2.



