6. hodina (MA2-E)

Vypocet inverzni matice pomoci determinantu

1. Determinant matice A; nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;.

2. Soucin (-1)'7. det A nazyvame algebraickym doplitkem prvku a; a znacime

Véta 2.4.1.

Necht’ A je regularni matice fadun>2a A" je matice utvofena z algebraickych dopliikii

A, prvkii ax € A. Pak plati

= 1 £.T
= (AY.
deia )

Matici (A")" nazyvame adjungovanou matici k matici A a zna¢ime ji A, tedy

Al = A
detA
3 20
Priklad Urceme inverzni matici k matici A =5 4 1
1 2 5
Re¥eni:
320
det A=(5 4 1 =6=# 0= matice A je regularni
1 2 5




A=t o oan = 1‘=—24 AL = 4‘= 6
25 15 )
A= =m0 AL = 2|=15 AL =) §‘=—4
A= Va2 AL =) U‘=—3 AL = (e[ 2‘= 2
4 1 : 51 5 4
18 -24 6
A =|-10 15 -4/,
2 -3 2
18 -10 2
A=A =|-24 15 -3/,
6 -4 2
18 -10 2
Al =Ll24 15 3
ol 6 4 2
1. Vypotitejte inverzni matici A k matici A a proved'te zkousku:
a)A=(_3 5)3 b)A:[ 1 —2)1 C}A=(0 4}
6 —4 -3 -1 6 8
0 1 -1 3 -2 1 4 0 0
dA=]1 0 -1, e A=|2 0 -1], HA=|2 -1 1],
0 -1 1 1 -3 3 1 0 2
00 1 11 1 [2} i 21 _?
g A= |01 0] hyA=[11 0], DA=| 0 o,
1 00 100
1 -1 1 0



2. Reste rovnici pro neznamou matici X:

[2 —3} [12 ?J
a) X = 3 b)
1 4 -16 9
[4 ?J [—? —IJ
c) X . = s
1 -2 9 12
o) 305 ) ol
e) X . = , )
3 2 5 -3 3 -1

;

d) x.[

2 3
4 2

OJ
. X
2
-1
2

3
-1

o

2 3
1_ 19 18 211 =2
a) A 1) b) A _?(_3 _J, c)
3 6
3 -3 =2
d) A neexistuje (det A =0), e)A'= |7 -8 5|, DA'=
6 -7 -4
00 1 0 0 1
gA'=1[0 1 0], A =[0 1 -1},
1 0 0 1 -1 0
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Vlastni cislo a vlastni vektor

Definice 2.6.1.

Necht A = (a;) je matice fadu n, kde a;; € C. Cislo L e C se naz{va vlastni nebo

charakteristické ¢islo matice A, jestliZe existuje nenulovy vektor x e C" tak, Ze

A . x = A x. Vektor X se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor pfislusny k i.

Priklad Necht

A - (1 _zlJ ; “z@
T ()G

To znamena, Zze A = 3 je vlastni Cislo matice A a x=(2, l)Tje vlastni vektor pfislusny k A =

= 3. Zieymé také kazdy nenulovy nasobek vektoru X je vlastnim vektorem

A.x = iLx, (1)

Rovnici (1) miZeme zapsat ve tvaru
A-LE)X =0,

coz piedstavuje soustavu homogennich rovnic

(a, —A)x, + a,X, + .. + a,x, =0
a, X, + (anp-A)X, + .. + a, x, = 0
a x, + a,X, + .. + (a —4)x,6 = 0

ktera ma netrivialni feseni, prave kdyz det (A - AE) = 0. Vypolteme-h pfedchozi determinant,
ziskame polynom p(2) stupné n. Tento polynom se nazyva charakteristickym polynomem a
rovnice det (A - LE) = 0, charakteristickou rovnici matice A. Re$enim rovnice p(i) =0 jsou

vlastni ¢isla matice A. Tak dostaneme n, ne nutné riznych, vlastnich ¢isel matice A.



Priklad  Uréeme vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice

2 =3 1
A=|1 =2 1]
1 -3 2
Reseni
2-A -3 1
Charaktenisticka rovmce ma tvar 1 S — 1 | = 0.

Dostaneme (2 - A)(-2 - AN2 -2) - 6 - (-2 - L) + 6(2 - &) = 0, t.].
AR -1 = 0.

Vlastni ¢isla matice A jsoud, =0, b =4s= 1.

Nalezeni vlastnich vektoril pfislusnych k vlastnimu ¢islu &, = 0 pak vede k feSeni soustavy
rovnic
A-0LE)x=0.

coZ Je soustava

2-0 3 1 X, 0
1 =2-0 1 x,| =0,
1 -3 2-0/\x, 0
tj.
2%, - 3x, + x, = 0
X, = 2x, + x, = 0.
X, = 3x, + 2x, = 0

PouZitim Gaussovy elimmacéni metody zjistime, Ze ekvivalentni soustava ma tvar

2, = 3x, + x, = 0
- X, + x, = 0
Polozime x; =1 adostaneme x; = X3 = X3 = t. Reeni soustavy je tedy tvaru

x =(ttt), teC.



Podobné pro vlastni &islo 4; = A; = | budeme fesit soustavu

A-1.LE)x=0o,
coZ je soustava

2-1 -3 1)(x 0
1 -2-1 1 ||x,| =]0],
1 -3 2-1 1k, 0

atd.

Priklady:

1. Najdéte vlastni ¢isla a k mim pfisluiné vlastni vektory matice:

[3 2} b 6 - ] (3 —1 ]
Dy ) V53— AT

. 01 0 111 12 1
e)[23],n 001/, lo21. n o3 1.
00 0 00 1 05 -1
200 0
4 -5 1 “2 0 1
Hhl1 0 -1 ) l{]lk)uzuu
! > ] ’ 00 3 0
0 1 -1 01 -1
000 4
3000
4100
) .
00 2 1
00 0

2. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujicich matic:

Az[é —63]
p=[; 3
Reseni

. a)h=5x=(tL0) h=-1, Xx=(t.-20", B)A, =3, x=(430) =2, x=(1),
h=m=2, x=(tL1), A =3+4,x=2i, ) h=3-4i, x=(2it, 1),

ey =2+1, x=(L (1 +)0) " 2=2-1, x=(t,(1-D))", D =ha=h:=0,



x=(0,0), @ =2, x=(t,,0):h=h;=1, x=(r,5,-5) , h) =1, x=(10,0);
=4 x=(tLt,);0:=-2, x=(-t,t.50, DA =2, x=(7t, 3t, )'; ha =1,

x=03t2t 0 =0 x=(Lt ), DAh=h=hi=-1,x=(,0,0)", k)&, =22 =2,
x=(r,s0,0054:=3 x=(0,0,t,0); hs=4, x=(0,0,0,0)"; ) r, =3,
X=(1,2,0,0), %=1, x=(0,1,0,0): s =hs=2,x=(0,0,1,0)",

vidy pror,s,t € C.

Kombinatorika

Ffiklad
U stanku nabizeji &tyfi druhy zmrzling a i polevy. Kolik riznych zmrzlin s polevou lze wytvofit, jestliZe

nechceme michat vice druhl ani vice polev?

Kombinatorické pravidlo soucinu:

Pocet viech uspofadanych k-tic, jejichZ prvni &len lze vybrat my zphsoby, druhy Elen po vybéru
prvniho €lenu ne zplsoby atd. aZ kty Elen po vybéru viech pfedchazejicich Elend ng zphsoby, je
TOVEN 11y * 13 - . ..« T

Priklad

Kolik riznych uspofadanych dvojic &isel miZeme dostat, kdyZ hodime dvakrat kostkou = jednim aZ Zesti oky na
jednotlivych sténach?

Kombinatorické pravidlo souctu:

Jsou-li Ay, As, ..., A, konzéné mnoZiny, které maji po fadé py, Py, ..., P, prvkd, a jsou-li kazdé
dvé disjunkini, pak pocet prvkd mnoZiny 4; U Ay U...U A, jerovenp, +ps +...+p,.

Pfiklad

Do tiidy chodi 28 Zakd. Devét z nich jezdi do Skoly autobusem a tfi vozi do Skoly rodice autem. Kolik Zaki
z této tiidy chodi do Skoly pésky, jestliZe nikdo nepouZiva na cesté do Skoly jiny dopravni prostiedek?



Pfiklad
V jedné tfidé, ve které kaZdy Zak ovlada aspon jeden ze dvou jazykd (angliétinu nebo néméinu), hovofi 25 Zaka
anglicky, 16 Zakd némecky a 7 Zakd hovofi obéma jazyky. Kolik Zakd chodi do této tiidy?

Priklad

Pfi matematicke soutéZi fedili Zaci tfi ulohy; oznacme je A, B, C. Ze stotyficeti soutéZicich vyfeSile dlohu A
osmdesat, Ulohu B sedmdesat a dlohu C padesat soutéZicich. Pfitom dlohu A a zaroven B vyTesilo &tyficet
soutéZicich, dlohu B a zaroven C tficet soutéZicich a stejné tak i dlohu A a zaroven C vyfeilo tiicet soutéZicich.

Viechny tfi dlohy vyFedilo dvacet soutéZicich. Kolik soutéZicich nevyfesilo ani jednu dlohu?

Zapis n! ¢teme n-faktorial nebo také faktoridl ¢isla n, oznauje souin viech piirozenych Cisel

meniich nebo rovnych n.
Vypocet faktoridlu: nl=n(n—-1)}n-2)(n-3)---3-2-1,

nl=n(n —1)(n—2)--(n - k)l 0=1.

Variaci bez opakovini £-té tfidy z n prvki nazyviame kazdou uspofadanou k-prvkovou

podmnozinu n prvkoveé zikladni mnoZiny M.

|
V,(n) =—2= 0<k<n, (kneN)

Pocet variaci bez opakoviani : .
(n—k)!

k-¢lenna variace z n prvki je uspofddand k-tice sestavena
z téchto prvki tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pro ilustraci uvedme viechny t¥i¢lenné variace ze étyf prvki a, b,
c, d:
(a,b,¢), (a,c,b), (ba,c), (bec,a), (c,a,b), (cb,a),
(a,b,d), (a,d,b), (ba,d), (b,d,a), (d,a,b), (d,b,a),
(a,c,d), (a,d,c), (c,a,d), (c,d,a), (d,a,c), (d,c,a),
(b,¢,d), (b,d,c), (¢,b,d), (c,d,b), (d,b,¢c), (d,c,b).



uspofadand 1. 2. (k— 1)-ni k-t§
k-tice: ¢len clen iR ¢len ¢len
moznosti vybéru T 1 1 1
z n prvkil: n n—1 n—-(k-2 n-(k-1)

Podle kombinatorického pravidla souéinu je podet viech téchto
uspofadanych k-tic roven sou€inu

nn—1)n-2)...n—(k—1) =nn—1)(n—-2)...(n =k +1)

~ Podet V/(k,n) viech k-lennych variact 2.0 prvki je
V(k,n)=n(n - 1)(9 & 2) saln=k+ 1)

Priklad 6.2.1. Zapiite variace bez opakovini 2.tfidy a urCete jejich pocet, je-li zdkladni
mnoZina M = {1,23}.

Re¥eni:  V,(3):  (1.2),(13) (2.3).(21).(3.1). (3.2),

3320

V,(3) = _
:6) (3-2) 1

6.

Priklad 6.2.2. Jsou dany cifry 1, 2,3, 4 5. Kolik trojeifernych isel lze z nich sestavit,
jestlize se cifry neopakuji ?

5. Pomoc! podilového kritéria roahodnite o konvergenci fad:®

2. 5! o | A LR e n!
® X5 ® 2y @ Ygw @ 2w
RN o 134 (In=1) 3\
(e) WZ;(,‘,),. (f )1 s (%) "2;‘,““7»' (h) &ehan

6. Pomoci odmoeninoveho kritéria rozhodndte o konvergenci fad:

=, 1 " g~ nv3a . < n n
(@) 2-‘vln"(n+2)' (b) Lurnm (2n+l)' (<) Z(?n+l) !

ne=l n=l ne=l
@ Fwerr (55), © SR @ B






