9. hodina (MA2-E)

Hledani extrémi funkce vice proménnych

Definice 6.1.2.
Rekneme, ze bod A € B" je staciondrnim bodem funkee f: R* 2 D i — R,

jestlize

3
rf{*ﬂ =0, i=12..., n.
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Véta 6.1.1.
Necht f : R" 2 Dy — B ma v bodé A lokalni extrém a necht v tomto bodé
existuji vsechny parcialni derivace funkce f. Pak bod A je stacionarnim bodem

funkece f.

Pozndmka: stacionarni bod je pouze nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému, nikoli
postacujici. Tzn. funkce nutné nemusi mit ve staciondrnim bodé extrém.
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hlavni determinanty matice parcialnich derivaci druhého fadu. Pak pro stacionarni

drdy "

bod A funkee f plati:

1. Je-li Iy = 0 A Dy = 0, pak ma funkee f v bodé A ostré lokalni minimum,

[

Sde-li Dy < 0A Ds == 0, pak ma funkee f v bodé A ostré lokalni maximum,

. Je-li D < (), pak pro funkei f v bodé A extrém neexistuje.

]



Véta 6.1.3.
Nechf funkce f : R* 2 D; — R je na okoli bodu A = [z, yp] dvakrat spojité

diferencovatelna. Necht bod A je jeji staciondrni bod. Jestlize
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pak ma funkce f v bodé A ostry lokalni extrém. Je-li navic I, = S (A) =0,
o
jedna se o ostré lokalni minimum, je-li D, = {T'z (A) < 0, jedna se o ostré

lokalni maximum.

Pozndmka

V pripadé, Ze Dy = 0, nelze o existenci lokdlniho ertrému rozhodnout. Tento

problém lze v nékterych pripadech resit tak, Ze vysetFime lokalni chovdni funkce

f na okoli bodu A.
Priklad 6.1.1. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = ©* — 3zy + 3.

Reseni: Funkce je definovand na celém B2, D ¢ = R% Postup feSeni lze
rozdélit do nasledujicich kroku:

1. Uréime parcidlni derivace funkee f prvniho fadu:

.r']'f af
= -3 — =- by.
P = 3r° n E» ir + 6y
( )
2. Parcialni derivace polozime rovny nule. tj. {i—f =, i}f = (). Dostaneme
T dy

tak soustavu rovnic pro stacionarni body funkee f.

3% — 3y =0,

—3dr + 6y = (.



3. Soustavu rovnic pro stacionarni body vyfesime. Ze druhé rovnice vyjadiime

r a dosadime do rovnice prvni.

r=2% = 3()?-3y=0= 12" -3y=0= y(dy—1) =0 =

].
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4. Uréime matici parcialnich derivaci druhého fadu funkce f,
&f. &Ff
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5. Do matice ) postupné dosadime jednotlivé stacionarni body (tzn. r-ovou
souradnici stacionarniho bodu za x, y-ovou souradnici staciondrniho bodu za y).
0 -3 3 -3
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6. Vypoéitame determinanty D,, D> pro matice Q(A;), Q(A2). Hodnoty de-

terminantu rozhodnou o charaktern extréma.

Stac. bod A; | D, D> extrém z = f(A;)
A, =[0,0] 0 -9 < () extrém neexistuje
A = [%, ﬂ 3>0| 9=0 |ostré lokdlni minimum z = "Tlé

Priklad 6.1.3. Urcete lokalni extrémy funkce

flz.y)=2*+ .



Reseni: Definiénim oborem funkee f je D r =R
1. Uréime parcialni derivace funkee f.

af L. Of .,
il dy

2. Parcialni derivace polozime rovny (), dostavame soustavu rovnic pro sta-

clonarni body,

3. ReSenim soustavy je jediny staciondrni bod A = [0,0].

4. Uréime matici parcialnich derivaci druhého fadu,

2f  9f
Q= ox?  dxdy _ 6x 0O
*f  f 0 6z

5. Do matice €} dosadime stacionarni bod,

non
()=
0n 0
6. Determinant Dy = 0, I} = 0. NemuZzeme o existenci extrémm rozhod-

nout. Oviem jaka bude funkéni hodnota v bodé A7 Dosadime soufadnice bodu A
do funkéniho predpisu funkee f, tedy f(A) = 0. Jak se funkee chova na okoli bodu
A =1[0,0]. Kdyz dosadime za r a za y zdpornd ¢isla, hodnota z bude zdporna, tj.
z < f(A). Pokud za = a y do funkéniho predpisu dosadime kladna éisla, hodnota
z bude kladnd, tj. z = f(A). Na libovolném okoli bodu [0, 0] existuji body, je-
jichz funkéni hodnota je vétii nez f(A), ale zdroven existuji body, jejichz funkéni

hodnota je mensi nez f(A). V bodé A = [0, 0] extrém neexistuje.



l:llnhy k samostatnému fFeSeni
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10. Naleznéte lokalni extrémy funkee f(zx,

y) =a + 6z + 3y° — 12y + 11,
Y) = 3zy —x + 2.

Y =1 —zy+3r+y+3.

Y) = a3 — 12z — 297 — 4y.

y) = =32+ 51 + 27 — 9.

y) =12 = 5hr+ 1y — 3.

y) =1* + 3zy — 27 — 3y + 5y + 3.
y) =1 —dry + 4x + 37 — 15y.
y) = (2* +c1:r]*u+?,r.

y) = 51'3+ x? ﬁ:r+1?f+ syt =20y.

Vysledky ulohy k samostatnému feSeni

1. Staciondrni bod: A = [-3, 2]

2. Stacionarni bod: 4 = [—%, %]

- ostré lokdlni minimum f(A) = —10.

- extrém neexistuje.

3. Stacionarni bod: A = [1,5] - extrém neexistuje.

4. Staciondrni body: A; = [2, —1] - extrém neexistuje, A, = [-2, —1] - ostré
lokalni maximum f(Az) = 18.

5. Staciondrni body: A, = [5,3] - extrém neexistuje. A; = [5, —3] - ostré
lokdlni maximum f(Az) = 5.

6. Staciondrni body: 4, = [-1,1] - extrém neexistuje, A, = [1,1] - ostré
lokdlni minimum f(As;) = —6, Az = [1, —1] - extrém neexistuje, A, = [-1,—1] -

ostré lokdlni maximum f(A,) = 6.



