
Matematika 2

doc. RNDr. Dana Černá, Ph.D.

Rozvoj lidských zdrojů TUL pro zvyšování relevance, 
kvality a přístupu ke vzdělání v podmínkách Průmyslu 4.0

CZ.02.2.69/0.0/0.0/16_015/0002329

Mechatronika



VEKTOROVÉ PROSTORY

• Definice vektorového prostoru

• Př́ıklady vektorových prostor̊u

• Lineárńı kombinace a lineárńı nezávislost vektor̊u

• Báze a dimenze vektorového prostoru

• Soǔradnice vektoru vzhledem k bázi



VEKTOROVÉ PROSTORY

Vektorový prostor je množina prvk̊u, pro které je definována
operace sč́ıtáńı vektor̊u ⊕ a operace násobeńı skalárem ⊗ a tyto
dvě operace maj́ı určité základńı vlastnosti uvedené ńıže v definici.

Tělesem T budeme v této kapitole rozumět množinu všech
reálných č́ısel R, tj. omeźıme se na p̌ŕıpad na p̌ŕıpad T = R. Prvky
tělesa T nazýváme skaláry.

Definice
Neprázdnou množinu V budeme nazývat vektorový prostor nad
tělesem T a prvky V budeme nazývat vektory, jestliže jsou na této
množině definovány operace sč́ıtáńı ⊕ : V × V → V a operace
násobeńı ⊗ : T × V → V , které splňuj́ı následuj́ıćı podḿınky, tzv.
axiomy.



a) u ⊕ v = v ⊕ u ∀u, v ∈ V , (komutativita sč́ıtáńı)

b) (u ⊕ v)⊕ w = u ⊕ (v ⊕ w) ∀u, v ,w ∈ V , (asociativita
sč́ıtáńı)

c) existuje prvek 0 ∈ V : u ⊕ 0 = 0⊕ u = u ∀u ∈ V , (existence
nulového prvku)

d) ∀u ∈ V ∃v ∈ V : u ⊕ v = 0, (existence opačného prvku)

e) α⊗ (β ⊗ u) = (α · β)⊗ u ∀u ∈ V , ∀α, β ∈ T , (asociativita
násobeńı)

f) 1⊗ u = u ∀u ∈ V , (invariance p̌ri násobeńı jednotkovým
prvkem tělesa T )

g) (α + β)⊗ u = (α⊗ u)⊕ (β ⊗ u) ∀u ∈ V , ∀α, β ∈ T ,
(distributivita násobeńı vzhledem ke sč́ıtáńı skalár̊u)

h) α⊗ (u ⊕ v) = (α⊗ u)⊕ (α⊗ v) ∀u, v ∈ V , ∀α ∈ T .
(distributivita násobeńı vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u)



Operace sč́ıtáńı ⊕ a operaci násobeńı ⊗ jsme ve výše uvedené
definici odlǐsili od operace sč́ıtáńı + a násobeńı · pro skaláry,
nap̌ŕıklad v bodech g) a e) se vyskytuj́ı oba typy operaćı.

Dále budeme použ́ıvat značeńı + a · také pro sč́ıtáńı vektor̊u ⊕
a násobeńı vektoru skalárem ⊗, protože z kontextu je vždy žrejmé,
o jaký typ násobeńı se jedná.

Př́ıklad
Definujme množinu Rn = {u = (u1, . . . , un) , u1, . . . , un ∈ R}, kde
n ∈ N. Na této množině dále definujeme operaci sč́ıtáńı

(u1, . . . , un) + (v1, . . . , vn) = (u1 + v1, . . . , un + vn)

a operaci násobeńı skalárem

α (u1, . . . , un) = (αu1, . . . , αun) .

Potom Rn spolu s těmito operacemi tvǒŕı vektorový prostor.



Př́ıklad
Pro dané n ∈ N tvǒŕı množina všech polynomů stupně nejvýše n
spolu se standardně definovanou operaćı sč́ıtáńı polynomů a
násobeńı polynomu skalárem tvǒŕı vektorový prostor.

Definice
Jestliže množiny V a W tvǒŕı spolu s operacemi ⊕ a ⊗ vektorový
prostor a W ⊂ V , potom řekneme, že W je podprostorem V .

Definice
Jestliže V je vektorový prostor nad tělesem T , u1, . . . un ∈ V ,
c1, . . . , cn ∈ T , potom vektor

v = c1u1 + . . .+ cnun =
n∑

i=1

ciui

nazýváme lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, . . . un. Pokud jsou všechny
koeficienty c1, . . . , cn nulové, nazývá se lineárńı kombinace triviálńı.



Př́ıklad
Vektor (5, 9) je lineárńı kombinaćı vektor̊u (1, 2) a (2, 3), protože
plat́ı

(5, 9) = 3 · (1, 2) + 1 · (2, 3) .

Př́ıklad
Rozhodněte, zda je vektor u = (1, 6, 2) lineárńı kombinaćı vektor̊u
v = (1, 2, 3) a w = (0, 2, 1).
Zkuśıme naj́ıt reálné koeficienty c1 a c2, pro které plat́ı

u = c1v + c2w , (1)

tedy
(1, 6, 2) = c1 (1, 2, 3) + c2 (0, 2, 1) .



Tento vztah rozeṕı̌seme po složkách a dostaneme soustavu
lineárńıch algebraických rovnic

1 = 1 · c1 + 0 · c2 (2)

6 = 2 · c1 + 2 · c2
2 = 3 · c1 + 1 · c2

K řešeńı můžeme použ́ıt nap̌ŕıklad Gaussovu eliminaci. Dostaneme
1 0 1

2 2 6

3 1 2

 ∼


1 0 1

0 2 4

0 1 −1

 ∼


1 0 1

0 2 4

0 0 −3


Vzhledem k tomu, že posledńı rovnice 0 = −3 nemá řešeńı, nemá
ani soustava (2) řešeńı. Koeficienty c1 a c2 splňuj́ıćı (1) tedy
neexistuj́ı a proto vektor u neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u v a w .



Definice
Řekneme, že vektory u1, . . . , un z vektorového prostoru V jsou
lineárně nezávislé, jestliže

n∑
i=1

ciui = 0,

plat́ı pouze pro nulové koeficienty ci = 0, i = 1, . . . n.

Věta
Vektory u1, . . . , un z vektorového prostoru V nejsou lineárně
nezávislé právě tehdy, když jeden z vektor̊u lze vyjáďrit jako
lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u.

Definice
Řekneme, že množina vektor̊u {u1, . . . , un} z vektorového prostoru
V generuje prostor V , jestliže libovolný vektor v ∈ V je lineárńı
kombinaćı vektor̊u u1, . . . , un.



Př́ıklad
Rozhodněte, zda jsou vektory u = (1, 2) a v = (4, 5) lineárně
nezávislé. Zjist́ıme, pro jaké koeficienty je lineárńı kombinace
vektor̊u u a v nulová. Hledáme tedy reálné koeficienty c1 a c2, pro
které plat́ı

c1u + c2v = 0.

Rozeṕı̌seme tento vztah po složkách a dostaneme soustavu

1 · c1 + 4 · c2 = 0,

2 · c1 + 5 · c2 = 0.

K řešeńı této soustavy použijeme Gaussovu eliminaci a dostaneme(
1 4 0

2 5 0

)
∼

(
1 4 0

0 −3 0

)
.

Z toho plyne, že soustava má pouze triviálńı řešeńı c1 = c2 = 0, a
dle definice jsou vektory u a v lineárně nezávislé.



Definice
Množina vektor̊u {u1, . . . , un} z vektorového prostoru V se nazývá
báze V , jestliže jsou tyto vektory lineárně nezávislé a generuj́ı
prostor V .

Definice
Maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u v prostoru V
nazýváme dimenze V a znač́ıme dimV .

Věta
Dimenze vektorového prostoru V je rovna n ∈ N právě tehdy, když
báze V má právě n prvk̊u.

Věta
Pro n ∈ N plat́ı, že libovolná množina n lineárně nezávislých
vektor̊u prostoru V dimenze n tvǒŕı jeho bázi.



Př́ıklad
Ukážeme, že množina vektor̊u e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) a
e3 = (0, 0, 1) tvǒŕı bázi prostoru R3. Nejprve ově̌ŕıme, že jsou tyto
vektory lineárně nezávislé. Urč́ıme pro jaké hodnoty koeficient̊u
c1, c2 a c3 je lineárńı kombinace těchto vektor̊u rovna nule, tj.

c1e1 + c2e2 + c3e3 = 0.

Tento vztah rozeṕı̌seme po složkách a dostaneme soustavu

1 · c1 + 0 · c2 + 0 · c3 = 0,

0 · c1 + 1 · c2 + 0 · c3 = 0,

0 · c1 + 0 · c2 + 1 · c3 = 0,

která má pouze triviálńı řešeńı c1 = c2 = c3 = 0. Vektory e1, e2 a
e3 jsou tedy lineárně nezávislé.



Dále ukážeme, že tyto vektory generuj́ı prostor R3. To znamená, že
ově̌ŕıme, že libovolný vektor v = (v1, v2, v3) prostoru R3 je lineárńı
kombinaćı vektor̊u e1, e2 a e3. Hledáme tedy koeficienty c1, c2 a c3
takové, že

v = c1e1 + c2e2 + c3e3.

Rozeṕı̌seme po složkách a dostaneme soustavu

1 · c1 + 0 · c2 + 0 · c3 = v1,

0 · c1 + 1 · c2 + 0 · c3 = v2,

0 · c1 + 0 · c2 + 1 · c3 = v3,

která má řešeńı c1 = v1, c2 = v2 a c3 = v3. Ově̌rili jsme obě
podḿınky z definice báze a plat́ı tedy, že vektory e1, e2 a e3 tvǒŕı
bázi prostoru R3. Tyto vektory se nazývaj́ı jednotkové vektory.



Př́ıklad
Plat́ı, že vektorový prostor Rn má dimenzi n. Podobně jako v
p̌redchoźım p̌ŕıkladu lze snadno ově̌rit, že jednotkové vektory

e1 = (1, 0, . . . , 0) ,

e2 = (0, 1, . . . , 0) ,
...

en = (0, 0, . . . , 1)

jsou lineárně nezávislé. Dále podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě
plat́ı, že libovolný vektor v = (v1, . . . , vn) lze vyjáďrit jako lineárńı
kombinaci vektor̊u e1, e2, . . . , en, kde pro koeficienty této lineárńı
kombinace

v =
n∑

i=1

ciei

plat́ı ci = vi , i = 1, . . . , n. Z toho plyne, že tyto jednotkové vektory
tvǒŕı bázi. Protože je jejich počet roven n, je dimenze prostoru Rn

dle p̌redchoźı věty rovna n.



Př́ıklad
Rozhodněte, zda vektory u = (1, 2, 3) a v = (4, 7, 9) tvǒŕı bázi
prostoru R3. Vektory u a v netvǒŕı bázi prostoru R3, protože jsou
pouze dva a báze muśı obsahovat právě ťri prvky.

Př́ıklad
Rozhodněte, zda vektory u = (1, 2) a v = (4, 5) tvǒŕı bázi prostoru
R2. V p̌ŕıkladu 11 jsme ukázali, že tyto dva vektory jsou lineárně
nezávislé. Vzhledem k tomu, že jsou dva a dimenze prostoru R2 je
také dva, tvǒŕı tyto vektory bázi prostoru R2.



Definice
Jestliže B = {u1, . . . , un} je báze vektorového prostoru V a v ∈ V ,
potom c1, c2, . . . , cn nazýváme soǔradnice vektoru v vzhledem
k bázi B, jestliže v = c1u1 + c2u2 + . . .+ cnun.

Věta
Soǔradnice vektoru v ∈ V vzhledem k bázi B vektorového
prostoru V jsou určeny jednoznačně.


