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VEKTOROVE PROSTORY

Vektorovy prostor je mnozina prvki, pro které je definovana
operace s¢itani vektorli @ a operace nasobeni skaldrem ® a tyto
dvé operace maji ur&ité zakladni vlastnosti uvedené nize v definici.

Télesem T budeme v této kapitole rozumét mnoZinu vsech
redlnych Cisel R, tj. omezime se na p¥ipad na pfipad T = R. Prvky
télesa T nazyvame skaldry.

Definice

Neprazdnou mnozinu V' budeme nazyvat vektorovy prostor nad
télesem T a prvky V budeme nazyvat vektory, jestlize jsou na této
mnoziné definovany operace séitani & : V x V — V a operace
nasobeni ® : T x V — V| které spliiuji ndsledujici podminky, tzv.
axiomy.



a) udv=vdu Yu,veV, (komutativita s¢itani)

b) (udv)dw=ud(vdw) Vu,v,w € V, (asociativita
s¢itani)

c) existuje prvek 0 € V:u®0 =04 u=u Yu € V, (existence
nulového prvku)

d) Vue Vave V:udv =0, (existence opatného prvku)

e) a® (feu)=(a-B)®@u Yue V, Ya,p € T, (asociativita
ndsobenf)

f) 1® u=u Yu € V, (invariance p¥i nasobeni jednotkovym
prvkem télesa T)

g) (a+p)@u=(a@u)®(Bu) YueV, Va,B €T,
(distributivita ndsobeni vzhledem ke s&itani skaldri)

h) a@(udv)=(a®@u)®(a®v) Vu,ve V, Vaec T.
(distributivita nasobeni vzhledem ke s&itani vektori)



Operace s¢itani & a operaci ndsobeni ® jsme ve vySe uvedené
definici odlisili od operace s¢itani + a nasobeni - pro skalary,
napfiklad v bodech g) a e) se vyskytuji oba typy operaci.

Déle budeme pouZzivat znaleni + a - také pro s¢itani vektor(i &
a nasobeni vektoru skaldrem ®, protoze z kontextu je vzdy zfejmé,
o jaky typ ndsobeni se jedna.

Ptiklad
Definujme mnozinu R" = {v = (u1,...,un), u1,...,up € R}, kde
n € N. Na této mnoziné déle definujeme operaci s¢itani

(utyoooytun)+(vayeooyvn) = (U1 +va, oo tp+ vy)
a operaci nasobeni skalarem
a(ur,...,up) = (au,...,«au,).

Potom R"” spolu s témito operacemi tvoFi vektorovy prostor.



Priklad

Pro dané n € N tvofi mnoZina vSech polynom( stupné nejvyse n
spolu se standardné& definovanou operaci s¢itdni polynomi a
nasobeni polynomu skaldrem tvo¥i vektorovy prostor.

Definice
Jestlize mnoziny V' a W tvofi spolu s operacemi & a ® vektorovy
prostor a W C V/, potom Ffekneme, Ze W je podprostorem V.

Definice
Jestlize V' je vektorovy prostor nad télesem T, u,...u, € V,
ci,...,¢n € T, potom vektor
n
v = c1u1+...—|—c,,u,,:Zc,-u,'
i=1
nazyvame linedrni kombinaci vektorl vy, ... u,. Pokud jsou v8echny

koeficienty ci, ..., ¢, nulové, nazyva se linearni kombinace trivialni.



P¥iklad
Vektor (5,9) je linedrni kombinaci vektoril (1,2) a (2,3), protoze

plati
(5,9)=3-(1,2) +1-(2,3).

Priklad

Rozhodnéte, zda je vektor u = (1,6, 2) linedrni kombinaci vektord
v=(1,2,3)aw=1(0,2,1).

Zkusime najit realné koeficienty c; a ¢, pro které plati

U:C1V+C2Wa (1)

tedy
(1,6,2) =c1(1,2,3) + 2(0,2,1).



Tento vztah rozepiSeme po slozkdch a dostaneme soustavu
linedrnich algebraickych rovnic

= 1-q+0- (2)
6 = 2-aa+2-0
= 3-ag+l- o

K YeSeni miiZzeme pouzit nap¥iklad Gaussovu eliminaci. Dostaneme
1 01 1 0 1 10
2 2 6|~102 4 ((~]10 2 4
312 01 -1 0 0 -3

Vzhledem k tomu, Ze posledni rovnice 0 = —3 nem3 ¥eSeni, nemd

ani soustava (2) YeSeni. Koeficienty ¢; a ¢ spliiujici (1) tedy
neexistuji a proto vektor u neni linedrni kombinaci vektorli v a w.



Definice
Rekneme, Ze vektory uy, ..., u, z vektorového prostoru V jsou
linedrné nezavislé, jestlize

n
E ciuj = 0,
i=1

plati pouze pro nulové koeficienty ¢; =0, i=1,...n.

Véta

Vektory uy, ..., u, z vektorového prostoru V' nejsou linedrné
nezavislé pravé tehdy, kdyZ jeden z vektori Ize vyjadFit jako
linedrni kombinaci ostatnich vektorii.

Definice

Rekneme, Ye mnoZina vektorii {uy, ..., u,} z vektorového prostoru
V generuje prostor V/, jestlize libovolny vektor v € V je linedrni
kombinaci vektori uq, ..., u,.



Ptiklad
Rozhodnéte, zda jsou vektory u = (1,2) a v = (4,5) linedrn&
nezavislé. Zjistime, pro jaké koeficienty je linedrni kombinace
vektorll u a v nulova. Hleddame tedy redlné koeficienty c1 a ¢, pro
které plati

au—+ cov=0.

Rozepiseme tento vztah po sloZzkdch a dostaneme soustavu

l-ag+4- 0 = 0,
2-aa+b5-0 =

K YeSeni této soustavy pouZijeme Gaussovu eliminaci a dostaneme

1 40 1 4 0
2 50 0 -3 0

Z toho plyne, Ze soustava ma pouze trividlni ¥eSeni ¢ = o =0, a
dle definice jsou vektory u a v linedrné nezavislé.



Definice

MnoZina vektorid {u1,...,un} z vektorového prostoru V' se nazyva
baze V, jestliZe jsou tyto vektory linedrn& nezdvislé a generuji
prostor V.

Definice
Maximalni pocet linedrné nezavislych vektor( v prostoru V
nazyvdme dimenze V a znadime dim V.

Véta
Dimenze vektorového prostoru V' je rovna n € N pravé tehdy, kdyZ
baze V ma pravé n prvkii.

Véta
Pro n € N plati, Ze libovolna mnoZina n linearné nezavislych
vektorti prostoru V' dimenze n tvoFi jeho bazi.



Priklad

UkdZeme, Ze mnoZina vektoril e; = (1,0,0), e = (0,1,0) a

e3 = (0,0, 1) tvo¥i bazi prostoru R3. Nejprve ovéfime, Ze jsou tyto
vektory linedrné nezavislé. Uréime pro jaké hodnoty koeficientl
c1, ¢ a c3 je linedrni kombinace téchto vektord rovna nule, tj.

c1e1 + e + cze3 = 0.
Tento vztah rozepiSeme po slozkdch a dostaneme soustavu

1-c;+0-c0+0-¢3
O-c1+1-co+0-c3
0-c1+0-co+1-c3

|
o o o

ktera ma pouze trividlni ¥eSeni ¢; = ¢ = c3 = 0. Vektory €1, e a
e3 jsou tedy linedrn& nezavislé.



Déle ukaZeme, Ze tyto vektory generuji prostor R3. To znamensa, e
ov&fime, Ze libovolny vektor v = (v1, va, v3) prostoru R3 je linedrni
kombinaci vektorli e, e a e3. Hleddme tedy koeficienty c1, ¢ a c3
takové, Ze

vV = C1€1 + ¢er + Cc3€e3.

Rozepiseme po slozkidch a dostaneme soustavu

l-cg+0-004+0-c3 = vy,
O-aa+1l-c04+0-c3 = w,
0-aq+0-c0+1-c3 = s,

kterd ma YeSeni ¢; = v1, & = v» a ¢z = v3. Ové¥ili jsme obé&
podminky z definice baze a plati tedy, Ze vektory e, e a e3 tvofi
bazi prostoru R3. Tyto vektory se nazyvaji jednotkové vektory.



Priklad
Plati, Ze vektorovy prostor R” ma dimenzi n. Podobng jako v
pfedchozim pfikladu Ize snadno ovéfit, Ze jednotkové vektory

e = (1,0,...,0),
€& = (0,1,...,0),

en = (0,0,...,1)

jsou linedrné nezavislé. Dale podobné jako v pfedchozim p¥ikladé
plati, Ze libovolny vektor v = (v1,. .., v,) lze vyjad¥it jako linedrni
kombinaci vektori e1, ey, ..., e, kde pro koeficienty této linearni

kombinace
n
vV = E (o h
i=1

plati ¢; = v;, i =1,...,n. Z toho plyne, Ze tyto jednotkové vektory
tvoFi bazi. ProtoZe je jejich polet roven n, je dimenze prostoru R”
dle pfedchozi v&ty rovna n.



Priklad

Rozhodnéte, zda vektory u = (1,2,3) a v = (4,7,9) tvo¥i bazi
prostoru R3. Vektory u a v netvo¥i bazi prostoru R3, protoZe jsou
pouze dva a bdze musi obsahovat pravé tfi prvky.

Ptiklad

Rozhodnéte, zda vektory u = (1,2) a v = (4,5) tvo¥i bazi prostoru
R?. V prikladu 11 jsme ukazali, Ze tyto dva vektory jsou linedrné
nezavislé. Vzhledem k tomu, Ze jsou dva a dimenze prostoru R? je
také dva, tvo¥i tyto vektory bazi prostoru R?.



Definice

Jestlize B ={u1,...,u,} je baze vektorového prostoru V a v e V,
potom ¢, ¢, . . ., Cp, Nazyvame soutadnice vektoru v vzhledem

k bazi B, jestlize v=ciu1 + coup + ... + chup.

Véta
Souradnice vektoru v € V' vzhledem k bazi B vektorového
prostoru V' jsou uréeny jednoznacné.



