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VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY MATIC

e Definice determinantu
e Pravidla pro vypoclet determinantu

e Definice vlastnich &isel a vlastnich vektort

Vypocet vlastnich &isel

Véty o vlastnich &islech



DETERMINANT

Permutaci prvkd mnoziny M = {1,2,..., n} nazyvame
usporadanou n-tici prvkd z mnoZiny M, ve které je kazdy prvek
obsaZen pravé jedenkrdt. MnoZinu v8ech permutaci mnoZziny

M ={1,2,...,n} budeme znatit S,,.

Inverzi permutace 7 = (i1, i, ..., i) nazyvame dvojici (ix, i), kde
k<laig>i.

Znaménko permutace 7 definujeme jako 1, jestlize je po&et v&ech
inverzi permutace 7 sudé &islo, a jako —1, pokud je pocet viech
inverzi permutace 7 liché &islo, Znaménko 7 znadime sgn .

Determinant matice A € R™ " je definovéan jako &islo

E SgN T aij azi, - - - dni,-
7=(i1,i2,--,in) ESn

Determinant matice A zna&ime det A nebo také |A|.



Pro n =1 mame jedinou permutaci (1), jejiz znaménko je 1, takze
pro matici A = (a11) plati |A| = a131.

Pro n =2 mame permutace 71 = (1,2) a m = (2, 1), p¥itemz
sgnmy = 1 a sgnmp = —1. TakZe plati

a1l a1
= da114a22 — a214d12.

a1 ax



Pro matici
a11 a12 a3
A=laxn ax ax
d31 d32 433

dostaneme rozepsanim definice tzv. Sarrusovo pravidlo, tj.

\A\ = a11a22333+313821332+312323831 —313322331 —a11323332— 3124821 333.

permutace inverze znaménko ¢len
(1,2,3) 1 +ai1axass
(3,1,2) (3,1),(3,2) 1 +aj3azias
(2,3,1) (2,1),(3,1) 1 +aipax3as
(3,2,1) |(3,2),(3,1),(2,1) -1 —a13a22a31
(1,3,2) (3.2) -1 —a11323332
(2,1,3) (2,1) -1 —a12321233




Budeme pouzivat znaceni:

ajj - prvek matice A v j-tém ¥adku a j-tém sloupci

A - matice, kterd vznikne z matice A, pokud vynechame i-ty
Fadek a j-ty sloupec

Djj = (—1) |Aj| - tzv. algebraicky dopln&k prvku a; v matici A

Véta (Rozvoj determinantu podle ¥adku nebo sloupce)
Pro matici A € R"" a libovolné r € {1,2,...,n} plati

n n
|A| — 5 ariDri — E airDir‘
i=1 i=1

Véta

Determinant matice A € R™" je nulovy, pravé kdyZ je matice A
J Y, yZ )

singularni.



VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY MATIC

Matice A reprezentuje linedrni zobrazeni, které vektoru x pfifazuje
vektor y = Ax.

Vlastni &isla a vlastni vektory jsou definovany pro ¢tvercové matice
a jsou to dileZité veli¢iny, které charakterizuji toto zobrazeni.

Maji Siroké vyuZiti v linedrni algeb¥e, numerické matematice,
matematické analyze, pFi FeSeni soustav linedrnich algebraickych
rovnic, pfi analyze a transformaci obrazu, popisu pohybu a dal3ich.



Definice

Jestlize A € R"*", potom ¢&islo A € R (p¥ipadn& C) nazyvdme
vlastni &islo matice A, pokud existuje 0 # x € R"” (p¥ipadn& C")
takovy, Ze plati

Ax = \x.

Vektor x se nazyva vlastni vektor p¥islusny vlastnimu &islu .

Definice

MnoZina vSech vlastnich &isel matice A se nazyva spektrum
matice A. Vlastni &islo, které je v absolutni hodnoté nejvétsi se
nazyva spektralni polomér matice.



Rovnici Ax = Ax miiZeme zapsat v ekvivalentnim tvaru
Ax —x = (A - Al)x =0, (1)

kde | je jednotkovd matice o rozmé&rech n x n. Dostali jsem tedy
homogenni soustavu (3). Tato soustava ma netrividlni ¥eSeni pravé
tehdy, kdyZ determinant matice soustavy je roven nule, tj.

det (A — Al) = 0. (2)

Vlastni &isla tedy uréime jako ¥eZeni rovnice (2).

Definice

Determinant matice A — Al je polynomem stupné n, ktery
nazyvame charakteristicky polynom. Pokud je vlastni &islo A
kofenem charakteristického polynomu ndsobnosti k, potom
fekneme, Ze (algebraickd) ndsobnost vlastniho &isla A je k.



Definice
Maximalni pocet linedrné nezavislych vektord p¥islusnych vlastnimu
¢islu X\ se nazyvd geometrickd ndsobnost vlastniho &isla A.

Véta
Matice nema nulové vlastni Cislo, pravé kdyZ je regularni.

Véta
Pokud je matice symetricka a redlnd, potom vsechna jeji vlastni
éisla jsou realna.

Véta
Jestlize z € C je vlastni islo matice A, potom Z je také vlastni
¢islo matice A.



Priklad

Urcime vlastni &isla a vlastni vektory matice

2 20
A=12 20
0 0 2

Budeme Fesit rovnici (2). Dostaneme

2 20 1 00 2—A 2
A-Xl=1|2 2 0l-A]0 1 0] = 2 2— A

00 2 00 1 0 0 2-2X
tedy
det (A — Al) (2—>\)3—4(2—>\):(2—)\)((2—/\)2—4)

2-N) (V=4 =2-N)A(\—4).



Z toho plyne, Ze det (A — Al) = 0 pro hodnoty \; =4, \, =2 a
A3 = 0. Matice A ma vlastni &isla 4,2 a 0.
Nyni vypoditdme vlastni vektory p¥islusné témto vlastnim &islim.

Podle definice je vlastni vektor nenulovy vektor spliiujici rovnici
(A= A)x =0, tj.

2—) 2 X1 0
2—A 0 X2 - 0
0 0 2—-A X3 0

Pro prvni vlastni &islo A; = 4 dostaneme soustavu

-2 2 0 X1 0
2 -2 0 X2 — 0 )
0 -2 X3 0

kterda ma nekone¢né mnoho ¥eSeni tvaru x; = ¢, xp = ¢, x3 = 0 pro
ceR



Vlastnim vektorem matice A pFislusejici vlastnimu &islu A\; = 4 je
tedy vektor

1
x*=c|1], ceR\{0}.
0

Podobné pro vlastni &islo Ap = 2 dostaneme soustavu

0 20 X1 0
2 00 x| =10],
0 0O X3 0

kterd ma nekonetné mnoho feSeni tvaru x; =0, x, =0, x3 = ¢ pro
c € R. Vlastnim vektorem matice A pf¥islusejici vlastnimu &islu
A2 = 2 je tedy vektor

0
x*=clo0]|, ceR\{0}.
1



Pro posledni vlastni &islo A3 = 0 dostaneme soustavu

2 2 X1 0
2 2 0 X2 — 0 )
0 0 -2 X3 0
kterd ma nekone¢né& mnoho ¥eSeni tvaru x; = ¢, xo = —¢, x3 =0

pro ¢ € R. Vlastnim vektorem matice A pfislusejici vlastnimu &islu
A3 = 4 je tedy vektor



P¥iklad

Ur¢ime vlastni &isla a vlastni vektory matice
1 2 1
A=|2 4 2
36 3
Dostaneme det (A — Al) = A% (8 — \). Z toho plyne, Ze matice A
ma vlastni &islo A; = 8 a dvojndsobné vlastni &islo Ao = 0.

Vlastni vektor pFislusny vlastnimu &islu A\; = 8 dostaneme jako
FeSeni soustavy

—7 2 1 X1 0
2 —4 2 X2 — 0 5
6 -5 X3 0

kterd ma nekonetné& mnoho ¥edeni tvaru x; = ¢, xo = 2¢, x3 = 3¢
pro c € R.



Vlastni vektor matice A pfFislusejici vlastnimu &islu A\; = 8 je tedy
vektor

1
x*=c|2|, ceRr\{0}.
3

Vlastni vektory pfislu§né dvojnasobnému vlastnimu &islu Ap =0
dostaneme jako feSeni soustavy

1 21 X1 0
2 4 2 X2 — 0
3 6 3 X3 0
Tato soustava ma nekone&n& mnoho feSeni tvaru x; = —2¢; — ¢,

Xp = C1, X3 = Cp pro c1,Cp € R.



Vlastni vektor matice A pf¥isluejici vlastnimu &islu A» = 0 je tedy
libovolny nenulovy vektor tvaru

x=ca| 1l ]|4+c] 0|, ca,coekR

Vlastnimu &islu A2 = 0 nasobnosti dva tedy pfFislusi dva linedrné
nezavislé vlastni vektory

a v8echny ostatni vlastni vektory pFislusejici tomuto vlastnimu &islu
jsou jejich linedrni kombinaci.



Priklad

Vypoctéte vlastni &isla a vlastni vektory matic

1 2
e
)

2 0
3 0

-6 -1
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Vysledky:
a) Matice A m3 vlastni &isla Ay =3 a A\ = —2 a jim pfislusné
vlastni vektory

B 1 B -2 R\ 0
X]=c¢ ) Xy =¢ 3 ) c € R\ {0}.

b) Matice A m3 vlastni &isla A1 =0 a Ap =5 a jim pfisluiné
vlastni vektory

—c(7? —c(} R\ {0
X]=¢ E X2 =¢ NE c € R\ {0}.

c) Matice A ma vlastni &isla \y = —1, Ay =2 a A3 =3 a jim
p¥isludné vlastni vektory
0 1 2
x1=c|0]|,xx=c|0|,x3=c|1],ceR\{0}
1 1 0



