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Mechatronika



VLASTŃI Č́ISLA A VLASTŃI VEKTORY MATIC

• Definice determinantu

• Pravidla pro výpočet determinantu

• Definice vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

• Výpočet vlastńıch č́ısel

• Věty o vlastńıch č́ıslech



DETERMINANT

Permutaćı prvk̊u množiny M = {1, 2, . . . , n} nazýváme
uspǒrádanou n-tici prvk̊u z množiny M, ve které je každý prvek
obsažen právě jedenkrát. Množinu všech permutaćı množiny
M = {1, 2, . . . , n} budeme značit Sn.

Inverźı permutace π = (i1, i2, . . . , in) nazýváme dvojici (ik , il), kde
k < l a ik > il .

Znaménko permutace π definujeme jako 1, jestliže je počet všech
inverźı permutace π sudé č́ıslo, a jako −1, pokud je počet všech
inverźı permutace π liché č́ıslo, Znaménko π znač́ıme sgnπ.

Determinant matice A ∈ Rn×n je definován jako č́ıslo∑
π=(i1,i2,...,in)∈Sn

sgnπ a1i1a2i2 . . . anin .

Determinant matice A znač́ıme det A nebo také |A|.



Pro n = 1 máme jedinou permutaci (1), jej́ıž znaménko je 1, takže
pro matici A = (a11) plat́ı |A| = a11.

Pro n = 2 máme permutace π1 = (1, 2) a π2 = (2, 1), p̌ričemž
sgnπ1 = 1 a sgnπ2 = −1. Takže plat́ı∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12.



Pro matici

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


dostaneme rozepsáńım definice tzv. Sarrusovo pravidlo, tj.

|A|=a11a22a33+a13a21a32+a12a23a31−a13a22a31−a11a23a32−a12a21a33.

permutace inverze znaménko člen

(1, 2, 3) 1 +a11a22a33

(3, 1, 2) (3, 1) , (3, 2) 1 +a13a21a32

(2, 3, 1) (2, 1) , (3, 1) 1 +a12a23a31

(3, 2, 1) (3, 2) , (3, 1) , (2, 1) - 1 −a13a22a31
(1, 3, 2) (3, 2) - 1 −a11a23a32
(2, 1, 3) (2, 1) - 1 −a12a21a33



Budeme použ́ıvat značeńı:

aij - prvek matice A v i-tém řádku a j-tém sloupci
Aij - matice, která vznikne z matice A, pokud vynecháme i-tý
řádek a j-tý sloupec
Dij = (−1)i+j |Aij | - tzv. algebraický doplněk prvku aij v matici A

Věta (Rozvoj determinantu podle řádku nebo sloupce)

Pro matici A ∈ Rn×n a libovolné r ∈ {1, 2, . . . , n} plat́ı

|A| =
n∑

i=1

ariDri =
n∑

i=1

airDir .

Věta
Determinant matice A ∈ Rn×n je nulový, právě když je matice A
singulárńı.



VLASTŃI Č́ISLA A VLASTŃI VEKTORY MATIC

Matice A reprezentuje lineárńı zobrazeńı, které vektoru x p̌rǐrazuje
vektor y = Ax.

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory jsou definovány pro čtvercové matice
a jsou to důležité veličiny, které charakterizuj́ı toto zobrazeńı.

Maj́ı široké využit́ı v lineárńı algeb̌re, numerické matematice,
matematické analýze, p̌ri řešeńı soustav lineárńıch algebraických
rovnic, p̌ri analýze a transformaci obrazu, popisu pohybu a daľśıch.



Definice
Jestliže A ∈ Rn×n, potom č́ıslo λ ∈ R (p̌ŕıpadně C) nazýváme
vlastńı č́ıslo matice A, pokud existuje 0 6= x ∈ Rn (p̌ŕıpadně Cn)
takový, že plat́ı

Ax = λx.

Vektor x se nazývá vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Definice
Množina všech vlastńıch č́ısel matice A se nazývá spektrum
matice A. Vlastńı č́ıslo, které je v absolutńı hodnotě nejvěťśı se
nazývá spektrálńı poloměr matice.



Rovnici Ax = λx můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru

Ax− λx = (A− λI) x = 0, (1)

kde I je jednotková matice o rozměrech n × n. Dostali jsem tedy
homogenńı soustavu (3). Tato soustava má netriviálńı řešeńı právě
tehdy, když determinant matice soustavy je roven nule, tj.

det (A− λI) = 0. (2)

Vlastńı č́ısla tedy urč́ıme jako řešeńı rovnice (2).

Definice
Determinant matice A− λI je polynomem stupně n, který
nazýváme charakteristický polynom. Pokud je vlastńı č́ıslo λ
kǒrenem charakteristického polynomu násobnosti k , potom
řekneme, že (algebraická) násobnost vlastńıho č́ısla λ je k.



Definice
Maximálńı počet lineárně nezávislých vektor̊u p̌ŕıslušných vlastńımu
č́ıslu λ se nazývá geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ.

Věta
Matice nemá nulové vlastńı č́ıslo, právě když je regulárńı.

Věta
Pokud je matice symetrická a reálná, potom všechna jej́ı vlastńı
č́ısla jsou reálná.

Věta
Jestliže z ∈ C je vlastńı č́ıslo matice A, potom z̄ je také vlastńı
č́ıslo matice A.



Př́ıklad
Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =


2 2 0

2 2 0

0 0 2

 .

Budeme řešit rovnici (2). Dostaneme

A−λI =


2 2 0

2 2 0

0 0 2

−λ


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


2− λ 2 0

2 2− λ 0

0 0 2− λ

 ,

tedy

det (A− λI) = (2− λ)3 − 4 (2− λ) = (2− λ)
(

(2− λ)2 − 4
)

= (2− λ)
(
λ2 − 4λ

)
= (2− λ)λ (λ− 4) .



Z toho plyne, že det (A− λI) = 0 pro hodnoty λ1 = 4, λ2 = 2 a
λ3 = 0. Matice A má vlastńı č́ısla 4, 2 a 0.
Nyńı vypoč́ıtáme vlastńı vektory p̌ŕıslušné těmto vlastńım č́ısl̊um.
Podle definice je vlastńı vektor nenulový vektor splňuj́ıćı rovnici
(A− λI) x = 0, tj.

2− λ 2 0

2 2− λ 0

0 0 2− λ



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 .

Pro prvńı vlastńı č́ıslo λ1 = 4 dostaneme soustavu
−2 2 0

2 −2 0

0 0 −2



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c , x2 = c , x3 = 0 pro
c ∈ R.



Vlastńım vektorem matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 4 je
tedy vektor

x1 = c


1

1

0

 , c ∈ R\ {0} .

Podobně pro vlastńı č́ıslo λ2 = 2 dostaneme soustavu
0 2 0

2 0 0

0 0 0



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = 0, x2 = 0, x3 = c pro
c ∈ R. Vlastńım vektorem matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu
λ2 = 2 je tedy vektor

x2 = c


0

0

1

 , c ∈ R\ {0} .



Pro posledńı vlastńı č́ıslo λ3 = 0 dostaneme soustavu
2 2 0

2 2 0

0 0 −2



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c , x2 = −c , x3 = 0
pro c ∈ R. Vlastńım vektorem matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu
λ3 = 4 je tedy vektor

x3 = c


1

−1

0

 , c ∈ R\ {0} .



Př́ıklad
Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =


1 2 1

2 4 2

3 6 3

 .

Dostaneme det (A− λI) = λ2 (8− λ) . Z toho plyne, že matice A
má vlastńı č́ıslo λ1 = 8 a dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ2 = 0.
Vlastńı vektor p̌ŕıslušný vlastńımu č́ıslu λ1 = 8 dostaneme jako
řešeńı soustavy 

−7 2 1

2 −4 2

3 6 −5



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c , x2 = 2c , x3 = 3c
pro c ∈ R.



Vlastńı vektor matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 8 je tedy
vektor

x1 = c


1

2

3

 , c ∈ R\ {0} .

Vlastńı vektory p̌ŕıslušné dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ2 = 0
dostaneme jako řešeńı soustavy

1 2 1

2 4 2

3 6 3



x1

x2

x3

 =


0

0

0

 .

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = −2c1 − c2,
x2 = c1, x3 = c2 pro c1, c2 ∈ R.



Vlastńı vektor matice A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = 0 je tedy
libovolný nenulový vektor tvaru

x = c1


−2

1

0

+ c2


−1

0

1

 , c1, c2 ∈ R.

Vlastńımu č́ıslu λ2 = 0 násobnosti dva tedy p̌ŕısluš́ı dva lineárně
nezávislé vlastńı vektory

x2 =


−2

1

0

 , x3 =


−1

0

1

 ,

a všechny ostatńı vlastńı vektory p̌ŕıslušej́ıćı tomuto vlastńımu č́ıslu
jsou jejich lineárńı kombinaćı.



Př́ıklad
Vypočtěte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

a) A =

(
1 2

3 0

)

b) A =

(
1 2

2 4

)

c) A =


2 2 0

0 3 0

3 −6 −1





Výsledky:
a) Matice A má vlastńı č́ısla λ1 = 3 a λ2 = −2 a jim p̌ŕıslušné

vlastńı vektory

x1 = c

(
1

1

)
, x2 = c

(
−2

3

)
, c ∈ R\ {0} .

b) Matice A má vlastńı č́ısla λ1 = 0 a λ2 = 5 a jim p̌ŕıslušné
vlastńı vektory

x1 = c

(
−2

1

)
, x2 = c

(
1

2

)
, c ∈ R\ {0} .

c) Matice A má vlastńı č́ısla λ1 = −1, λ2 = 2 a λ3 = 3 a jim
p̌ŕıslušné vlastńı vektory

x1 = c


0

0

1

 , x2 = c


1

0

1

 , x3 = c


2

1

0

 , c ∈ R\ {0}

.


