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Mechatronika



NUMERICKÉ METODY ŘEŠEŃI NELINEÁRŃICH ROVNIC

• Metoda bisekce

• Newtonova metoda

• Metoda sečen

• Řešeńı nelineárńıch rovnic v Matlabu



NUMERICKÉ METODY ŘEŠEŃI NELINEÁRŃICH ROVNIC

Budeme se zabývat numerickým řešeńım úlohy:

Určete x ∈ [a, b], pro které plat́ı f (x) = 0, kde f je spojitá funkce
na [a, b] a f (a) f (b) < 0.

Existence řešeńı x je zaručena d́ıky Bolzanově větě, ale řešeńı této
úlohy nemuśı být určeno jednoznačně.

Budeme se zabývat metodami:

• Metoda půleńı intervalu (metoda bisekce)

• Newtonova metoda (metoda tečen)

• Metoda sečen



1. METODA PŮLEŃI INTERVALU

BOLZANOVA VĚTA: Je-li funkce f spojitá na intervalu [a, b],
f (a) · f (b) < 0, potom existuje bod x ∈ (a, b) takový, že
f (x) = 0.

Algoritmus:
while |f (c)| > ε and |b − a| > δ

c =
a + b

2
if f (a) · f (c) < 0 b = c
else a = c

end

Pro chybu v n-tém kroku plat́ı |en| ≤ b−a
2n .

Metoda konverguje lineárně a konverguje vždy.



PŘ́IKLAD: Určete všechna řešeńı rovnice sin(x) = ln(x).

Graf funkce sin(x) a ln(x)



PŘ́IKLAD: Určete všechna řešeńı rovnice sin(x) = ln(x).

Graf funkce sin(x) a ln(x)



PŘ́IKLAD: Určete všechna řešeńı rovnice sin(x) = ln(x).

Budeme numericky řešit rovnici sin(x)− ln(x) = 0 na intervalu
[1, 2.5].



Poč́ıtáme dokud nebude |a− b| < 10−14 nebo
|sin(c)− ln(c)| < 10−14.

iterace c

1 1.75000000000000

2 2.12500000000000

3 2.31250000000000

4 2.21875000000000

5 2.26562500000000

6 2.24218750000000

7 2.23046875000000

8 2.22460937500000
...

45 2.21910714891375



2. NEWTONOVA METODA

Zvolme x0 ∈ (a, b) bĺızko p̌resnému řešeńı x∗ a p̌redpokládejme, že
funkce f má na (a, b) spojité derivace až do druhého řádu. Podle
věty o Taylorově rozvoji existuje ξ, které lež́ı mezi x a x0 takové, že
plat́ı:

f (x) = f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) +
f ′′ (ξ) (x − x0)2

2
.

Položme x = x∗. Dostaneme

0 = f (x∗) = f (x0) + f ′ (x0) (x∗ − x0) +
f ′′ (ξ) (x∗ − x0)2

2
≈ f (x0) + f ′ (x0) (x∗ − x0) .

Z toho plyne x∗ ≈ x0 −
f (x0)

f ′ (x0)
. Položme proto x1 = x0 −

f (x0)

f ′ (x0)
a proces opakujme. Dostaneme tak p̌redpis Newtonovy metody.



Newtonova metoda má p̌redpis: xn+1 = xn −
f (xn)

f ′ (xn)
,

kde n ∈ N ∪ {0} a x0 ∈ [a, b] je zvolená počátečńı hodnota.

VĚTA: Jestliže funkce f : [a, b]→ R a bod x0 ∈ [a, b] splňuj́ı
podḿınky

• f (a) f (b) < 0,

• f ′ je nenulová na [a, b] ,

• f ′′ je spojitá a neměńı v [a, b] znaménko,

• f (x0) f ′′ (x0) > 0,

potom posloupnost vektor̊u konstruovaná Newtonovou metodou s
počátečńım bodem x0 konverguje a plat́ı |en+1| ≤ C |en|2. Metoda
tedy konverguje kvadraticky.



Geometrická interpretace Newtonovy metody



PŘ́IKLAD: Budeme numericky řešit rovnici sin(x)− ln(x) = 0 na
intervalu [1, 2.5].

Poč́ıtáme dokud nebude |xn − xn−1| < 10−14.

n xn

0 1.00000000000000

1 2.83048772171245

2 2.26790221121112

3 2.21974445251704

4 2.21910726324201

5 2.21910714891375

6 2.21910714891375



Newtonovu metodu je možné použ́ıt také pro řešeńı rovnic
v komplexńım oboru.

Př́ıklad: Budeme řešit rovnici z3 = 1, kde z ∈ C. Newtonova
metoda má p̌redpis

zn+1 = zn −
z3n − 1

3z2n
, n ∈ N0,

kde z0 ∈ C je zvolená počátečńı hodnota.

Daná rovnice má ťri kǒreny. Bodům z ∈ C, pro které posloupnost
{zn}∞n=0 s počátečńı hodnotou z0 = z konverguje ke stejnému
kǒreni, p̌rǐrad́ıme stejnou barvu a výsledek graficky znázorńıme.



Newtonův fraktál



3. METODA SEČEN

V Newtonově metodě nahrad́ıme derivaci p̌ribližnou derivaćı

f ′ (xn) ≈ f (xn)− f (xn−1)

xn − xn−1
.

Dostaneme p̌redpis metody sečen:
x0 = a, x1 = b,

xn+1 = xn − f (xn)
xn − xn−1

f (xn)− f (xn−1)

Jestliže f je dvakrát spojitě diferencovatelná, pro p̌resné řešeńı x∗

plat́ı f ′ (x∗) 6= 0, f ′′ neměńı na [a, b] znaménko a pokud x0 a x1
jsou dostatečně bĺızko x∗, potom metoda konverguje a pro chybu
plat́ı |en+1| ≤ C |en|1.618. Metoda tedy konverguje superlineárně.



PŘ́IKLAD: Budeme numericky řešit rovnici sin(x)− ln(x) = 0 na
intervalu [1, 2.5].

Poč́ıtáme dokud nebude |xn − xn−1| < 10−14.

n xn

0 1.00000000000000

1 2.50000000000000

2 2.08877583915887

3 2.20960723063542

4 2.21948162311595

5 2.21910614212384

6 2.21910714880757

7 2.21910714891375

8 2.21910714891375



ŘEŠEŃI NELINEÁRŃICH ROVNIC V MATLABU

• Funkce Matlabu pro řešeńı nelineárńıch rovnic

• Newtonova metoda

• Metoda sečen



ŘEŠEŃI NELINEÁRŃICH ROVNIC - FUNKCE MATLABU

solve(eqn) - urč́ı řešeńı rovnice eqn. Urč́ı všechna řešeńı, pokud se
jedná o polynomiálńı rovnici. Jinak věťsinou urč́ı maximálně jedno
řešeńı. Tento p̌ŕıkaz je tedy vhodný pouze pro polynomiálńı
rovnice. Je nejprve poťreba nadefinovat symbolickou proměnnou.
Př́ıklad použit́ı pro rovnici x3 + 1 = 0:

syms x
K=solve(xˆ3+1==0).

Symbolický výsledek uložený do proměnné K můžeme p̌ŕıpadně
p̌revést na typ double pomoćı p̌ŕıkazu

double(K)

U p̌ŕıkazu solve je funkce daná symbolicky a operace +, -, *, /,ˆ,
apod. zapisujeme běžným způsobem.



fzero(@(x) f(x), [a,b]) - urč́ı nulový bod funkce f na intervalu [a,b].
Muśı být splněna podḿınka f (a) · f (b) < 0.

Př́ıklad použit́ı:

fzero( @(x) x.̂ 3+1, [0,10] ) - neńı splněna podḿınka
fzero( @(x) x.̂ 3+1, [-10,10] )

U funkce použ́ıvané v p̌ŕıkazu fzero nejprve uvedeme znak @, pak v
závorkách název proměnné a potom p̌redpis funkce. Zde chápeme
x jako vektor a operacemi věťsinou ḿıńıme operace s vektory po
složkách, které znač́ıme .*, ./, .̂ , apod.

Poťrebujeme znát intervaly, ve kterých lež́ı kǒreny. Ty můžeme
určit nap̌ŕıklad pomoćı grafu funkce.



Př́ıklad: Určete všechna reálná řešeńı rovnice x2 − 1 = sin(x).
Nejprve p̌revedeme všechny členy rovnice na jednu stranu,
dostaneme ekvivalentńı rovnici x2 − 1− sin(x) = 0.
Vykresĺıme graf funkce na levé straně rovnice.

x=-3:0.01:3;
plot(x,x.ˆ2-1-sin(x))
grid on

Graf prot́ıná osu x ve dvou bodech, jeden z nich lež́ı v intervalu
[−1, 0] a druhý v intervalu [1, 2]. Urč́ıme tyto kǒreny

fzero( @(x) x.ˆ2-1-sin(x), [-1,0] )
fzero( @(x) x.ˆ2-1-sin(x), [1,2] )

Dostaneme dvě řešeńı dané rovnice, x=-0.6367 a x=1.4096.



NEWTONOVA METODA

Newtonova metoda pro řešeńı rovnice f (x) = 0 spoč́ıvá ve výpočtu
posloupnosti hodnot xn, která konverguje k řešeńı. Předpis metody
je

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′ (xn)
,

kde n = 0, 1, 2, . . . , a x0 je vhodně zvolená počátečńı hodnota.

PŘ́IKLAD: Určete řešeńı rovnice x2 − 1 = sin x na intervalu [1, 2].
Nejprve p̌revedeme všechny členy rovnice na jednu stranu,
dostaneme ekvivalentńı rovnici x2 − 1− sin x = 0 a tedy
f (x) = x2 − 1− sin x .



Plat́ı f ′(x) = 2x − cos x a p̌redpis Newtonovy metody má tedy tvar

xn+1 = xn −
x2n − 1− sin xn

2xn − cos xn
.

Zvolme počátečńı hodnotu x0 z intervalu [1, 2], nap̌ŕıklad x0 = 1.
Dostaneme
x1 = 1.5765,
x2 = 1.4228,
x3 = 1.4097,
x4 = 1.4096.

Po čty̌rech iteraćıch je tedy p̌ribližná hodnota x4 = 1.4096. Pro
posouzeńı relevantnosti řešeńı dosad́ıme tuto hodnotu do zadáńı a
zjist́ıme, že rozd́ıl mezi levou a pravou stranou rovnice je
x24 − 1− sin x4 = 1.3949 10−8.



Kritéria ukončeńı iteraćı

1. |f (x)| < tol , kde tol je zvolená tolerance.
2. |xn+1 − xn| < tol , kde tol je zvolená tolerance.
3. Počet krok̊u je roven zadanému maximálńımu počtu krok̊u.


