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NUMERICKE METODY RESENI NELINEARNICH ROVNIC

e Metoda bisekce
e Newtonova metoda
e Metoda seten

e ReSeni nelinedrnich rovnic v Matlabu



NUMERICKE METODY RESEN{ NELINEARNICH ROVNIC

Budeme se zabyvat numerickym ¥eSenim dlohy:
Urlete x € [a, b], pro které plati f (x) =0, kde f je spojita funkce
na [a,b] a f(a)f(b) <O.

Existence FeSeni x je zarucena diky Bolzanové vét&, ale Feseni této
Ulohy nemusi byt uréeno jednoznalné.

Budeme se zabyvat metodami:

e Metoda pileni intervalu (metoda bisekce)
e Newtonova metoda (metoda teen)

e Metoda selen



1. METODA PULENI INTERVALU

BOLZANOVA VETA: Je-li funkce f spojitd na intervalu [a, b],
f(a)-f(b) <0, potom existuje bod x € (a, b) takovy, Ze
f(x)=0.

Algoritmus:
while |f (¢)] > eand |[b—a] > ¢
a+b

2
if f(a)-f(c)<0 b=c
else a=c¢
end

Pro chybu v n-tém kroku plati |e,| < b-a

Metoda konverguje linedrné& a konverguje vzdy.



PRIKLAD: Urtete viechna FeSeni rovnice sin(x) = In(x).



PRIKLAD: Urtete viechna FeSeni rovnice sin(x) = In(x).

Graf funkce sin(x) a In(x)




PRIKLAD: Urtete viechna FeSeni rovnice sin(x) = In(x).

Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na intervalu
[1,2.5].
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Potitame dokud nebude |a — b| < 107* nebo

|sin(c) — In(c)| < 10714

iterace
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1.75000000000000
2.12500000000000
2.31250000000000
2.21875000000000
2.26562500000000
2.24218750000000
2.23046875000000
2.22460937500000

2.21910714891375




2. NEWTONOVA METODA

Zvolme xp € (a, b) blizko pfesnému Feseni x* a ptedpokladejme, Ze
funkce f md na (a, b) spojité derivace az do druhého ¥adu. Podle
véty o Taylorové rozvoji existuje &, které leZi mezi x a xg takové, Ze
plati:

" (€) (x = x0)°

f(x)="f(x0)+f (x)(x—x)+ 5

PoloZme x = x*. Dostaneme

F" (€) (x* — x0)°
2

0 = fF(x*)="F(x)+f (x)(x" —x)+
f(x0) + f' (x0) (x* — x0) -

Q

f (xo) y _ f (xo)
F(x0) PoloZzme proto x1 = xg 77 (x0)

a proces opakujme. Dostaneme tak ptedpis Newtonovy metody.

Z toho plyne x™ ~ xp —



_ f (xn)
f' (xn)’
kde n € NU {0} a xp € [a, b] je zvolend po&ate&ni hodnota.

Newtonova metoda ma predpis: Xp11 = Xp

VETA: Jestlize funkce f : [a, b] — R a bod xg € [a, b] spliiuji
podminky

e f(a)f(b) <0,

e f’ je nenulovd na [a, b],

e " je spojitd a neméni v [a, b] znaménko,

e f(x0)f"(x) >0,
potom posloupnost vektorii konstruovand Newtonovou metodou s
polatetnim bodem xo konverguje a plati [en 1] < C |en]?. Metoda
tedy konverguje kvadraticky.



Geometricka interpretace Newtonovy metody
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PRIKLAD: Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na
intervalu [1,2.5].

Potitame dokud nebude |x, — x,_1| < 10714,

n Xn

1.00000000000000
2.83048772171245
2.26790221121112
2.21974445251704
2.21910726324201
2.21910714891375
2.21910714891375
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Newtonovu metodu je mozné pouZit také pro ¥eSeni rovnic
v komplexnim oboru.

P¥iklad: Budeme ¥esit rovnici z3 = 1, kde z € C. Newtonova
metoda ma predpis
z3 -1

Zntl = Zn = T35 n € No,
n

kde zg € C je zvolena pocateéni hodnota.

Dan3 rovnice ma t¥i kofeny. Bodiim z € C, pro které posloupnost
{zn}72 5 s potatetni hodnotou zy = z konverguje ke stejnému
koFeni, pfitadime stejnou barvu a vysledek graficky zndzornime.



Newtondv fraktal




3. METODA SECEN

V Newtonové metodé& nahradime derivaci pFibliznou derivaci

£ (Xn) ~ f(X,-,) B f(XI"—]-).

Xpn — Xn—1

Dostaneme predpis metody seéen:

Xo = a, x1 = b,
Xp — Xn—1

f(xn) — f(xn-1)

Jestlize f je dvakrat spojité diferencovatelna, pro p¥esné ¥eseni x*
plati ' (x*) # 0, f”” nemé&ni na [a, b] znaménko a pokud xp a x
jsou dostateéné blizko x*, potom metoda konverguje a pro chybu
plati |epy1| < C |e,,|1‘618. Metoda tedy konverguje superlinedrng.

Xpt1 = Xp — [ (Xn)



PRIKLAD: Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na
intervalu [1,2.5].

Potitdme dokud nebude |x, — x,_1| < 1074
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2.50000000000000
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2.21910614212384
2.21910714880757
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RESENI NELINEARNICH ROVNIC V MATLABU

e Funkce Matlabu pro ¥eseni nelinedrnich rovnic
e Newtonova metoda

e Metoda selen



RESENI NELINEARNICH ROVNIC - FUNKCE MATLABU

solve(eqn) - urdi feSeni rovnice eqn. Ur&i viechna YeZeni, pokud se
jednd o polynomidlni rovnici. Jinak vétSinou uréi maximalné jedno
¥eSeni. Tento pfikaz je tedy vhodny pouze pro polynomidlni
rovnice. Je nejprve potfeba nadefinovat symbolickou proménnou.
P¥iklad pouZiti pro rovnici x3 +1 = 0:

syms x
K=solve(x " 3+1==0).

Symbolicky vysledek uloZeny do proménné K miiZzeme p¥ipadné
pfevést na typ double pomoci p¥ikazu

double(K)

U prikazu solve je funkce dana symbolicky a operace +, -, *, /,”,
apod. zapisujeme bé&Zznym zpiisobem.



fzero(©(x) f(x), [a,b]) - ur&i nulovy bod funkce f na intervalu [a,b].
Musi byt splné&na podminka f(a) - f(b) < 0.
P¥iklad pouziti:

fzero( ©(x) x"3+1, [0,10] ) - neni spIn&na podminka

fzero( @(x) x"3+1, [-10,10] )
U funkce pouzivané v pfikazu fzero nejprve uvedeme znak @, pak v
zavorkdch nazev proménné a potom predpis funkce. Zde chapeme

x jako vektor a operacemi vétSinou minime operace s vektory po
slozkach, které znatime .*, ./, 7, apod.

Pottebujeme znat intervaly, ve kterych lezi kofeny. Ty miizeme
uréit naptiklad pomoci grafu funkce.



Ptiklad: UrZete vEechna redlna Yegeni rovnice x? — 1 = sin(x).
Nejprve pfevedeme viechny &leny rovnice na jednu stranu,
dostaneme ekvivalentni rovnici x> — 1 — sin(x) = 0.
Vykreslime graf funkce na levé stran& rovnice.

x=-3:0.01:3;

plot(x,x. " 2-1-sin(x))

grid on
Graf protinad osu x ve dvou bodech, jeden z nich leZi v intervalu
[—1,0] a druhy v intervalu [1,2]. Uréime tyto koFeny

fzero( @(x) x."2-1-sin(x), [-1,0] )

fzero( ©(x) x."2-1-sin(x), [1,2] )

Dostaneme dvé feSeni dané rovnice, x=-0.6367 a x=1.4096.



NEWTONOVA METODA

Newtonova metoda pro feSeni rovnice f (x) = 0 spociva ve vypoctu
posloupnosti hodnot x,, kterd konverguje k feSeni. Pfedpis metody
je

Xpn+1 = Xp — f (Xn)
" T (%)’
kde n=0,1,2,..., a xp je vhodn& zvolend pocate¢ni hodnota.

PRIKLAD: Urtete Fedeni rovnice x> — 1 = sin x na intervalu [1,2].
Nejprve pfevedeme vSechny &leny rovnice na jednu stranu,
dostaneme ekvivalentni rovnici x> — 1 —sinx = 0 a tedy

f(x) =x?—1—sinx.



Plati f'(x) = 2x — cos x a p¥edpis Newtonovy metody ma tedy tvar

2 .
_ x5 —1—sinx,
Xn+l =Xn — (5 -
2Xp — COS Xp,
Zvolme potateni hodnotu xp z intervalu [1,2], nap¥iklad xp = 1.
Dostaneme

x1 = 1.5765,
xp = 1.4228,
x3 = 1.4097,
X4 = 1.4096.

Po &tytech iteracich je tedy ptibliznd hodnota x4 = 1.4096. Pro
posouzeni relevantnosti ¥eSeni dosadime tuto hodnotu do zadani a
zjistime, Ze rozdil mezi levou a pravou stranou rovnice je

x7 —1—sinx; = 1.39491078.



Kritéria ukonceni iteraci

1. |f(x)| < tol, kde tol je zvolend tolerance.
2. |xn+1 — Xxn| < tol, kde tol je zvolend tolerance.
3. Polet krok( je roven zadanému maximalnimu poctu krokd.



