
Matematika 2

doc. RNDr. Dana Černá, Ph.D.

Rozvoj lidských zdrojů TUL pro zvyšování relevance, 
kvality a přístupu ke vzdělání v podmínkách Průmyslu 4.0

CZ.02.2.69/0.0/0.0/16_015/0002329

Mechatronika



NUMERICKÁ INTEGRACE

• Newton–Cotesovy vzorce

• obdélńıkové, lichoběžńıkové a Simpsonovo pravidlo

• odhad chyby metodou polovičńıho kroku

• numerické experimenty, p̌ŕıklad

• funkce Matlabu pro výpočet integrálu



NUMERICKÁ INTEGRACE

Úloha: Vypočtěte ∫ b

a
f (x) dx ,

kde a, b ∈ R a f je reálná funkce definovaná na [a, b].

Metody výpočtu:

• výpočet pomoćı primitivńı funkce k funkci f (symbolický
výpočet)

• výpočet pomoćı Taylorovy řady funkce f

• numerický výpočet

Numerická integrace se také nazývá kvadratura, zejména pokud se
jedná o funkce jedné proměnné. Numerická integrace funkce v́ıce
proměnných se také nazývá kubatura.



PŘ.
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PŘ. výpočet pomoćı Taylorovy řady
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arctg ln
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x2 + 8 dx - je nutné řešit numericky



NUMERICKÁ INTEGRACE

Daný integrál budeme poč́ıtat p̌ribližně pomoćı součtu:

I (f ) =

∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=0

wi f (xi ) ,

kde xi ∈ [a, b] se nazývaj́ı uzly, wi ∈ R se nazývaj́ı váhy.

Výraz

Q (f ) =
n∑

i=0

wi f (xi )

se nazývá kvadraturńı vzorec.

Chybu budeme definovat p̌redpisem E (f ) = I (f )− Q (f ).

Řekneme, že kvadraturńı vzorec Q (f ) je řádu k , jestliže plat́ı
E (P) = 0 pro všechny polynomy P stupně nejvýše k .



(JEDNODUCHÉ) NEWTON-COTESOVY VZORCE

Definujme krok metody h = (b − a) /n. Budeme uvažovat
ekvidistantńı uzly xi = a + ih, i = 0, . . . , n, nebo
xi = a +

(
i − 1

2

)
h, i = 1, . . . , n. Potom

∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
Ln (x) dx ,

kde Ln je Lagrange̊uv interpolačńı polynom stupně n pro funkci f
a dané uzly.

Tento polynom lze vyjáďrit v tzv. Lagrangeově tvaru

Ln (x) =
n∑

i=0

li (x) f (xi ) ,

kde

li (x) =

∏n
j=0,j 6=i (x − xj)∏n
j=0,j 6=i (xi − xj)

.



Plat́ı ∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
Ln (x) dx

=

∫ b

a

n∑
i=0

li (x) f (xi ) dx

=
n∑

i=0

f (xi )

∫ b

a
li (x) dx .

Newtonovy-Cotesovy vzorce maj́ı tvar∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=0

wi f (xi ) , kde wi =

∫ b

a
li (x) dx .



Newton-Cotesovy vzorce maj́ı pro danou volbu ekvidistantńıch uzl̊u
maximálńı řád.

Při interpolaci polynomy vyš̌śıch stupňů může doj́ıt k velkým
chybám na okraj́ıch intervalu, proto se Newton-Cotesovy vzorce
vyš̌śıch řádů p̌ŕılǐs nepouž́ıvaj́ı.



Pro konkrétńı volbu stupně Lagrangeova interpolačńıho polynomu
a volbu uzl̊u dostaneme konkrétńı metodu:

• n = 0 Obdélńıkové pravidlo

• n = 1 Lichoběžńıkové pravidlo

• n = 2 Simpsonovo pravidlo (Simpsonovo 1/3 pravidlo)

• n = 3 Simpsonovo 3/8 pravidlo



1. OBDÉLŃIKOVÉ PRAVIDLO

Pro n = 0 a x0 = a+b
2 má Lagrange̊uv interpolačńı polynom tvar

L0 (x) = f

(
a + b

2

)
.

Z toho odvod́ıme kvadraturńı vzorec∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
L0 (x) dx = (b − a) f

(
a + b

2

)
.



Je-li f ∈ C 2 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) =

∫ b

a
f (x)− L0 (x) dx =

f (2) (ξ)

24
(b − a)3 .



2. LICHOBĚŽŃIKOVÉ PRAVIDLO

Pro n = 1, x0 = a, x1 = b, má Lagrange̊uv interpolačńı polynom
tvar

L1 (x) = f (a)
(x − b)

(a− b)
+ f (b)

(x − a)

(b − a)
.

Z toho odvod́ıme kvadraturńı vzorec∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
L1 (x) dx =

f (a) + f (b)

2
(b − a) ,



Je-li f ∈ C 2 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) = − f (2) (ξ)

12
(b − a)3 .



3. SIMPSONOVO PRAVIDLO

Pro n = 2, x0 = a, x1 = a+b
2 , x2 = b, h = (b − a) /2 plat́ı

L2(x)= f (x0)
(x−x1) (x−x2)

(x0−x1) (x0−x2)
+f (x1)

(x−x0) (x−x2)
(x1−x0) (x1−x2)

+f (x2)
(x−x0) (x−x1)

(x2−x0) (x2−x1)
.

Z toho odvod́ıme kvadraturńı vzorec∫ b

a
f (x) dx ≈

∫ b

a
L2 (x) dx =

h

3

(
f (a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f (b)

)
.



Je-li f ∈ C 4 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) = − f (4) (ξ)

90

(
b − a

2

)5

.



4. SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO

Pro n = 3, h = b−a
3 , x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, x3 = b plat́ı∫ b

a
f (x) dx≈ 3h

8

(
f (a)+3f

(
2a + b

3

)
+3f

(
a + 2b

3

)
+f (b)

)
.

Je-li f ∈ C 4 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že

E (f ) = −3f (4) (ξ)

80
h5.



1. (SLOŽENÉ) OBDÉLŃIKOVÉ PRAVIDLO

Rozděĺıme interval [a, b] na n podinterval̊u stejné délky h = b−a
n ,

označ́ıme sťredy podinterval̊u x1, . . . , xn, tj. xi = a + (i − 1/2) h,
a na každém podintervalu použijeme obdélńıkové pravidlo.
Dostaneme tzv. složené obdélńıkové pravidlo∫ b

a
f (x) dx ≈ h

n∑
i=1

f (xi ) ,

Je-li f ∈ C 2 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) =
f (2) (ξ)

24
(b − a) h2.





2. (SLOŽENÉ) LICHOBĚŽŃIKOVÉ PRAVIDLO

Rozděĺıme interval [a, b] na n podinterval̊u stejné délky h = b−a
n ,

označ́ıme xi = a + ih, i = 0, . . . , n a na každém podintervalu
použijeme lichoběžńıkové pravidlo. Dostaneme tzv. složené
lichoběžńıkové pravidlo∫ b

a
f (x) dx ≈ h

(
f (x0)

2
+ f (x1) + . . .+ f (xn−1) +

f (xn)

2

)

Je-li f ∈ C 2 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) = − f (2) (ξ)

12
(b − a) h2.





3. (SLOŽENÉ) SIMPSONOVO PRAVIDLO

Rozděĺıme interval [a, b] na n podinterval̊u stejné délky h = b−a
n ,

kde n je sudé, označ́ıme xi = a + ih, i = 0, . . . , n a na každém
podintervalu [x2i , x2i+2] použijeme jednoduché Simpsonovo
pravidlo. Dostaneme tzv. složené Simpsonovo pravidlo∫ b

a
f (x) dx ≈ h

3
(f (x0) + 4f (x1) + 2f (x1) + . . .+ 4f (xn−1) + f (xn))

Je-li f ∈ C 4 ([a, b]), potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že pro chybu
plat́ı

E (f ) = − f (4) (ξ)

180
(b − a) h4.



4. (SLOŽENÉ) SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO

Rozděĺıme interval [a, b] na n podinterval̊u stejné délky h = b−a
n ,

n je dělitelné 3, označ́ıme xi = a + ih, i = 0, . . . , n a na každém
podintervalu [x3i , x3i+3] použijeme jednoduché Simpsonovo 3/8
pravidlo, dostaneme tzv. složené Simpsonovo 3/8 pravidlo

∫ b

a
f (x)dx≈ 3h

8

f (x0) +f (xm) +3

n/3∑
k=1

(f (x3k−1) +f (x3k−2)) +2

n/3−1∑
k=1

f (x3k)


Je-li f ∈ C 4 ([a, b]), potom pro chybu plat́ı

E (f ) = −3f (4) (ξ)

80
(b − a) h4.



ODHAD CHYBY METODOU POLOVIČŃIHO KROKU

Nyńı označme Qh kvadraturńı vzorec pro krok h a p̌redpokládejme,
že chyba Eh je pro tento vzorec p-tého řádu.

Potom plat́ı

Eh = I − Qh ≈ Chp

E2h = I − Q2h ≈ C (2h)p

Vypočteme E2h − Eh a dostaneme Qh − Q2h ≈ Chp (2p − 1).
Z toho plyne, že

C ≈ Qh − Q2h

hp (2p − 1)
.

Dosad́ıme C do vztahů pro Eh a E2h a dostaneme

Eh ≈
Qh − Q2h

2p − 1
a E2h ≈

(Qh − Q2h) 2p

2p − 1
.



PŘ́IKLAD: Vypočtěte

1∫
0

sin
(
2πx2

)
dx .



n obdélńıkové lichoběžńıkové Simpsonovo

16 0.16962518890597 0.17584107153707 0.17152825575011

32 0.17119420389884 0.17273313022152 0.17169714978300

64 0.17157986357475 0.17196366706018 0.17170717933974

128 0.17167587226279 0.17177176531747 0.17170779806989

256 0.17169984913705 0.17172381879013 0.17170783661435

512 0.17170584177594 0.17171183396359 0.17170783902141

1024 0.17170733983695 0.17170883786976 0.17170783917182

2048 0.17170771434604 0.17170808885336 0.17170783918122



FUNKCE MATLABU PRO VÝPOČET INTEGRÁLU

• int(f , a, b)
- symbolický výpočet integrálu funkce f na intervalu [a, b], tj.
urč́ı analytické řešeńı.

• integral(@(x)f (x), a, b),
integral(@(x)f (x), a, b,’RelTol’,tol)
- numerický výpočet integrálu funkce f na intervalu [a, b]; lze
nastavit toleranci tol pro relativńı chybu.

• trapz(x,y)
- výpočet integrálu pomoćı lichoběžńıkového pravidla; vhodné
pokud neznáme p̌redpis funkce f a jsou dány pouze hodnoty f
v diskrétńıch bodech; vektor x určuje body a vektor y určuje
hodnoty funkce f v těchto bodech.



Př́ıklad 1. Urč́ıme symbolicky

∫ 1

0
arctg xdx.

Zavedeme symbolickou proměnnou x a vypočteme integrál pomoćı
p̌ŕıkaz̊u

syms x
I=int( atan(x), 0, 1)

Výsledek je π
4 −

ln2
2 .

Pokud bychom chtěli tento výsledek p̌revést na reálné č́ıslo, tedy
proměnnou typu double, stač́ı použ́ıt

double(I)

Symbolické výpočty lze použ́ıt pouze pro některé jednoduš̌śı typy
integrál̊u, protože pro mnoho integrál̊u nelze výsledek zapsat
pomoćı elementárńıch funkćı. Daľśı nevýhodou je to, že symbolické
výpočtu jsou relativně pomalé, což hraje roli zejména tehdy, když
poč́ıtáme v́ıce intergrál̊u.



Př́ıklad 2. Urč́ıme

∫ 1

0
arctg x2 dx numericky.

Nastav́ıme výpis na v́ıce cifer a vypočteme integrál pomoćı p̌ŕıkaz̊u

format long
integral( @(x) atan(x.̂ 2), 0, 1)

Zde nahĺıž́ıme na x jako na vektor a operace zpravidla provád́ıme
po složkách. Takže zde použijeme x .ˆ2 a nikoli x ˆ2. Podobně je
tomu nap̌ŕıklad u násobeńı a děleńı. Výchoźı nastaveńı tolerance
pro relativńı chybu je 10−6. Pokud bychom chtěli poč́ıtat s jinou
toleranćı, nap̌ŕıklad 10−12, zadáme

integral( @(x) atan(x.̂ 2), 0, 1, ’RelTol’, 10−12 )

Výsledek se v tomto p̌ŕıpadě výrazně nezměnil, protože již prvńı
výsledek byl dostatečně p̌resný.



Př́ıklad 3. Vypočtěte ∫ 0.7

0
f (x) dx ,

jestliže funkce f nabývá v bodech 0; 0,1; 0,2; 0,6; 0,7 postupně
hodnoty 1,1; 1,3; 1,5; 1,9; 1,6.

Nadefinujeme vektor x , jehož složky jsou zadané body, a vektor y ,
jehož složky jsou hodnoty funkce f postupně v zadaných bodech.

x=[0 0.1 0.2 0.6 0.7]
y=[1.1 1.3 1.5 1.9 1.6]

Potom vypočteme hodnotu zadaného integrálu pomoćı p̌ŕıkazu

trapz(x,y)


