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NUMERICKA INTEGRACE

Newton—Cotesovy vzorce

obdélnikové, lichob&znikové a Simpsonovo pravidlo

odhad chyby metodou polovi¢niho kroku

numerické experimenty, p¥iklad

e funkce Matlabu pro vypocet integrélu



NUMERICKA INTEGRACE

/abf(x) dx,

kde a,b € R a f je redlnd funkce definovana na [a, b].

Uloha: Vypottéte

Metody vypoctu:
e vypolet pomoci primitivni funkce k funkci f (symbolicky
vypocet)
e vypolet pomoci Taylorovy ¥ady funkce f

e numericky vypocet

Numericka integrace se také nazyva kvadratura, zejména pokud se
jedna o funkce jedné proménné. Numericka integrace funkce vice
proménnych se také nazyva kubatura.
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PR. [ cosx dx = [sin x](l) =sin1 - vypoclet pomoci primitivni funkce
0

PR. vypotet pomoci Taylorovy ¥ady
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PR. [arctglnv/x? + 8dx - je nutné Yedit numericky
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NUMERICKA INTEGRACE

Dany integrdl budeme pocitat pfiblizné pomoci soultu:
b n
I(f) :/ Fx)dxm ) wif (x),
a i=0

kde x; € [a, b] se nazyvaji uzly, w; € R se nazyvaji vahy.
Vyraz
Q) =) wif (x)
i=0
se nazyvd kvadraturni vzorec.
Chybu budeme definovat predpisem E (f) = I (f) — Q (7).

Rekneme, ¥e kvadraturni vzorec Q (f) je ¥adu k, jestlize plati
E (P) = 0 pro v8echny polynomy P stupng& nejvyse k.



(JEDNODUCHE) NEWTON-COTESOVY VZORCE

Definujme krok metody h = (b — a) /n. Budeme uvaZovat
ekvidistantni uzly x; = a+ih, i =0,..., n, nebo
x,-:a+(i—%) h,i=1,...,n Potom

/abf(x)dx%/abLn(x)dx,

kde L, je Lagrangeilv interpolagni polynom stupn& n pro funkci
a dané uzly.

Tento polynom lze vyjadFit v tzv. Lagrangeové tvaru
n
Lo (x) = > i (x)f (x),
i=0

kde




Platf

/abf(x)dx ~

Newtonovy-Cotesovy vzorce maji tvar

b n b
/ f(x)dx~ Z wif (x;), kde w; = / li (x) dx.
a i=0 a



Newton-Cotesovy vzorce maji pro danou volbu ekvidistantnich uzld
maximalni ¥ad.

P¥i interpolaci polynomy vy$Sich stupiid miZe dojit k velkym
chybam na okrajich intervalu, proto se Newton-Cotesovy vzorce
vysSich ¥ada pfilis nepouZivaji.




Pro konkrétni volbu stupné Lagrangeova interpolaéniho polynomu
a volbu uzld dostaneme konkrétni metodu:

ObdéInikové pravidlo
Lichob&Znikové pravidlo
Simpsonovo pravidlo (Simpsonovo 1/3 pravidlo)

Simpsonovo 3/8 pravidlo



1. OBDELNIKOVE PRAVIDLO

Pron=0axg = %b m4d Lagrangelyv interpolaéni polynom tvar

Lo(x):f(a;b).

Z toho odvodime kvadraturni vzorec
b b
b
/ f(x)dx%/ Lo(x)dx:(b—a)f(a;r ) .
a a
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Je-li f € C?([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

E(f) = /f ) — Lo (x) dx f(z)(f)(b—a)3.



2. LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO

Pro n =1, xo = a, xy = b, ma Lagrangef(lv interpolaéni polynom

tvar
(x — b) (x—a)
(a_b)+f(b) (b—2)

Z toho odvodime kvadraturni vzorec

Ll (X) = f(a)

b b 3
/af(x)dx%/a Ll(x)dx:w(b—a),




Je-li f € C2?([a, b]), potom existuje £ € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

@)
()= 6oy




3. SIMPSONOVO PRAVIDLO
Pron=2 xp=a, xy = "“’ , xo =b, h=(b—a) /2 plati

Lo (9 = f (xo) (x—x1) (x—x9) Hf (x2) (x—x0) (x—x) H () (x—x0) (x—x1)

bo—x1) o—x) " ba—x0) a—x)  (xe—x0) e—x1)’

Z toho odvodime kvadraturni vzorec

/abf(x)dm/abLg(x)dx:g(f(a)+4f(a;b) +f(b)).




Je-li f € C*([a, b]), potom existuje £ € [a, b] takové, Ze pro chybu

plati
=50 (*5)"




4. SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO
Pron=3 h=22 xg=a, xy=a+h, xo=a+2h, x3 = b plati

/ab £ (x) dxm%h (f(a)+3f (23; b) +3f ("’22”)#(13)) .

Je-li f € C*([a, b]), potom existuje £ € [a, b] takové, Ze

3 (€)

h.
80

E(f)=—



1. (SLOZENE) OBDELNIKOVE PRAVIDLO
b—a

Rozdglime interval [a, b] na n podintervalii stejné délky h = 22,
oznatime stfedy podintervaldl x1,...,x,, tj. xi =a+ (i —1/2) h,
a na kazdém podintervalu pouZijeme obdéInikové pravidlo.
Dostaneme tzv. slozené obdélnikové pravidlo

b n
/ F(x)dx~h) f(x),
a i=1

Je-li f € C?([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

E(f) = f(22)4(‘5) (b—a)h.







2. (SLOZENE) LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO

Rozd&lime interval [a, b] na n podintervali stejné délky h =
oznatime x; = a4+ ih, i =0,...,n a na kazdém podintervalu
pouZijeme lichob&Znikové pravidlo. Dostaneme tzv. sloZené
lichobéznikové pravidlo

b
/ f(x)dx~ h(f(;o) +F(a) .+ F(xao1) + f(;")>

b—a

n !

Je-li f € C2([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

(2)
E(f) = f 12(9 (b—a)h%.







3. (SLOZENE) SIMPSONOVO PRAVIDLO
b—a

Rozdglime interval [a, b] na n podintervalii stejné délky h = =2,
kde n je sudé, oznalime x; = a+ih, i =0,...,n a na kazdém
podintervalu [x2j, x2j12] pouZijeme jednoduché Simpsonovo
pravidlo. Dostaneme tzv. slozené Simpsonovo pravidlo

b
[ G a3 (F (c0) 4 48 () 2 () . 4 (x0m0) +  (30)

a

Je-li f € C*([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu

plati "
f4
E(f)=— 1885) (b — a) h*.




4. (SLOZENE) SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO
b—a

Rozdglime interval [a, b] na n podintervalii stejné délky h = 22,
n je délitelné 3, oznalime x; = a+ ih, i =0,...,n a na kazdém

podintervalu [x3;, x3i+3] pouZijeme jednoduché Simpsonovo 3/8

pravidlo, dostaneme tzv. sloZené Simpsonovo 3/8 pravidlo

b 3h n/3 n/3—1
/ f(x)dxa 5 [ (x0) +F (xm) +3> (F(xak-1) +F(x3k-2)) +2> F(xsx)
a k=1 k=1

Je-li f € C*([a, b]), potom pro chybu plati

(4)
E(f)= _3f 80(5) (b — a) h*.




ODHAD CHYBY METODOU POLOVICNIHO KROKU

Nyni ozna&me Qp kvadraturni vzorec pro krok h a predpoklddejme,
ze chyba Ej je pro tento vzorec p-tého Fadu.

Potom plati

E, = I—Q,~CH
Exi = 1 — Qo= C(2h)P

Vypotteme Epp — Ej, a dostaneme Qp — Qo &= ChP (2P — 1).
Z toho plyne, Ze
C ~ Qn — Qon
hpP (2P — 1)
Dosadime C do vztahi pro E, a E>, a dostaneme

Qn — Qan (Qn — Qop) 2P
AT T T



1
PRIKLAD: Vypottéte / sin (27x?) dx.
0




obdélnikové

lichob&Znikové

Simpsonovo

16
32
64
128
256
512
1024
2048

0.16962518890597
0.17119420389884
0.17157986357475
0.17167587226279
0.17169984913705
0.17170584177594
0.17170733983695
0.17170771434604

0.17584107153707
0.17273313022152
0.17196366706018
0.17177176531747
0.17172381879013
0.17171183396359
0.17170883786976
0.17170808885336

0.17152825575011

0.17169714978300

0.17170717933974
0.17170779806989
0.17170783661435
0.17170783902141
0.17170783917182
0.17170783918122




FUNKCE MATLABU PRO VYPOCET INTEGRALU

e int(f,a,b)
- symbolicky vypocet integralu funkce f na intervalu [a, b], tj.
urdi analytické YeSeni.

e integral(©(x)f(x), a, b),
integral(@(x)f(x), a, b,'RelTol", tol)
- numericky vypoZet integrélu funkce f na intervalu [a, b]; Ize
nastavit toleranci tol pro relativni chybu.

e trapz(x,y)
- vypocet integrdlu pomoci lichob&znikového pravidla; vhodné
pokud nezname predpis funkce f a jsou ddny pouze hodnoty f
v diskrétnich bodech; vektor x uréuje body a vektor y uréuje
hodnoty funkce f v téchto bodech.



1
P¥iklad 1. Ur&ime symbolicky/ arctg xdx.
0

Zavedeme symbolickou proménnou x a vypoéteme integral pomoci
p¥ikazi

syms x
|=int( atan(x), 0, 1)
Vysledek je T — 122

Pokud bychom chtéli tento vysledek p¥evést na redlné &islo, tedy
promé&nnou typu double, stadi pouZzit

double(l)

Symbolické vypolty Ize pouZit pouze pro nékteré jednodussi typy
integrald, protoZze pro mnoho integralii nelze vysledek zapsat
pomoci elementarnich funkci. Dalsi nevyhodou je to, Ze symbolické
vypoltu jsou relativné pomalé, cozZ hraje roli zejména tehdy, kdyZ
politdme vice intergrald.



1
P¥iklad 2. Uréime / arctg x% dx numericky.
0

Nastavime vypis na vice cifer a vypolteme integral pomoci ptikazi

format long
integral( ©(x) atan(x."2), 0, 1)

Zde nahlizime na x jako na vektor a operace zpravidla provadime
po slozkach. TakZe zde pouZijeme x.” 2 a nikoli x” 2. Podobné je
tomu napfiklad u nasobeni a déleni. Vychozi nastaveni tolerance
pro relativni chybu je 107°. Pokud bychom cht&li potitat s jinou
toleranci, napfiklad 10712, zad4dme

integral( ©(x) atan(x."2), 0, 1, 'RelTol’, 10712)

Vysledek se v tomto p¥ipadé vyrazné& nezménil, protoZe jiZz prvni
vysledek byl dostateéné& presny.



P¥iklad 3. Vypoltéte
0.7

f(x) dx,
0

jestlize funkce f nabyvé v bodech 0; 0,1; 0,2; 0,6; 0,7 postupn&
hodnoty 1,1; 1,3; 1,5; 1,9; 1,6.

Nadefinujeme vektor x, jehoZ sloZky jsou zadané body, a vektor y,
jehoz slozky jsou hodnoty funkce f postupné v zadanych bodech.

x=[00.1 0.2 0.6 0.7]
y=[1113151.9 1.6]

Potom vypocteme hodnotu zadaného integrdlu pomoci p¥ikazu

trapz(x,y)



