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Nevlastni integral

Priklad 1. Vypoctéte

o0

/ 32 .

0

Reseni: Plati

0
Piiklad 2. Vypoctéte .
) é = i_ 9 dz.
Reseni: Nejprve provedeme tpravu:
/xzz_gdaﬂ:%/ %2:_1dx.

Nyni pouzijeme substituci y = /3. Pro tuto substituci je dy = dx/3 a tedy dy = 3dzx.
Déle plati, ze y = —o0 pro x = —o00 a y = o0 pro r = 00, z ¢ehoz plyne, Ze se meze
integralu po substituci nezméni. Dostaneme

T 17 1 17 1 1 o0
/m2+9 v 9/%2+1 v 9/y2+1 YoMy

1 I ) i ) 1 <7r < 7r>) T
= — | lim arctgy — lim arc =—|l=-=(—-=))==.
3 \yoee Y T SR AARY ] =3 (5 2 3

Priklad 3. Vypoctéte

2
1
dx.
/\/Z—x .
0

Reseni: Jedn4 se o nevlastni integral, protoze integrovand funkce neni definovana v bodeé 2.
K teseni pouzijeme substituci y = 2 — x. V tomto pripadé je dy = —dx a tedy dx = —dy.
Uréime nové meze: y =2 pro x =0 a y = 0 pro x = 2. Dostaneme:

112
#] =2V2 -0 =2V2.

2 1o

0 2
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Priklad 4. Vypoctéte
1

1
/ 5 dzx.
x4+ x

0

Reseni: Pouzijeme rozklad na parcialni zlomky:

1 1 _A B AZL‘+A+B:L‘

= ==+
?+z x@@+l) z x+1 R
Citatele zlomki na levé a pravé strané jsou si rovny, tedy
1=Ax+ A+ Bux.

Nyni urc¢ime konstanty A a B porovnanim koeficienti u x a konstantnich koeficientu.
Dostaneme soustavu:

x: A+ B=0,
1: A=1.

7 toho plyne, ze A=1a B = —A = —1. Pro dany integral tedy plati:

1 1
1 1 !
/ dr = /—— = |In|z| —In|z + 1
>+ x x—i—l 0
0 0
= Inl—In2— lim In|z|+Inl=-In2— (—00) = 0.
r—0+

Piiklad 5. Vypoctéte
3
/ (x — 1
0

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze integrovans funkce neni definovédna v bodé 1, je nutné
zadany integral rozdélit na dvé ¢asti:

3 1 . 3 .
/x—l d$:/(x—1)2dx+/(x—1)2d$.
0 0 1
K vypoctu integralti na pravé strané pouzijeme substituci y = x — 1 a dostaneme

3 1 3
= dac—l—/ dx—/—d—i—/—d
/x—l /x—l :70—1 Y Y
0 0 1
11° 172 1 1
= |- +|— :—hm—+1——+hm—
] vl y—0— 1y 2 y=0+y

1
= —(—oo)+§—|—oo:oo.
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~ Id Jd ~
Ciselné rady
Piiklad 1. Vysettete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z 3%

Reseni: Jednd se o fadu s kladnymi ¢leny, protoze a, = n/3" > 0 pro vSechna n € N.
K vysSetieni konvergence pouzijeme limitni podilové kritérium. Dostaneme

1+ 1

lim D= _,
n—oo 1 3

n+1
. Qpy = . n+13" 1
lim = lim = lim = —
n—00 (U n—o00 3 n—00 n 3n+1 3

Vzhledem k tomu, zZe je vysledna limita mensi nez 1, zadana tada konverguje. Jedné se
o tfadu s kladnymi ¢leny, takze konverguje také rada

Sll-S5

Zadana tada tedy konverguje absolutné.

wls

1
Priklad 2. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z n + .

Reseni: Jednd se o fadu, jejiz cleny a,, = (n + 1) /n! jsou kladné, a proto muzeme k vysetien{
konvergence pouzit limitni podilové kritérium. Vypocteme limitu

. Qpy1 : (::12)! . n+2 nl 14+ % 1 1
lim = lim — -5 =1 " lim _t_y
n—oo  Qy, n—00 ”T n—oo M, 4+ 1 (n + 1)! n—oo 1 + n-+1 00

Vzhledem k tomu, zZe je vysledna limita mensi nez 1, zadana rada konverguje. Jedna se
o tfadu s kladnymi ¢leny, konverguje tedy absolutné.

[e.e]

4n
Priiklad 3. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci rady E 1
n
n=1

Reseni: Jednd se o fadu s kladnymi cleny a, = 4™/ (n2 + 1). K vysetteni konvergence
opét pouzijeme limitni podilové kritérium:

4n+1

lm 9L DT g ni bl 4T —1 + _
n—0o0  (y n—oo nélil n—oconZ 4+ 2n + 2 4» n—)oo 1 —|— +

Vzhledem k tomu, Ze je hodnota této limity vétsi nez 1, zadand fada diverguje.

1
Priiklad 4. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z —
n
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Reseni: K vysSetfeni konvergence pouzijeme integralni kritérium. Funkce f urcujici n-ty

¢len je dana predpisem
1
fla)=—=.

Funkce f je kladnd, spojitd a nerostouci na intervalu [1, 00) a plati

71d L]1* 1 1
—dr=|-z=| =0+-=-<o0.
3 222 || 2 2

1

Vzhledem k tomu, zZe je tento integral konec¢ny, zadana fada konverguje. Jedna se o fadu
s kladnymi ¢leny, konverguje tedy absolutneé.

= 1
Priklad 5. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z
n=1

=840

Reseni: K vysetfeni konvergence opét pouzijeme integralni kritérium. Funkce f urcujici
n-ty clen je dana predpisem

Funkce f je kladnd, spojitd a nerostouci na intervalu [1, 00) a plati

1 . >0 3
da::/:n_?»d:r:{ } =00 — — = 0.
1/\3/5 1 L

2
Vzhledem k tomu, Ze tento integral neni kone¢ny, zadand rada diverguje.

31.2/3
2

[o.¢] _1 n

Priklad 6. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z (=1) .
n

n=1

Reseni: Jedna se o alternujici fadu, proto k vysetteni jeji konvergence pouzijeme Leibni-
I oo . ,
zovo kritérium. Posloupnost {%}nﬂ je nerostoucl a

1
lim — =0,
n—oo M,

coz dle Leibnizova kritéria znamend, ze zadana fada konverguje. Déle vySetiime absolutni
konvergenci, tj. konvergenci rady

(="

n

S

n=1

>

n=1

(1)

Funkce dana ptedpisem f (z) = 1/z je kladnd, spojita a nerostouci na intervalu [1, c0),
takze muzeme pouzit integralni kritérium. Plati

[e.9]

/idx: [lnw]io:oo—():oo.

1
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Vzhledem k tomu, Ze tento integral neni koneény, fada (1) diverguje, z ¢ehoz plyne, ze
zadand fada nekonverguje absolutné. Zadana tada tedy konverguje relativné.

Priiklad 7. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z 2",

n=1

- o
Reseni: Nutnd podminka konvergence rady > a, je lim a, = 0. Pro zadanou radu plat{
n=1 n—oo

lim a, = lim 2" = oo.
n—o0o n—oo

Nutnd podminka konvergence tedy neni splnéna, coz znamena, ze je zadana fada diver-
gentni.

= 1
Priklad 8. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady E W
n
n=1

Reseni: Jednd se o fadu s kladnymi ¢leny, a proto muizeme k vysetfeni jeji konvergence
pouzit limitni odmocninové kritérium. Potfebujeme tedy urcit limitu

lim a,,

n—oo

kde a,, =1/ (n+ 1)". Pro tuto limitu plat{

1
lim {/a, = lim = 0.

Vzhledem k tomu, zZe je vyslednd limita mensi nez 1, fada konverguje. Jelikoz se jedna
o fadu s kladnymi ¢leny, muzeme uéinit zaveér, ze zadana fada konverguje absolutné.

1
on 4+ 1°

Priklad 9. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z
n=1

Reseni: Cleny zadané fady a, = 1/ (2" + 1) jsou kladné, a proto miizeme k vySetfeni
konvergence pouzit limitni podilové kritérium. Plati:

1 1
. An41 . on+1417 . 2" 41 . 1+ on 1
lim = lim — = =

n—o00  (y n—o00 m

Vzhledem k tomu, Ze je vysledna limita mensi nez 1, fada konverguje. Jedna se o rfadu
s kladnymi ¢leny, konverguje tedy absolutné.

sinn

Priklad 10. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z

5 -
n
n=1

Reseni: Budeme nejprve vysetfovat absolutni konvergenci, tj. konvergenci fady

>

n=1

sinn

n2
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K t;omu pouzijeme srovnavaci kritérium. Vzhledem k tomu, ze

sinn 1
0= n? | = n?’
je fada (2) shora omezena fadou
= 1
o (3)
n=1

Pro vysetieni této fady pouzijeme integralni kritérium. Protoze je funkce dand predpisem
f (z) = 1/2?* kladn4, spojitd a nerostouci na intervalu [1,00) a plati

/—d:v—[——] =0+1=1< o0,
1

je fada (3) je konvergentni. Z toho vyplyvd, ze zadand fada konverguje absolutné.

arctg n

Priiklad 11. VysSetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady Z

Reseni: Pouzijeme srovnavaci kritérium. Pro vSechna n € N plati

1 T

on = 2n+1’

arctgn _w
0< <3
2n 2

z cehoz vyplyva, ze je zadana fada shora omezena fadou

[e.e]

- 1
S o =T g (4)

n=1 n=1

Pro zjisténi konvergence fady na pravé strang, jejiz cleny a,, = 1/2""! jsou kladné, pouzijeme
limitni podilové kritérium. Vypocitame limitu

1 1
. Apt1 . ontz 2nt . 1
lim = lim T = lim = lim - = —.
n—00 QA n—o00 ST n—soo IN+2 n—oo 2 2

Vysledna limita je mensi nez 1, takze fada (4) konverguje. Zadana tada tedy také kon-
verguje a vzhledem k tomu, ze mé kladné ¢leny, konverguje absolutné.
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Vektorové prostory
Piiklad 1. Rozhodnéte, zda je vektor u = (1,5, 3) linedrni kombinaci vektoru v = (1,2, 3)
aw=(1,1,1).
Resent:
Zkusime najit realné koeficienty ¢; a co, pro které plati

u =10 + cow, (5)

tedy
(1,5,3) = ¢1 (1,2,3) + ¢ (1,1,1). (6)

Tento vztah rozepiseme po slozkach a dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic
= 1'Cl+1'02, (7)

2'Cl+1'02,
= 3-a+1-co.

K feseni muzeme pouzit Gaussovu eliminaci:

111 1 11 1 1] 1
2 15 |~(0 13 ]~[0 —1]3 |. (8)
3 1|3 0 —20 0 0 |—6

V prvni matici je v prvnim sloupci umistén vektor v, ve druhém sloupci je vektor w a na
pravé strané je vektor u. Vzhledem k tomu, ze posledni rovnice po eliminaci 0 = —6
nemd feseni, nemd ani soustava (7) feseni. Koeficienty ¢; a ¢y spliujici (5) tedy neexistuji
a proto vektor u neni linedrni kombinaci vektoru v a w.

Piiklad 2. Rozhodnéte, zda jsou vektory u = (1,4) a v = (2,5) linedrné nezavislé.

Reseni: Zjistime, pro jaké koeficienty je linedrn{ kombinace vektort u a v nulova. Hleddme
tedy realné koeficienty c; a co, pro které plati

au+cv =c (1,4) + 2 (2,5) = (0,0). (9)
Rozepiseme tento vztah po slozkach a dostaneme soustavu

1'C1+2'C2 = 0, (10)
4-c;+5-c0 =
Tuto soustavu zapiSeme v maticovém tvaru, pficemz v prvnim sloupci matice soustavy je

vektor v a ve druhém sloupci matice soustavy je vektor v. K feSeni soustavy pouzijeme
Gaussovu eliminaci a dostaneme

(L2~ (o alh) )
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Z toho plyne, Ze soustava ma pouze trividlni feSeni ¢; = co = 0 a dle definice jsou tedy
vektory u a v linearné nezavislé.

Priklad 3. Rozhodnéte, zda vektory u = (1,8,5) a v = (4,1, 8) tvoif bazi prostoru R3.

Reseni: Vektory u a v netvoif bazi prostoru R?, protoze jsou pouze dva a béze prostoru
R3 musi obsahovat pravé tii prvky.

Piiklad 4. Urcete, pro jaké hodnoty parametru a € R tvoii vektory u; = (1,0, @),
uy = (2,1,0) a uz = (, 1,0) bazi prostoru R3.

Reseni: Plati, ze vektory i, us, us € R® tvoif bazi prostoru R? pravé tehdy, kdyz de-
terminant matice, jejiz sloupce jsou vektory wy, us a ug, je nenulovy. Vypocteme tedy
determinant
1 2 «
0 1 1
a 0 0

=0+20+0-a*-0-0=a(2—a).

Tento determinant je nulovy, pokud o = 0 nebo o = 2. To znamena, ze zadané vektory
tvoif bazi prostoru R? pro a € R\ {0, 2}.

Priklad 5. Ovéite, Ze mnozina B = {(2,0,1),(3,0,0),(0,2,4)} je bdze prostoru R?
a urcete soufadnice vektoru v = (7, —4,0) v této bézi.

Reseni: Zadané vektory tvoii bézi prostoru R® prave tehdy, kdyz determinant matice,
jejiz sloupce jsou tyto vektory, je nenulovy. Nejprve tedy vypocitame determinant

2 3
0 0
0

0
2l =0+04+6—-0—-0—-0=6.
1 4

Determinant je nenulovy, z ¢éehoZ plyne, Ze mnoZina B je baze prostoru R?. Uréime
soutadnice vektoru v = (7, —4,0) v této bazi, tj. konstanty c;, co a c3, pro které plati

v=(7,-4,0) =1 (2,0,1) + 2 (3,0,0) + ¢35 (0,2,4).
Rozepiseme-li tento vztah po slozkach, dostaneme soustavu:

261 + 362 = 7,
203 = —4,
c1 + 403 = O,

kterd ma feseni ¢; = 8, ¢ = —3 a ¢3 = —2. Vektor v ma tedy v bazi B souradnice
(v)p = (8,-3,-2).

Priklad 6. Rozhodnéte, zda je polynom S (z) = 3z% + 522 + 3z + 5 linedrni kombinac{
polynomu P (z) =2+ 1,Q(z)=2*+1a R(z) =2 — 2+ 2.
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Reseni: Budeme hledat koeficienty ¢1, ¢ a ¢z, které spliuji
S(a)=aP(x)+caQ(x)+cR(r).
Dosadime predpisy zadanych polynomii do této rovnice a dostaneme

32° + 527 + 3z +5=c (¥ + 1)+ (2®+1) + ¢35 (2° — 2+ 2).

Porovname koeficienty u 23, 22, x a konstantni koeficienty a dostaneme soustavu:
22 3=cy+cs
22 b=
r: 3=—c3
1: 5=c14+cy+ 2c3
Tato soustava ma TeSeni ¢; = 5, co = 6 and c3 = —3. Z toho plyne, ze polynom S je

linearni kombinaci polynomu P, () a R s témito koeficienty, tj. plati

S(x)=5P(z)+6Q (z) —3R(x).

Piiklad 7. Rozhodnéte, zda vektory u; = (1,0,2,0), us = (2,1,0,0), us = (0,2,0,0)
auy = (1,3,0,2) tvoif bazi prostoru R*.

Reseni: Zadané ¢tyfi vektory tvoif bazi prostoru R* pravé tehdy, kdyz determinant ma-
tice, jejiz sloupce jsou tyto vektory, je nenulovy. Vypocitame tedy tento determinant a to
pomoci rozvoje podle tretiho radku:

=2(-1)°""1 2 3[=2(84+0+0-0—-0—0)=16.
2000 00 o
000 2

Determinant vysel nenulovy a muzeme tedy uc¢init zaveér, ze zadané vektory tvori bazi
prostoru R*.

Priiklad 8. Urcete, pro jaké hodnoty parametru o € R ma soustava Ax = b pravé jedno
feseni, jestlize

2 0
A=111
a 0

o O 0

p
. b=19
5

Reseni: Soustava mé pravé jedno feseni pravé tehdy, kdyz det A # 0. Nejprve tedy
spocitame determinant matice A:

det A = =4-a*=(2-0a)(2+a).

(SR )
[
o OO

Hodnota tohoto determinantu je nulova praveé tehdy, kdyz o = 2 nebo a = —2. Z toho
vyplyva, ze soustava mé jednoznacné feseni pro o € R\ {—2,2}.

10
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad 1. Urcete vlastni ¢isla, vlastni vektory, spektrum a spektralni polomér matice

1 10
A=1[110
00 3
Reseni: Budeme fesit charakteristickou rovnici det (A — M) = 0. Nejprve vyjadiime
matici A — AL
110 100 1—A 1 0
A-X=|110]-XAX]010]= 1 1—Xx 0
00 3 001 0 0 3—-A

Pro determinant této matice plati:

1—Xx 1 0
det(A=XI) = | 1 1-X 0 |[=(1-X)°B-N—-(3-X
0 0 3-2A\

= B-N((1-X*-1)=3B-MDM=-2)=B-M)A(\-2).

Z toho plyne, ze det (A — AI) = 0, pokud A = 3, A\ = 2 nebo A = 0. Matice A m4 tedy
vlastni ¢éisla Ay = 3, Ay = 2 nebo A3 = 0, spektrum je mnozina {0,2,3} a spektralni
polomeér je 3.

Nyni vypocitame vlastni vektory ptislusné témto vlastnim ¢islim. Podle definice je
vlastni vektor nenulovy vektor spliiujici rovnici (A — A\I)x = 0, tj.

1—=A 1 0 1 0
1 1—A 0 ) = 0
0 0 3—A T3 0

Pro prvni vlastni ¢islo A\; = 3 dostaneme soustavu

1 =20 2| =10
0 0 0 T3 0
Tuto soustavu vytesime pomoci Gaussovy eliminace:
-2 1 010 -2 1 010
1 =2 00 | ~ 0 =3 010
0 0 00 0 0 0]0

Soustava ma nekonecné mnoho feseni tvaru x; = 0, x5 = 0, x3 = ¢, kde ¢ € R. Vlastni
vektor nemuze byt nulovy, proto dale uvazujeme pouze ¢ # 0. Vlastnim vektorem matice
A prislusejici vlastnimu ¢islu A\; = 3 je tedy vektor

0 0
x'=(0]=c|0], ceR\{0}.
1

C

11
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Pro dalsi vlastn{ ¢islo Ay = 2 dostaneme soustavu

1 -1 0 T2 =10 5
0 0 1 xT3 0

ktera ma nekoneéné mnoho teseni tvaru z; = ¢, xo = ¢, x3 = 0 pro ¢ € R. Vlastnim
vektorem matice A prislusejici vlastnimu ¢éislu Ay = 2 je tedy vektor

c 1
x?=|c|=c|1], ceR\{0}.
0 0

Pro posledni vlastni ¢islo A3 = 0 dostaneme soustavu

1 10 1 0
1 10| [z]|=10],
0 0 3 T3 0
ktera ma nekoneéné mnoho feseni tvaru x; = ¢, x9 = —c, x3 = 0, pficenz ¢ € R. Vlastnim

vektorem matice A prislusejici vlastnimu ¢islu A3 = 0 je tedy vektor

x*=|-c|=c|-1], cecR\{0}.

Priklad 2. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

11 2
A=12 2 4
3 36
Reseni: Nejprve vypocitdme
1—A 1 2
det (A —\I) = 2 2—=-X 4

3 3 6-—2A
= 1=-XN2=-XN)6-XN)+124+12—-12(1=X)—2(6—-X)—6(2—))
= A (9-)).
Tento determinant je roven nule, pokud A = 9 nebo A = 0. Z toho plyne, ze matice A ma

vlastni ¢islo Ay = 9 a dvojnésobné vlastni ¢islo Ay = 0.
Vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢éislu A; = 9 dostaneme jako feSeni soustavy

12
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Tuto soustavu vyresime Gaussovou eliminaci:

-8 1 210 -8 1 20 1 1 -—-1]0
2 =7 410 ~ 2 =7 410 ]~ -8 1 210
3 3 =310 11 —-1]0 2 =7 410

1 1 =110 1 1 —-11]0

~ 0o 9 -6/0 | ~10 -3 210

0 -9 6 |0 0 0 010

Tato soustava ma nekonec¢né mnoho feSeni tvaru x, = ¢, 9 = 2¢, x3 = 3¢ pro ¢ € R.
Vlastni vektor matice A piislusejici vlastnimu ¢islu A; = 9 je tedy vektor

, ceR\{0}.

»

I

o
W DN

Vlastni vektory prislusné dvojnédsobnému vlastnimu ¢éislu Ay = 0 dostaneme jako feseni
soustavy

1 1 2 T 0
2 2 4 ) =10
3 3 6 T3 0
Tato soustava ma nekonec¢né mnoho feseni tvaru xy = —c¢; — 2¢9, T3 = ¢, T3 = €3 Pro

c1,co € R. Vlastni vektor matice A prislusejici vlastnimu cislu Ay = 0 je tedy libovolny
vektor tvaru

—C1 — 202 —1 —2
x? = c1 =c | 1 |+l 0], acelR, |a,c]#]0,0.
Co 0 1

Vlastnimu ¢islu Ay = 0 ndsobnosti dva tedy piislusi dva linedrné nezavislé vlastni vektory:

a vSechny ostatni vlastni vektory prislusejici tomuto vlastnimu ¢islu jsou jejich linearni
kombinaci.

Piiklad 3. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
2 3
A= (2 3) |

Reseni: Nejprve vypocitdme

2—-X 3

det(A—)\I):’ 5 3_

‘:(2—)\)(3—)\)—6:)\2—5>\:>\()\—5).

13
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Tento determinant je nulovy pro A = 0 a A = 5. Z toho plyne, Zze matice A ma vlastni
cisla Ay =0 a Ay = 5.

Nyni vypocitame vlastni vektory ptislusné témto vlastnim ¢islim. Podle definice je
vlastni vektor prislusny A nenulovy vektor spliujici rovnici (A — AI)x = 0, tj.

2— A 3 r1\ 0
2 3—A i) a 0/
Pro prvni vlastni ¢islo Ay = 0 dostaneme soustavu
2 3 T1\ 0
2 3 ) o 0/’

kterda ma teseni x1 = —3c, v2 = 2¢, kde ¢ € R. Vlastni vektor matice A piislusejici
vlastnimu ¢islu Ay = 0 je tedy vektor

xlzc(_QB), ce R\ {0}.
Pro dalsi vlastni ¢islo \; = 5 dostaneme
-3 3 z1\ (0
2 —2 i) N 0/’

ktera ma teseni 1 = ¢, x5 = ¢, kde ¢ € R. Vlastni vektor matice A piislusejici vlastnimu
¢islu Ay = 0 je tedy vektor

xlch), ceR\ {0}
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Defini¢ni obory funkci vice proménnych

Priklad 1. Urcete definicni obor funkce f dané predpisem

cos (z + y) © arcsin ??+y* =5

f<x7y):1n(y_x)+x2+y2+1

Reseni: V piedpisu funkce f se vyskytuje nékolik omezujicich podminek:

a) Funkce logaritmus je definovédna pouze pro kladné ¢isla, takze musi platit y —x > 0,
tj. y > z. Do definiéniho oboru funkce f tedy patii takové body [z,y], které lezi
nad primkou y = x. Vzhledem k ostré nerovnosti ve vztahu y > z, ptimka y = x do
definiéniho oboru nepatii a zndzornime ji proto ¢arkovaneé.

b) Vyraz z? + y* + 1 musi byt ruzny od nuly, protoZe je ve jmenovateli zlomku. To
je splnéno pro viechna [z,y] € R?, protoze je zfejmé, ze z* + y* + 1 je kladné pro
libovolné [z, y] € R%

c¢) Funkce arkus sinus je definovdna na intervalu [—1, 1]. Musi tedy platit
24,2
1< vy =5 < 1.
< 1 <
Po upravé dostaneme
4 <2+t —-5<4

a tedy
1§x2+y2§9.

Prvni nerovnice 1 < 2% 4 y? uréuje vnéjsek kruznice o poloméru jedna a druhd
nerovnice x? + y? < 9 uréuje vnitiek kruznice o poloméru tfi.

7 toho tedy plyne, ze hledany defini¢ni obor tvofi ¢ast mezikruzi uréeného kruznicemi
o poloméru 1 a 3, ktera lezi nad pfimkou y = z, jak je znadzornéno na obrazku 1.

Obrazek 1. Defini¢ni obor funkce f z ptrikladu 1.
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Piiklad 2. Urcete defini¢ni obor funkce f dané predpisem

arccos (y — 2)

f(zy) = +1In(y — |z]) +sin (2 +3°) .

Reseni: V predpisu funkce f se vyskytuje nékolik omezujicich podminek:

a) Funkce arkus kosinus je definovana na intervalu [—1, 1]. Z toho plyne, ze musi platit
—1<y—2<1,tedy 1 <y < 3. Prvni nerovnice 1 < y urcuje polorovinu lezici nad
piimkou y = 1, druha nerovnice y < 3 urcuje polorovinu lezici pod piimkou y = 3.
Defini¢ni obor funkce f tedy lezi v pasu mezi piimkami y = 1 a y = 3. Vzhledem
k tomu, Ze nerovnosti jsou neostré, tyto primky také patii do pasu.

b) Funkce logaritmus je definovéana pouze pro kladna ¢isla, takze musi platit y—|z| > 0,
tj. y > |z|. Do defini¢niho oboru funkce f tedy patii takové body [z,y], které lezi
nad grafem funkce absolutni hodnota x. Vzhledem k ostré nerovnosti, graf funkce
|z| do defini¢niho oboru nepatii a znazornime ho proto ¢arkovaneé.

Defini¢ni obor funkce f je prunikem vySe uvedenych mnozin, jak je znézornéno na
obrazku 2.

Obrazek 2. Defini¢ni obor funkce f z prikladu 2.

Priklad 3. Urcete defini¢ni obor funkce f dané predpisem
f(zy) = M+\/E+\/§+1/x2+y2'

Reseni: Odmocnina je definovédna pouze pro nezdpornd ¢isla. Z toho plyne, ze musi byt
splnény ctyti podminky:

a) Prvn{ podminka je 4 — 2% —y? > 0, tedy 4 > 2? + 2. Tato podminka urcuje vnitiek
kruznice se stiredem v pocatku a polomérem 2.

b) Druhd podminka xz > 0 urcuje polorovinu vpravo od osy y, protoze osa y je totozna
s piimkou z = 0.

16
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c¢) Tteti podminka y > 0 urcuje polorovinu nad osou z, protoze piimka y = 0 je totozna
S osou .

b) Posledni podminka 2% + 3? > 0 je splnéna pro vSechny body [z,y] € R2.

Defini¢ni obor funkce f je prunikem téchto mnozin, jak je znazornéno na obrazku 3.
Diky tomu, ze vSechny nerovnosti byly neostré, hranice do definiéniho oboru také patii.

-2 -1 0 1 2

Obrazek 3. Defini¢ni obor funkce f z piikladu 3.
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Limity funkci vice proménnych

Priklad 1. Vypoctéte
. 2?2y -2 —ay+x
lim :
[2,y]—[1,0] r—1

Reseni: Jednd se o limitu typu 0 /0. Tuto limitu vypoc¢itame tak, ze upravime predpis
zadané funkce. Dostaneme:

Py —a?—zy+u 22 (y—1)—xz(y—1)

Iim = lim
[z,y]—[1,0] r—1 [z,y]—[1,0] r—1
2 _ —1 -1 —1
o @ene-) L e@-Dy-1)
[z,y]—[1,0] z—1 [z,y]—[1,0] r—1
= lm z(y—1)=1(0—-1)=—1.
e | (y—1)=1( )
Priklad 2. Vypoctéte
. 20+ 3y —5
hm _— .
[z,y]—[1,1] r—y

Reseni: Jednd se opét o limitu typu 0/0. Ovéifme nutnou podminku existenci limity, tj.
podminku

. 2x+3y—95 . 2x+3y—5
lm ——— =lim ——.

= IIERT I - SR
Nejprve vypocteme
. 2x+3y—5 . 2x+3-5 . 2x—-2  2(x—1)
lim ———— =lim——— = lim =lim ——= = 2.
z—1 T —y z—1 x—1 z—=1 ¢ —1 z—=1 xx—1
y=1
Pro druhou limitu plati
. 2x+3y—-5 . 2+3y—-5 .. 3y—-3 .. -3(1-y)
lim — = lim —————— = lim = lim ——— = -3.
écill T —y y=1  1—y y=1 11—y y=1 11—y

Vzhledem k tomu, ze se vypoctené limity nerovnaji, tedy 2 # —3, neni splnéna nutnd
podminka existence limity a zadand limita tedy neexistuje.

Priklad 3. Vypoctéte
T+y—2

[I,y]%[l,f}] y - 6y + 9
Reseni: Jedna se o limitu typu 2 /0. Pouzijeme vétu o limité operact:

-2 1
lim fL: lim (z4+y—2)- lm —————=2lim—.
2y =131 y* — 6y +9  [zy]-[13] [zy]=[1,3] y* — 6y + 9 y=3 (y — 3)
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Nyn{ méme na pravé strané limitu funkce jedné proménné 1/ (y — 3)*, kterd je typu 1/0
a jmenovatel je na prstencovém okoli bodu 3 kladny, z ¢ehoz plyne, ze tato limita je oo.
Pro zadanou limitu tedy plati

T+y—2 1

lim s = 2lim ———— = 2. 00 = .
[,y =13 y* — 6y + 9 =3 (y — 3)°

Priklad 4. Vypoctéte
2— /22 +y?+4

lim
[,y]—[0,0] x? + 12

Reseni: Jednd se o limitu typu 0 /0. Tuto limitu uréime tak, zZe upravime predpis zadané
funkce:

2— /22 +y?+4 (2—\/w2+y2+4) <2+\/x2+y2+4>

lim 5 5 = lim
[.y] (0.0 2?4y 91100 (22 + y2) (2 YT 4>
) 4— 2% —y? -4
= lim
— (2 + )

= lim

el =100] (42 4 y2) (2—1—«/71:2—1—3/ +1)

lim -,
[arvy]—>00]2—|—«/x2+y +4 4
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Parcialni derivace a jejich aplikace

Priklad 1. Funkce f je dana predpisem
[ (z,y) = arctg (2z + 3y) + /' + y*.

Urcete gradient funkce f v bodé A = [3,0], derivaci funkce f v bodé A ve sméru vektoru
u = (1,5) a rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé [A4, f (A)].

Reseni: Nejprve uréime parcidlni derivace

of 2 1 4a®
8—($ay) = 2Ty T
x 1+ (2 + 3y) rt+y
2 213
- 2t 4 4’
1+ (2z + 3y) rt+y
af 3 1 498
G_(xvy) = PR N e SR
Yy 1+ (22 + 3y) zt+y
3 293

7
1+ (2z + 3y) xt + o
a jejich hodnoty v bodé A = [3, 0], tedy
af 9 92.27 224 Of 3 2.0
2L (3,0) = -= 9 - o2
R e i T WA U Rk BT BT
Z toho plyne, ze gradient funkce f nabyva v bodé A hodnoty

vi= (5 ).

Zadany vektor u = (1,5) vydélime jeho normou |Ju|| = v/1 + 25 = v/26 a dostaneme tak
vektor

3

||Z|| - (¢12—6 ¢52—6) '

Pro derivaci funkce f v bodé A ve sméru u = (uy, ug) potom plati

of of up  Of Uy

9 Yoy 2 9 oy 22

g = o0 VT oy YT
224 1 3 5 239

_._+_. = .
37 V26 37 26 3726

Tecnd rovina ke grafu funkce f v bodé [A, f (A)] pro obecny bod A = [z, yo] je déna
rovnici

z— f (@0, y0) = % (20, Yo) (x — x0) + % (w0, 10) (x — o) -

Z toho plyne, Ze tecna rovina ke grafu zadané funkce f v bodé A = [3,0] m& rovnici

224 3
z —arctg (6) — 9 = §($—3)+§y,
tedy po uprave:
2he By 5
2=""4+ =2 4 arc S
37 37 & 37
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Tayloruv polynom

Piiklad 1. Urcete Tayloruv polynom druhého stupné se sttedem v bodé A = [0, 1] funkce

f dané predpisem

floy) =g

2y+T.

Reseni: Urcime vSechny parcidlni derivace az do druhého fadu. Dostaneme

U ey = 2w
af 2z—y+1 1
a0 ) = - + —
oy (V) ¢ NoTEN
2
Tl () = e
2
02 f , 1
— (=, - L L ——
dy? (=9) 2y +7)*?

Déle urcime hodnoty funkce f a téchto derivaci v bodé A, tedy

af of 2

f (0’ ) ) ox <O7 ) ) ay (07 ) 37
0*f _ 0*f B o f 26
o2 (O’ 1) = 4 axay (07 1) = —2, 8_y2 (O, 1) = 2—7

Tayloruv polynom druhého fadu funkce f se sttedem A = [z, yo] uréime ze vztahu

0 92
T(wy) = flzo,50)+ Ir (o, Yo) (z — wo) + a—i (0, y0) (¥ — yo) + %G_:EJ; (20, y0) (& — 20)°
0? 92
(9xgy (0. 90) (2 = x0) (y — yo) + %G_yé (0, 40) (¥ — o)
Dostaneme

2 13
4+2$—g(y—1)—|—2:U2—2x(y—1)—|——(y—1)2.

T
(z,y) o

Piiklad 2. Uréete Tayloruv polynom tietiho stupné se stredem v bodé A = [1, 0] funkce
f dané predpisem
f(z,y) =sin (3z — 2y — 3).
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Reseni: Urcime vSechny parcidlni derivace az do tietiho fddu. Dostaneme

g_i(x’y) = 3cos(3x —2y —3),
g_g(x’y) = —2cos(3z —2y —3),
%(%y) = —9sin (3z — 2y — 3),
;:gy(x,y) — 6sin(3z— 2y —3),
ng( y) = —dsin(3z —2y—3),
%(x,y) = —27cos (32 — 2y — 3),
%(gy’y) = 18cos (3x — 2y — 3),
%(gg,y) = —12cos(3z — 2y — 3),
%};(%y) — 8cos (3 — 2y — 3).

Déle uréime hodnoty funkce f a téchto derivaci v bodé A = [0, 1], tedy

ro = o Fao-s Fao--
82f B o*f B 82f
F) (1, 0) = 0, 92y (1,0) =0, 3y a7 (1, 0) 0
>*f B Of B Pf o f
g7 (L) = =20 5oo (L) =18, 555 (1,0) = —12.55(1,0) =8

Tayloruv polynom druhého Fadu funkce f se sttedem A = [xg, yo] uréime ze vztahu

2
Tley) = fleog0)+ % (0, o) (& — o) + g_g (0, %0) (Y — yo) + ;g J; (%0, %0) (z — 0)”
o 0? o
+ Wgy (20, 90) ( — 20) (¥ — yo) + ;8 J; (0, 90) (¥ — y0)* + 258 é (0, 40) (& — 7o)
1 83 1 83
o EaTJacy (0, 40) (x = xO)Q (v — %) + §8x—8fy? (w0, 40) (x — o) (y — yo)2
105 3
+ Gy Poro) (¥ = o)
Dostaneme
T@my)=3=1) _2y_§("”— 1>3+9<1’—1)2y—6(x—1)y2+§y3.
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Implicitni funkce

Priklad 1. Urcete rovnici te¢ny ke kiivce k dané rovnici
oty + 2% —1=0
v bodé A = [1,0].

Reseni: Nejprve, ovéifme, ze bod A lezf na zadané kiivee k. Oznacime F (z,y) = z* +
y? + 22%y — 1 a vypocteme F (A) = F (1,0) =1+ 0+ 0 — 1 = 0. Z toho vyplyva, ze bod
A na kiivce k opravdu lezi.

Dale ovérime, ze dana rovnice urc¢uje na okoli bodu A implicitni funkci y proménné .
Vzhledem k tomu, ze oF oF
55:2y+m% 55@0:2#@
plati dle véty o implicitni funkci, Zze zadana rovnice skutec¢né urcuje na okoli bodu A
implicitni funkei y ().

K urceni rovnice te¢ny potiebujeme vypocitat y' (z). Nyni uvazujeme y jako funkci
proménné x, takze levou stranu zadané rovnice muzeme chéapat jako funkci proménné z:

2+ (y () + 222y (z) — 1 = 0.

Pro zjednoduseni zapisu budeme vsak déale psat pouze y a nikoli y (). Zadanou rovnici
zderivujeme vzhledem k proménné z a dostaneme

4o + 2y + day + 222y = 0.

7 toho plyne, ze

/(@) —423 — 4ay
r)=——-—-—
Y 2y + 222
Tuto derivaci 1ze vypocitat také pomoci vztahu
' (a) g—i (x,y) 42 + day
Xr) = — = — .
Y %—5 (x,y) 2y + 222
V bodé A = [1,0] tedy dostaneme
440
! 1 = —-— = —
v ) =573

Rovnice tecny ke grafu funkce y (z) v obecném bodeé [z, yo] mé tvar
y—yo =1y (20) (v — x0).
Po dosazeni bodu A do tohoto vztahu dostaneme
y—0=-2(z—-1),
coz jesté muzeme upravit a dostaneme rovnici tecny ke krivce k v zadaném bodé ve tvaru

y=2-—2.
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Extrémy funkci vice proménnych

Priklad 1. Urcete lokdlni extrémy funkce f dané predpisem

f(x,y):ex(y2+x2—2x+1).

Reseni: Nejprve stanovime staciondrn{ body funkce f tak, ze vypocteme parcidlni deri-
vace f podle obou proménnych a uréime body, ve kterych jsou tyto derivace nulové,

%(x,y) = " (P+a2°—20+1)+e" 2 —-2)=¢€"(y*+2°—1) =0,
x

of B e

a—y(%y) = 2ye” =0.

Ze druhé rovnice dostaneme y = 0. Tuto hodnotu dosadime do prvni rovnice a ziskame
podminku
2 —1=0,

kterd je splnéna, pokud x = 1 nebo = —1. Funkce f m4 tedy dva stacionarni body [1, 0]
a [—1,0].

Nyni na zakladé subdeterminanti Hessovy matice rozhodneme, zda funkce f ma
v téchto bodech lokalni maximum nebo lokalni minimum. Vypoc¢teme proto parcialni
derivace funkce f druhého tadu,

2
%(fﬂyy) = " (YP+2°—1)+2ze" =€ (y* + 2> — 1+ 22),
x
82
(93:(;; (z,y) = 2ye",
82
a—yJ; (r,y) = 2.

Hessova matice ma tedy tvar

(e”” (y* + 2% — 1+ 2z2) 2ye”3)
D = . . |-
2ye 2e

Nejprve vysetiime situaci v bodé [1,0]. V tomto bodé je Hessova matice rovna
2¢ 0
D= (O 26) )
Pro subdeterminanty D; a D, této matice plati, ze D; = 2e > 0 a Dy = 4e? > 0, z ¢ehoz

plyne, ze funkce f ma v bodé [1,0] lokdlni minimum f (1,0) = 0.
Analogicky vysetiime situaci v bodé [—1,0]. V tomto bodé dostaneme

—2e71 0
D= < 0 26_1> '
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Pro subdeterminanty D; a D, plati, ze D; = —2e ! < 0 a Dy = —4e 2 < 0. Z toho
vyplyva, ze v bodé [—1,0] nem4 funkce f lokdlni extrém.
Zaver tedy je, ze funkce f mé lokalni minimum v bodé [1, 0].

Priiklad 2. Urcete globalni extrémy funkce f dané predpisem

f(z,y) =2zy —2* — 4y

na mnoziné
M={lz,y) eR*:0<x<50<y<4}.

Reseni: Zadand mnozina M je obdélnik [0, 5] x [0, 4]. Funkce f je spojitd na M a mnozina
M je uzaviend a omezend, z ¢ehoz na zakladé Weierstrassovy véty plyne, ze funkce f mé
na mnoziné M maximum i minimum a tyto extrémy muzeme urcit tak, ze nejprve urcime
body, ve kterych by mohl nastat extrém a po té pomoci hodnot funkce f v téchto bodech
urc¢ime maximum a minimum.

Nejprve stanovime stacionarni body funkce f tak, ze uréime parciadlni derivace funkce
f podle obou proménnych a zjistime, ve kterych bodech jsou tyto derivace nulové. Dosta-
neme: o7 o/

%(x,y):2y—2x:0, 8—y($,y):2x—4:0.

Ze druhé rovnice uréime x = 2 a po dosazeni této hodnoty do prvni rovnice pak mame
y = 2. Staciondrni bod funkce f je tedy bod [2,2] a vzhledem k tomu, Ze tento bod patif
do mnoziny M budeme ho uvazovat jako bod “podezrely z extrému”.

Nyni vysetiime situaci na hranici mnoziny M, kterd se sklada ze ctyr casti ur¢enych
rovinicemi z =0,z =5, y=0ay =4.

Rovnici prvni ¢asti hranice x = 0 dosadime do predpisu funkce f a dostaneme tak
funkci g (y) jedné proménné,

9(y) = f(0,y) = —4y.

Vzhledem k tomu, Ze prvni derivace této funkce ¢’ (y) = —4 nemuze byt nulovd, nejsou
na této ¢asti hranice kromé krajnich bodu zadné dalsi body podezrelé z extrému.

Rovnici druhé c¢asti hranice z = 5 také dosadime do predpisu funkce f a dostaneme
tak funkci

9(y)=[f5,y) =10y — 25 — 4y = 6y — 25.

Vzhledem k tomu, ze prvni derivace této funkce ¢’ (y) = 6 nemuze byt nulova, nejsou ani
na této Casti hranice kromé krajnich bodu zadné dalsi body podezrelé z extrému.
Rovnici dalsi ¢asti hranice y = 0 dosadime do predpisu funkce f a dostaneme funkci

9 () = f (2,0) = —a*.

Plati, ze ¢’ () = —2z je rovno nule pro x = 0. Dostali jsme tedy bod [0, 0], ktery patii
do mnoziny M a je tedy bodem podezielym z extrému. Poznamenejme, ze tento bod je
krajnim bodem usecky dané vztahy y = 0 a x € [0,5] a proto ho povazujeme za bod
podeziely z extrému také na zakladé toho, ze je krajnim bodem této ¢asti hranice.
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Posledni ¢ést hranice je dana rovnici y = 4. Po dosazeni této podminky do predpisu
funkce f dostaneme funkci

g(z) = f(z,4) = 8z — 2° — 16.

Plati, ze ¢’ (x) = 8 — 2z je rovno nule pro z = 4. Dostali jsme bod [4,4], ktery patii do
mnoziny M a je tedy dalsim bodem podezielym z extrému.

Kromé vyse uvedenych bodu budeme dale povazovat za podezielé krajni body usecek,
které tvori hranici mnoziny M, coz jsou vlastné vrcholy obdélnika M, tedy body [0, 0],
[5,0], [0,4] a [5,4].

Nyni ur¢ime hodnoty funkce f ve vSech nalezenych bodech,

F(2,2) = 8—4—8=—4,
F(0,0) = 0—0—0=0,
F(4,4) = 32—16—16=0,
f(5,0) = 0—25—0=—25,
£(0,4) = 0—0—16= —16,
f(5,4) = 40—25—16= —1.

Funkce f ma tedy na mnoziné M maximum 0 v bodech [0,0] a [4,4] a minimum —25
v bodé [5,0].

Piiklad 3. Urcete globalni extrémy funkce f dané predpisem

f(z,y) =8z + 6y

na mnoziné
M={lz,y) e R?: 2 +y*> <9} .

Reseni: Zadand mnozina M je kruh o polomeéru 3 se stiedem v bodé [0,0]. Funkce f je
spojita na M a mnozina M je uzaviend a omezend, z ¢ehoz na zakladé Weierstrassovy
véty plyne, ze funkce f ma na mnoziné M maximum i minimum.
Nejprve stanovime stacionarni body funkce f tak, ze urc¢ime parcidlni derivace funkce
f podle obou proménnych a zjistime, ve kterych bodech jsou tyto derivace nulové. Dosta-
neme:
of

Tyto derivace nejsou v zadném bodé nulové a funkce f tedy nema zadny stacionarni bod.
Nyni vySetiime situaci na hranici mnoziny M, tedy na kruznici dané rovnici 22+y* = 9.
Pouzijeme Lagrangeovu metodu, kterd spociva ve vySettovani Lagrangeovy funkce

L(z,y) =8x+6y+ A (z>+y°—9).

Urcime body, které lezi na hranici mnoziny M a pro které jsou hodnoty parcidlnich derivaci
funkce L nulové, tj. body které splinuji

oL oL
ox dy
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Z prvni a druhé rovnice urc¢ime

4 3

Tyto dva vztahy dosadime do tfeti rovnice a dostaneme

6 9 25

X eT
Tento vztah je splnén pro dvé hodnoty A a to

412 3 9
YT T YT AT Ty
a pro A = —g mame
4 12 3 9
rT=———= — = —— = —,
S A W
Dostali jsme tedy dva body [—%, —%} a [1—52, %], ve kterych by mohl nastat extrém. Zbyva
urcit hodnoty funkce f v téchto bodech a vybrat maximum a minimum. Vzhledem k
tomu, Ze
12 9 12 9
——,— ] =-30 —,— ] =30
T R L
ma funkce f na mnoziné M maximum 30 v bodé [%, %] a minimum —30 v bodé [—%, —%] .
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Diferencialni rovnice

Piiklad 1. Urcete feSeni diferencidlni rovnice

23y + yt
Yy = T y(1) =1

Reseni: Uvedend rovnice ma smysl pro x # 0. Rovnici muzeme pirepsat do tvaru

4
r_ Y )
y 7 + <_> '
x x
Pravou stranu tedy muzeme vyjadfit jako funkei proménné z = y/x, coz znamend, ze se
jedna o rovnici s homogenni funkci na pravé strané. Tento typ rovnice lze fesit pomoci

substituce z = y/x, pricemz z je stejné jako y funkce proménné x. Do rovnice dosadime
y=uxzay =xz + 2z a dostaneme

zZ + 2 =2+ 24,

coz dava po upravé rovnici se separovatelnymi proménnymi

/ 24
Z=—
x

(12)
Tuto rovnici vyfesime metodou separace proménnych, kdy polozime 2’ = dz/dx, rovnici

napiseme ve tvaru
dz 24

de

a po upravé dostaneme pro z # 0 rovnici

1 1
/—4dz:/—d$.
z x

Vypocteme integrdly a vyjadiime funkei z:

1 1
—5z =Iz/+c, 2= , ceR
3z V—3In|z| — 3¢

Toto feSeni z jsme dostali za predpokladu, ze z # 0. Nyni vySetiime situaci pro z = 0 tak,
ze tento vztah dosadime do diferencialni rovnice (12). Po dosazeni mame 0 = 0, z ¢ehoz
plyne, ze funkce z = 0 je také feSenim.

Nyni provedeme zpétnou substituci y = xz. Dostaneme reseni

T

v {/=31n|z| — 3¢’

c € R,

a dale Teseni y = 0.
Zbyva uréit feseni splnujici zadanou poc¢atecni podminku y (1) = 1. Dosazenim obecného
feseni y do této podminky ziskdme vztah
1 1
]_ pu— ]_ = = .
y(d) v=3In1—-3c /-3¢
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7 toho plyne, ze
-t 1
T3 Ty
Tuto hodnotu konstanty ¢ dosadime do predpisu obecného feseni a dostaneme feSeni
zadané 1lohy
< (O, e > .

= zc€
Y 1—31In|z|

Interval jsme urcili tak, aby obsahoval bod 1, ve kterém je predepsana pocateéni podminka,
a aby byly splnény podminky = # 0 a 1 # 3Inz. Na tomto intervalu jesté muzeme |z|
nahradit x.

Zaver tedy je, ze feSenim zadané tlohy je funkce

W=

X

1
= x€<0,65>.
Y Jv1—3Inzx

Priklad 2. Urcete feSeni diferencidlni rovnice

y — 2 = pe, y(1)=0.
T

Reseni: Jedna se o linedrni diferencialni rovnici prvniho fadu. Nejprve ur¢ime homogenni
feSeni, tedy feSeni homogenni rovnice

a to metodou separace proménnych. Polozime 3’ = dy/dx a rovnici prepiSeme do tvaru

dy _y

de

Provedeme separaci proménnych a pro y # 0 dostaneme
1 1
/ —dy = / —dzx.
Y x

Injy|=In|z|+¢, ceR

Vypocteme integraly a méame

Upravime do tvaru

In|z|+c _ 61n|:z:|€c

ly| = el = ¢ = |z|e°

a odstranime absolutni hodnotu

y = +er = kx, k=4e® #£0.

K tomuto vztahu jsme dospéli za predpokladu, ze y # 0. Dosazenim y = 0 do homogenni
rovnice snadno ovéiime, ze y = 0 je také feseni. Tato dvé feseni y = kx prok #0ay =0
muzeme zapsat do jednoho tvaru a dostaneme tak vysledné homogenni feseni

yg = kzr, keR.
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Nyni urcime partikularni feseni, tedy jedno konkrétni feseni zadané rovnice. Pouzijeme
metodu variace konstant, ktera spociva v tom, ze toto partikularni feseni yp hleddme
v podobném tvaru jako homogenni feseni yy s tim, ze misto konstanty & nyni uvazujeme
funkci & (2), tj.

yp =k (x)x.
Tuto funkei dosadime do zadané rovnice a ziskame vztah
k
K (x)x+k(x) — k@e we™,
T

5% g integraci tohoto vztahu uréime funkci

6590
k(z) = /egmdx =5

Z toho plyne, ze partikularni feseni je

Po tpravé dostaneme k' (z) = e

I€5a:

bt

yp =k (x)x =

Pro obecné teseni y dané rovnice plati, ze

xeS:):

y=yg typ=kr+ F keR, zekR.

Zbyva urcit teseni splnujici zadanou pocatecni podminku, tedy

0=y(1)=k+ 2.

5

Tato podminka je splnéna pro

i

k=——.

5

Resenfm dané tlohy je tedy funkce
ed e x (e’ —ed)
= ——x + = s T € R
VTS 5 5

Priklad 3. Urcete feseni diferencialni rovnice
y" + 5y + 4y = cos (2x) .
Reseni: Jedna se o linedrni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Urcime nejprve homogenni feseni, to znamena feSeni rovnice
! /
Yy +5y +4y = 0.
Této rovnici prislusi charakteristicka rovnice

N 45N +4 =0, (13)
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kterd ma koreny

~54+25—-16 —-5++v9 543
)\1’2 = = = R
2 2 2
to je koteny \; = —4 a Ay = —1. Z toho plyne, Ze homogenni feseni yy ma tvar

yw =cre @+ e e, €R, zER.

Dalsim krokem je urceni partikularniho feseni. K tomu vyuzijeme toho, ze prava strana
rovnice ma specialni tvar, a nejprve porovname pravou stranu s timto specialnim tvarem:

cos (22) = ™ (P (x) cosbr + Q (z) sin bx) .

Vzhledem k tomu, ze prava strana této rovnice se musi rovnat levé strané, musi platit a = 0
atedy e =€’ =1addleb=2 P(z)=1aQ(x) =0. Vzhledem k tomu, ze polynomy
P a @ jsou konstanty, je jejich stupen roven nule. Dle teorie hledame partikuldrni feseni

ve tvaru
yp (1) = 2" (R (x) cosbx + S (x) sin bx) .

V tomto vyjadreni jsou R (z) a S (x) polynomy, jejichz stupen je max (st P, st Q) = 0, to
znamena, ze to jsou konstanty a muzeme je oznacit R (z) = A a S (z) = B. Zbyva urcit
parametr k. Za timto ucelem vyjadiime o = a 4+ bi = 0 & 2¢ = £2¢. Vzhledem k tomu, ze
a neni kofenem charakteristické rovnice (13), klademe k = 0. Partikularni feSeni mé tedy
tvar

yp (1) = 2%% (A cos 2z + Bsin2z) = Acos 2x + Bsin 2z.

Vypocteme jeho derivace
Yp (£) = —2Asin2x + 2B cos 2z, yp (x) = —4Acos 2z — 4B sin 2z
a dosadime partikularni feseni a prislusné derivace do zadané rovnice. Dostaneme
—4Acos2x — 4B sin 2z — 10A sin 2z 4+ 10B cos 2x + 4 A cos 2@ + 4B sin 2x = cos 2.

Porovndnim koeficientu u funkce cos 2z dostaneme

1
~4A+10B+4A=1, 10B=1 B=|,

a analogicky porovnanim koeficienti u funkce sin 2z dostaneme
4B —10A+4B =0, —10A=0, A=0.

Partikularni feseni je tedy funkce
sin 2x

10
Obecné teseni zadané rovnice je funkce, ktera je souctem homogenniho a partikularniho
feseni, coz je funkce

yp =

sin 2x
10

Y=y +yp=cre "+ "+ cr,c0 €R, x €R.
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