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Matematika 2 Dana Černá

Nevlastńı integrál

Př́ıklad 1. Vypočtěte
∞∫
0

e3−2xdx.

Řešeńı: Plat́ı

∞∫
0

e3−2xdx =

[
e3−2x

−2

]∞
0

= lim
x→∞

e3−2x

−2
+
e3

2
= 0 +

e3

2
=
e3

2
.

Př́ıklad 2. Vypočtěte
∞∫

−∞

1

x2 + 9
dx.

Řešeńı: Nejprve provedeme úpravu:

∞∫
−∞

1

x2 + 9
dx =

1

9

∞∫
−∞

1
x2

9
+ 1

dx.

Nyńı použijeme substituci y = x/3. Pro tuto substituci je dy = dx/3 a tedy dy = 3dx.
Dále plat́ı, že y = −∞ pro x = −∞ a y = ∞ pro x = ∞, z čehož plyne, že se meze
integrálu po substituci nezměńı. Dostaneme

∞∫
−∞

1

x2 + 9
dx =

1

9

∞∫
−∞

1
x2

9
+ 1

dx =
1

9

∞∫
−∞

1

y2 + 1
3 dy =

1

3

[
arctg y

]∞
−∞

=
1

3

(
lim
y→∞

arctg y − lim
y→−∞

arctg y

)
=

1

3

(π
2
−
(
−π

2

))
=
π

3
.

Př́ıklad 3. Vypočtěte
2∫

0

1√
2− x

dx.

Řešeńı: Jedná se o nevlastńı integrál, protože integrovaná funkce neńı definována v bodě 2.
K řešeńı použijeme substituci y = 2− x. V tomto př́ıpadě je dy = −dx a tedy dx = −dy.
Urč́ıme nové meze: y = 2 pro x = 0 a y = 0 pro x = 2. Dostaneme:

2∫
0

1√
2− x

dx =

0∫
2

1
√
y

(−1) dy =

2∫
0

1
√
y
dy =

[
y

1
2

1
2

]2
0

= 2
√

2− 0 = 2
√

2.
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Př́ıklad 4. Vypočtěte
1∫

0

1

x2 + x
dx.

Řešeńı: Použijeme rozklad na parciálńı zlomky:

1

x2 + x
=

1

x (x+ 1)
=
A

x
+

B

x+ 1
=
Ax+ A+Bx

x2 + x
.

Čitatele zlomk̊u na levé a pravé straně jsou si rovny, tedy

1 = Ax+ A+Bx.

Nyńı urč́ıme konstanty A a B porovnáńım koeficient̊u u x a konstantńıch koeficient̊u.
Dostaneme soustavu:

x : A+B = 0,

1 : A = 1.

Z toho plyne, že A = 1 a B = −A = −1. Pro daný integrál tedy plat́ı:

1∫
0

1

x2 + x
dx =

1∫
0

1

x
− 1

x+ 1
dx =

[
ln |x| − ln |x+ 1|

]1
0

= ln 1− ln 2− lim
x→0+

ln |x|+ ln 1 = − ln 2− (−∞) =∞.

Př́ıklad 5. Vypočtěte
3∫

0

1

(x− 1)2
dx.

Řešeńı: Vzhledem k tomu, že integrovaná funkce neńı definována v bodě 1, je nutné
zadaný integrál rozdělit na dvě části:

3∫
0

1

(x− 1)2
dx =

1∫
0

1

(x− 1)2
dx+

3∫
1

1

(x− 1)2
dx.

K výpočtu integrál̊u na pravé straně použijeme substituci y = x− 1 a dostaneme

3∫
0

1

(x− 1)2
dx =

1∫
0

1

(x− 1)2
dx+

3∫
1

1

(x− 1)2
dx =

0∫
−1

1

y2
dy +

2∫
0

1

y2
dy

=

[
−1

y

]0
−1

+

[
−1

y

]2
0

= − lim
y→0−

1

y
+ 1− 1

2
+ lim

y→0+

1

y

= − (−∞) +
1

2
+∞ =∞.
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Č́ıselné řady

Př́ıklad 1. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

n

3n
.

Řešeńı: Jedná se o řadu s kladnými členy, protože an = n/3n > 0 pro všechna n ∈ N.
K vyšetřeńı konvergence použijeme limitńı pod́ılové kritérium. Dostaneme

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+1
3n+1

n
3n

= lim
n→∞

n+ 1

n

3n

3n+1
=

1

3
lim
n→∞

1 + 1
n

1
=

1

3
.

Vzhledem k tomu, že je výsledná limita menš́ı než 1, zadaná řada konverguje. Jedná se
o řadu s kladnými členy, takže konverguje také řada

∞∑
n=1

∣∣∣ n
3n

∣∣∣ =
∞∑
n=1

n

3n
.

Zadaná řada tedy konverguje absolutně.

Př́ıklad 2. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

n+ 1

n!
.

Řešeńı: Jedná se o řadu, jej́ıž členy an = (n+ 1) /n! jsou kladné, a proto můžeme k vyšetřeńı
konvergence použ́ıt limitńı pod́ılové kritérium. Vypočteme limitu

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

n+2
(n+1)!

n+1
n!

= lim
n→∞

n+ 2

n+ 1

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1 + 2
n

1 + 1
n

1

n+ 1
=

1

∞
= 0.

Vzhledem k tomu, že je výsledná limita menš́ı než 1, zadaná řada konverguje. Jedná se
o řadu s kladnými členy, konverguje tedy absolutně.

Př́ıklad 3. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

4n

n2 + 1
.

Řešeńı: Jedná se o řadu s kladnými členy an = 4n/
(
n2 + 1

)
. K vyšetřeńı konvergence

opět použijeme limitńı pod́ılové kritérium:

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

4n+1

(n+1)2+1

4n

n2+1

= lim
n→∞

n2 + 1

n2 + 2n+ 2

4n+1

4n
= 4 lim

n→∞

1 + 1
n2

1 + 2
n

+ 2
n2

= 4.

Vzhledem k tomu, že je hodnota této limity větš́ı než 1, zadaná řada diverguje.

Př́ıklad 4. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

1

n3
.
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Řešeńı: K vyšetřeńı konvergence použijeme integrálńı kritérium. Funkce f určuj́ıćı n-tý
člen je dána předpisem

f (x) =
1

x3
.

Funkce f je kladná, spojitá a nerostoućı na intervalu [1,∞) a plat́ı

∞∫
1

1

x3
dx =

[
− 1

2x2

]∞
1

= 0 +
1

2
=

1

2
<∞.

Vzhledem k tomu, že je tento integrál konečný, zadaná řada konverguje. Jedná se o řadu
s kladnými členy, konverguje tedy absolutně.

Př́ıklad 5. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

1
3
√
n
.

Řešeńı: K vyšetřeńı konvergence opět použijeme integrálńı kritérium. Funkce f určuj́ıćı
n-tý člen je dána předpisem

f (x) =
1
3
√
x
.

Funkce f je kladná, spojitá a nerostoućı na intervalu [1,∞) a plat́ı

∞∫
1

1
3
√
x
dx =

∞∫
1

x−
1
3 dx =

[
3x2/3

2

]∞
1

=∞− 3

2
=∞.

Vzhledem k tomu, že tento integrál neńı konečný, zadaná řada diverguje.

Př́ıklad 6. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Řešeńı: Jedná se o alternuj́ıćı řadu, proto k vyšetřeńı jej́ı konvergence použijeme Leibni-
zovo kritérium. Posloupnost

{
1
n

}∞
n=1

je nerostoućı a

lim
n→∞

1

n
= 0,

což dle Leibnizova kritéria znamená, že zadaná řada konverguje. Dále vyšetř́ıme absolutńı
konvergenci, tj. konvergenci řady

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n

n

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

1

n
. (1)

Funkce daná předpisem f (x) = 1/x je kladná, spojitá a nerostoućı na intervalu [1,∞),
takže můžeme použ́ıt integrálńı kritérium. Plat́ı

∞∫
1

1

x
dx =

[
lnx

]∞
1

=∞− 0 =∞.
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Vzhledem k tomu, že tento integrál neńı konečný, řada (1) diverguje, z čehož plyne, že
zadaná řada nekonverguje absolutně. Zadaná řada tedy konverguje relativně.

Př́ıklad 7. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

2n.

Řešeńı: Nutná podmı́nka konvergence řady
∞∑
n=1

an je lim
n→∞

an = 0. Pro zadanou řadu plat́ı

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n =∞.

Nutná podmı́nka konvergence tedy neńı splněna, což znamená, že je zadaná řada diver-
gentńı.

Př́ıklad 8. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

1

(n+ 1)n
.

Řešeńı: Jedná se o řadu s kladnými členy, a proto můžeme k vyšetřeńı jej́ı konvergence
použ́ıt limitńı odmocninové kritérium. Potřebujeme tedy určit limitu

lim
n→∞

n
√
an,

kde an = 1/ (n+ 1)n. Pro tuto limitu plat́ı

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

1

n+ 1
= 0.

Vzhledem k tomu, že je výsledná limita menš́ı než 1, řada konverguje. Jelikož se jedná
o řadu s kladnými členy, můžeme učinit závěr, že zadaná řada konverguje absolutně.

Př́ıklad 9. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

1

2n + 1
.

Řešeńı: Členy zadané řady an = 1/ (2n + 1) jsou kladné, a proto můžeme k vyšetřeńı
konvergence použ́ıt limitńı pod́ılové kritérium. Plat́ı:

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
2n+1+1

1
2n+1

= lim
n→∞

2n + 1

2n+1 + 1
= lim

n→∞

1 + 1
2n

2 + 1
2n

=
1

2
.

Vzhledem k tomu, že je výsledná limita menš́ı než 1, řada konverguje. Jedná se o řadu
s kladnými členy, konverguje tedy absolutně.

Př́ıklad 10. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

sinn

n2
.

Řešeńı: Budeme nejprve vyšetřovat absolutńı konvergenci, tj. konvergenci řady

∞∑
n=1

∣∣∣∣sinnn2

∣∣∣∣ . (2)

6



Matematika 2 Dana Černá

K t;omu použijeme srovnávaćı kritérium. Vzhledem k tomu, že

0 ≤
∣∣∣∣sinnn2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
,

je řada (2) shora omezena řadou
∞∑
n=1

1

n2
. (3)

Pro vyšetřeńı této řady použijeme integrálńı kritérium. Protože je funkce daná předpisem
f (x) = 1/x2 kladná, spojitá a nerostoućı na intervalu [1,∞) a plat́ı

∞∫
1

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
1

= 0 + 1 = 1 <∞,

je řada (3) je konvergentńı. Z toho vyplývá, že zadaná řada konverguje absolutně.

Př́ıklad 11. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci řady
∞∑
n=1

arctgn

2n
.

Řešeńı: Použijeme srovnávaćı kritérium. Pro všechna n ∈ N plat́ı

0 ≤ arctgn

2n
≤ π

2

1

2n
=

π

2n+1
,

z čehož vyplývá, že je zadaná řada shora omezena řadou

∞∑
n=1

π

2n+1
= π

∞∑
n=1

1

2n+1
. (4)

Pro zjǐstěńı konvergence řady na pravé straně, jej́ıž členy an = 1/2n+1 jsou kladné, použijeme
limitńı pod́ılové kritérium. Vypoč́ıtáme limitu

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
2n+2

1
2n+1

= lim
n→∞

2n+1

2n+2
= lim

n→∞

1

2
=

1

2
.

Výsledná limita je menš́ı než 1, takže řada (4) konverguje. Zadaná řada tedy také kon-
verguje a vzhledem k tomu, že má kladné členy, konverguje absolutně.
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Vektorové prostory

Př́ıklad 1. Rozhodněte, zda je vektor u = (1, 5, 3) lineárńı kombinaćı vektor̊u v = (1, 2, 3)
a w = (1, 1, 1).

Řešeńı:
Zkuśıme naj́ıt reálné koeficienty c1 a c2, pro které plat́ı

u = c1v + c2w, (5)

tedy
(1, 5, 3) = c1 (1, 2, 3) + c2 (1, 1, 1) . (6)

Tento vztah rozeṕı̌seme po složkách a dostaneme soustavu lineárńıch algebraických rovnic

1 = 1 · c1 + 1 · c2, (7)

5 = 2 · c1 + 1 · c2,
3 = 3 · c1 + 1 · c2.

K řešeńı můžeme použ́ıt Gaussovu eliminaci: 1 1 1
2 1 5
3 1 3

 ∼
 1 1 1

0 −1 3
0 −2 0

 ∼
 1 1 1

0 −1 3
0 0 −6

 . (8)

V prvńı matici je v prvńım sloupci umı́stěn vektor v, ve druhém sloupci je vektor w a na
pravé straně je vektor u. Vzhledem k tomu, že posledńı rovnice po eliminaci 0 = −6
nemá řešeńı, nemá ani soustava (7) řešeńı. Koeficienty c1 a c2 splňuj́ıćı (5) tedy neexistuj́ı
a proto vektor u neńı lineárńı kombinaćı vektor̊u v a w.

Př́ıklad 2. Rozhodněte, zda jsou vektory u = (1, 4) a v = (2, 5) lineárně nezávislé.

Řešeńı: Zjist́ıme, pro jaké koeficienty je lineárńı kombinace vektor̊u u a v nulová. Hledáme
tedy reálné koeficienty c1 a c2, pro které plat́ı

c1u+ c2v = c1 (1, 4) + c2 (2, 5) = (0, 0) . (9)

Rozeṕı̌seme tento vztah po složkách a dostaneme soustavu

1 · c1 + 2 · c2 = 0, (10)

4 · c1 + 5 · c2 = 0.

Tuto soustavu zaṕı̌seme v maticovém tvaru, přičemž v prvńım sloupci matice soustavy je
vektor u a ve druhém sloupci matice soustavy je vektor v. K řešeńı soustavy použijeme
Gaussovu eliminaci a dostaneme(

1 2 0
4 5 0

)
∼
(

1 2 0
0 −3 0

)
. (11)
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Z toho plyne, že soustava má pouze triviálńı řešeńı c1 = c2 = 0 a dle definice jsou tedy
vektory u a v lineárně nezávislé.

Př́ıklad 3. Rozhodněte, zda vektory u = (1, 8, 5) a v = (4, 1, 8) tvoř́ı bázi prostoru R3.

Řešeńı: Vektory u a v netvoř́ı bázi prostoru R3, protože jsou pouze dva a báze prostoru
R3 muśı obsahovat právě tři prvky.

Př́ıklad 4. Určete, pro jaké hodnoty parametru α ∈ R tvoř́ı vektory u1 = (1, 0, α),
u2 = (2, 1, 0) a u3 = (α, 1, 0) bázi prostoru R3.

Řešeńı: Plat́ı, že vektory u1, u2, u3 ∈ R3 tvoř́ı bázi prostoru R3 právě tehdy, když de-
terminant matice, jej́ıž sloupce jsou vektory u1, u2 a u3, je nenulový. Vypočteme tedy
determinant ∣∣∣∣∣∣

1 2 α
0 1 1
α 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 2α + 0− α2 − 0− 0 = α (2− α) .

Tento determinant je nulový, pokud α = 0 nebo α = 2. To znamená, že zadané vektory
tvoř́ı bázi prostoru R3 pro α ∈ R\ {0, 2}.

Př́ıklad 5. Ověřte, že množina B = {(2, 0, 1) , (3, 0, 0) , (0, 2, 4)} je báze prostoru R3

a určete souřadnice vektoru v = (7,−4, 0) v této bázi.

Řešeńı: Zadané vektory tvoř́ı bázi prostoru R3 právě tehdy, když determinant matice,
jej́ıž sloupce jsou tyto vektory, je nenulový. Nejprve tedy vypoč́ıtáme determinant∣∣∣∣∣∣

2 3 0
0 0 2
1 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0 + 6− 0− 0− 0 = 6.

Determinant je nenulový, z čehož plyne, že množina B je báze prostoru R3. Urč́ıme
souřadnice vektoru v = (7,−4, 0) v této bázi, tj. konstanty c1, c2 a c3, pro které plat́ı

v = (7,−4, 0) = c1 (2, 0, 1) + c2 (3, 0, 0) + c3 (0, 2, 4) .

Rozeṕı̌seme-li tento vztah po složkách, dostaneme soustavu:

2c1 + 3c2 = 7,

2c3 = −4,

c1 + 4c3 = 0,

která má řešeńı c1 = 8, c2 = −3 a c3 = −2. Vektor v má tedy v bázi B souřadnice
〈v〉B = (8,−3,−2).

Př́ıklad 6. Rozhodněte, zda je polynom S (x) = 3x3 + 5x2 + 3x + 5 lineárńı kombinaćı
polynomů P (x) = x2 + 1, Q (x) = x3 + 1 a R (x) = x3 − x+ 2.

9
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Řešeńı: Budeme hledat koeficienty c1, c2 a c3, které splňuj́ı

S (x) = c1 P (x) + c2Q (x) + c3R (x) .

Dosad́ıme předpisy zadaných polynomů do této rovnice a dostaneme

3x3 + 5x2 + 3x+ 5 = c1
(
x2 + 1

)
+ c2

(
x3 + 1

)
+ c3

(
x3 − x+ 2

)
.

Porovnáme koeficienty u x3, x2, x a konstantńı koeficienty a dostaneme soustavu:

x3 : 3 = c2 + c3

x2 : 5 = c1

x : 3 = −c3
1 : 5 = c1 + c2 + 2c3

Tato soustava má řešeńı c1 = 5, c2 = 6 and c3 = −3. Z toho plyne, že polynom S je
lineárńı kombinaćı polynomů P , Q a R s těmito koeficienty, tj. plat́ı

S (x) = 5P (x) + 6Q (x)− 3R (x) .

Př́ıklad 7. Rozhodněte, zda vektory u1 = (1, 0, 2, 0), u2 = (2, 1, 0, 0), u3 = (0, 2, 0, 0)
a u4 = (1, 3, 0, 2) tvoř́ı bázi prostoru R4.

Řešeńı: Zadané čtyři vektory tvoř́ı bázi prostoru R4 právě tehdy, když determinant ma-
tice, jej́ıž sloupce jsou tyto vektory, je nenulový. Vypoč́ıtáme tedy tento determinant a to
pomoćı rozvoje podle třet́ıho řádku:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 1
0 1 2 3
2 0 0 0
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 (−1)3+1

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
1 2 3
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 2 (8 + 0 + 0− 0− 0− 0) = 16.

Determinant vyšel nenulový a můžeme tedy učinit závěr, že zadané vektory tvoř́ı bázi
prostoru R4.

Př́ıklad 8. Určete, pro jaké hodnoty parametru α ∈ R má soustava Ax = b právě jedno
řešeńı, jestliže

A =

2 0 α
1 1 0
α 0 2

 , b =

2
9
5

 .

Řešeńı: Soustava má právě jedno řešeńı právě tehdy, když det A 6= 0. Nejprve tedy
spoč́ıtáme determinant matice A:

det A =

∣∣∣∣∣∣
2 0 α
1 1 0
α 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 4− α2 = (2− α) (2 + α) .

Hodnota tohoto determinantu je nulová právě tehdy, když α = 2 nebo α = −2. Z toho
vyplývá, že soustava má jednoznačné řešeńı pro α ∈ R \ {−2, 2}.
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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Př́ıklad 1. Určete vlastńı č́ısla, vlastńı vektory, spektrum a spektrálńı poloměr matice

A =

1 1 0
1 1 0
0 0 3

 .

Řešeńı: Budeme řešit charakteristickou rovnici det (A− λI) = 0. Nejprve vyjádř́ıme
matici A− λI:

A− λI =

1 1 0
1 1 0
0 0 3

− λ
1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

1− λ 1 0
1 1− λ 0
0 0 3− λ

 .

Pro determinant této matice plat́ı:

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

1 1− λ 0
0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 (3− λ)− (3− λ)

= (3− λ)
(
(1− λ)2 − 1

)
= (3− λ)

(
λ2 − 2λ

)
= (3− λ)λ (λ− 2) .

Z toho plyne, že det (A− λI) = 0, pokud λ = 3, λ = 2 nebo λ = 0. Matice A má tedy
vlastńı č́ısla λ1 = 3, λ2 = 2 nebo λ3 = 0, spektrum je množina {0, 2, 3} a spektrálńı
poloměr je 3.

Nyńı vypoč́ıtáme vlastńı vektory př́ıslušné těmto vlastńım č́ısl̊um. Podle definice je
vlastńı vektor nenulový vektor splňuj́ıćı rovnici (A− λI) x = 0, tj.1− λ 1 0

1 1− λ 0
0 0 3− λ

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Pro prvńı vlastńı č́ıslo λ1 = 3 dostaneme soustavu−2 1 0
1 −2 0
0 0 0

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Tuto soustavu vyřeš́ıme pomoćı Gaussovy eliminace: −2 1 0 0
1 −2 0 0
0 0 0 0

 ∼
 −2 1 0 0

0 −3 0 0
0 0 0 0

 .

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = 0, x2 = 0, x3 = c, kde c ∈ R. Vlastńı
vektor nemůže být nulový, proto dále uvažujeme pouze c 6= 0. Vlastńım vektorem matice
A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 3 je tedy vektor

x1 =

0
0
c

 = c

0
0
1

 , c ∈ R\ {0} .
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Pro daľśı vlastńı č́ıslo λ2 = 2 dostaneme soustavu−1 1 0
1 −1 0
0 0 1

x1x2
x3

 =

0
0
0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c, x2 = c, x3 = 0 pro c ∈ R. Vlastńım
vektorem matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = 2 je tedy vektor

x2 =

cc
0

 = c

1
1
0

 , c ∈ R\ {0} .

Pro posledńı vlastńı č́ıslo λ3 = 0 dostaneme soustavu1 1 0
1 1 0
0 0 3

x1x2
x3

 =

0
0
0

 ,

která má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c, x2 = −c, x3 = 0, přičenž c ∈ R. Vlastńım
vektorem matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ3 = 0 je tedy vektor

x3 =

 c
−c
0

 = c

 1
−1
0

 , c ∈ R\ {0} .

Př́ıklad 2. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

1 1 2
2 2 4
3 3 6

 .

Řešeńı: Nejprve vypoč́ıtáme

det (A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 2

2 2− λ 4
3 3 6− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ) (2− λ) (6− λ) + 12 + 12− 12 (1− λ)− 2 (6− λ)− 6 (2− λ)

= λ2 (9− λ) .

Tento determinant je roven nule, pokud λ = 9 nebo λ = 0. Z toho plyne, že matice A má
vlastńı č́ıslo λ1 = 9 a dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ2 = 0.

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ1 = 9 dostaneme jako řešeńı soustavy−8 1 2
2 −7 4
3 3 −3

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .
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Tuto soustavu vyřeš́ıme Gaussovou eliminaćı: −8 1 2 0
2 −7 4 0
3 3 −3 0

 ∼

 −8 1 2 0
2 −7 4 0
1 1 −1 0

 ∼
 1 1 −1 0
−8 1 2 0
2 −7 4 0


∼

 1 1 −1 0
0 9 −6 0
0 −9 6 0

 ∼
 1 1 −1 0

0 −3 2 0
0 0 0 0

 .

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = c, x2 = 2c, x3 = 3c pro c ∈ R.
Vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 9 je tedy vektor

x1 = c

1
2
3

 , c ∈ R\ {0} .

Vlastńı vektory př́ıslušné dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ2 = 0 dostaneme jako řešeńı
soustavy 1 1 2

2 2 4
3 3 6

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı tvaru x1 = −c1 − 2c2, x2 = c1, x3 = c2 pro
c1, c2 ∈ R. Vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = 0 je tedy libovolný
vektor tvaru

x2 =

−c1 − 2c2
c1
c2

 = c1

−1
1
0

+ c2

−2
0
1

 , c1, c2 ∈ R, [c1, c2] 6= [0, 0] .

Vlastńımu č́ıslu λ2 = 0 násobnosti dva tedy př́ısluš́ı dva lineárně nezávislé vlastńı vektory:−1
1
0

 ,

−2
0
1

 ,

a všechny ostatńı vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı tomuto vlastńımu č́ıslu jsou jejich lineárńı
kombinaćı.

Př́ıklad 3. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

(
2 3
2 3

)
.

Řešeńı: Nejprve vypoč́ıtáme

det (A− λI) =

∣∣∣∣2− λ 3
2 3− λ

∣∣∣∣ = (2− λ) (3− λ)− 6 = λ2 − 5λ = λ (λ− 5) .
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Tento determinant je nulový pro λ = 0 a λ = 5. Z toho plyne, že matice A má vlastńı
č́ısla λ1 = 0 a λ2 = 5.

Nyńı vypoč́ıtáme vlastńı vektory př́ıslušné těmto vlastńım č́ısl̊um. Podle definice je
vlastńı vektor př́ıslušný λ nenulový vektor splňuj́ıćı rovnici (A− λI) x = 0, tj.(

2− λ 3
2 3− λ

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
.

Pro prvńı vlastńı č́ıslo λ1 = 0 dostaneme soustavu(
2 3
2 3

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
,

která má řešeńı x1 = −3c, x2 = 2c, kde c ∈ R. Vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı
vlastńımu č́ıslu λ1 = 0 je tedy vektor

x1 = c

(
−3
2

)
, c ∈ R\ {0} .

Pro daľśı vlastńı č́ıslo λ1 = 5 dostaneme(
−3 3
2 −2

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
,

která má řešeńı x1 = c, x2 = c, kde c ∈ R. Vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı vlastńımu
č́ıslu λ1 = 0 je tedy vektor

x1 = c

(
1
1

)
, c ∈ R\ {0} .
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Definičńı obory funkćı v́ıce proměnných

Př́ıklad 1. Určete definičńı obor funkce f dané předpisem

f (x, y) = ln (y − x) +
cos (x+ y)

x2 + y2 + 1
+ arcsin

x2 + y2 − 5

4
.

Řešeńı: V předpisu funkce f se vyskytuje několik omezuj́ıćıch podmı́nek:

a) Funkce logaritmus je definována pouze pro kladná č́ısla, takže muśı platit y−x > 0,
tj. y > x. Do definičńıho oboru funkce f tedy patř́ı takové body [x, y], které lež́ı
nad př́ımkou y = x. Vzhledem k ostré nerovnosti ve vztahu y > x, př́ımka y = x do
definičńıho oboru nepatř́ı a znázorńıme ji proto čárkovaně.

b) Výraz x2 + y2 + 1 muśı být r̊uzný od nuly, protože je ve jmenovateli zlomku. To
je splněno pro všechna [x, y] ∈ R2, protože je zřejmé, že x2 + y2 + 1 je kladné pro
libovolné [x, y] ∈ R2.

c) Funkce arkus sinus je definována na intervalu [−1, 1]. Muśı tedy platit

−1 ≤ x2 + y2 − 5

4
≤ 1.

Po úpravě dostaneme
−4 ≤ x2 + y2 − 5 ≤ 4

a tedy
1 ≤ x2 + y2 ≤ 9.

Prvńı nerovnice 1 ≤ x2 + y2 určuje vněǰsek kružnice o poloměru jedna a druhá
nerovnice x2 + y2 ≤ 9 určuje vnitřek kružnice o poloměru tři.

Z toho tedy plyne, že hledaný definičńı obor tvoř́ı část mezikruž́ı určeného kružnicemi
o poloměru 1 a 3, která lež́ı nad př́ımkou y = x, jak je znázorněno na obrázku 1.

Obrázek 1. Definičńı obor funkce f z př́ıkladu 1.
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Př́ıklad 2. Určete definičńı obor funkce f dané předpisem

f (x, y) =
arccos (y − 2)

3
+ ln (y − |x|) + sin

(
x2 + y2

)
.

Řešeńı: V předpisu funkce f se vyskytuje několik omezuj́ıćıch podmı́nek:

a) Funkce arkus kosinus je definována na intervalu [−1, 1]. Z toho plyne, že muśı platit
−1 ≤ y− 2 ≤ 1, tedy 1 ≤ y ≤ 3. Prvńı nerovnice 1 ≤ y určuje polorovinu lež́ıćı nad
př́ımkou y = 1, druhá nerovnice y ≤ 3 určuje polorovinu lež́ıćı pod př́ımkou y = 3.
Definičńı obor funkce f tedy lež́ı v pásu mezi př́ımkami y = 1 a y = 3. Vzhledem
k tomu, že nerovnosti jsou neostré, tyto př́ımky také patř́ı do pásu.

b) Funkce logaritmus je definována pouze pro kladná č́ısla, takže muśı platit y−|x| > 0,
tj. y > |x|. Do definičńıho oboru funkce f tedy patř́ı takové body [x, y], které lež́ı
nad grafem funkce absolutńı hodnota x. Vzhledem k ostré nerovnosti, graf funkce
|x| do definičńıho oboru nepatř́ı a znázorńıme ho proto čárkovaně.

Definičńı obor funkce f je pr̊unikem výše uvedených množin, jak je znázorněno na
obrázku 2.

Obrázek 2. Definičńı obor funkce f z př́ıkladu 2.

Př́ıklad 3. Určete definičńı obor funkce f dané předpisem

f (x, y) =
√

4− x2 − y2 +
√
x+
√
y +

√
x2 + y2.

Řešeńı: Odmocnina je definována pouze pro nezáporná č́ısla. Z toho plyne, že muśı být
splněny čtyři podmı́nky:

a) Prvńı podmı́nka je 4−x2− y2 ≥ 0, tedy 4 ≥ x2 + y2. Tato podmı́nka určuje vnitřek
kružnice se středem v počátku a poloměrem 2.

b) Druhá podmı́nka x ≥ 0 určuje polorovinu vpravo od osy y, protože osa y je totožná
s př́ımkou x = 0.
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c) Třet́ı podmı́nka y ≥ 0 určuje polorovinu nad osou x, protože př́ımka y = 0 je totožná
s osou x.

b) Posledńı podmı́nka x2 + y2 ≥ 0 je splněna pro všechny body [x, y] ∈ R2.

Definičńı obor funkce f je pr̊unikem těchto množin, jak je znázorněno na obrázku 3.
Dı́ky tomu, že všechny nerovnosti byly neostré, hranice do definičńıho oboru také patř́ı.

Obrázek 3. Definičńı obor funkce f z př́ıkladu 3.
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Limity funkćı v́ıce proměnných

Př́ıklad 1. Vypočtěte

lim
[x,y]→[1,0]

x2y − x2 − xy + x

x− 1
.

Řešeńı: Jedná se o limitu typu 0/0. Tuto limitu vypoč́ıtáme tak, že uprav́ıme předpis
zadané funkce. Dostaneme:

lim
[x,y]→[1,0]

x2y − x2 − xy + x

x− 1
= lim

[x,y]→[1,0]

x2 (y − 1)− x (y − 1)

x− 1

= lim
[x,y]→[1,0]

(x2 − x) (y − 1)

x− 1
= lim

[x,y]→[1,0]

x (x− 1) (y − 1)

x− 1

= lim
[x,y]→[1,0]

x (y − 1) = 1 (0− 1) = −1.

Př́ıklad 2. Vypočtěte

lim
[x,y]→[1,1]

2x+ 3y − 5

x− y
.

Řešeńı: Jedná se opět o limitu typu 0/0. Ověř́ıme nutnou podmı́nku existenci limity, tj.
podmı́nku

lim
x→1
y=1

2x+ 3y − 5

x− y
= lim

x=1
y→1

2x+ 3y − 5

x− y
.

Nejprve vypočteme

lim
x→1
y=1

2x+ 3y − 5

x− y
= lim

x→1

2x+ 3− 5

x− 1
= lim

x→1

2x− 2

x− 1
= lim

x→1

2 (x− 1)

x− 1
= 2.

Pro druhou limitu plat́ı

lim
x=1
y→1

2x+ 3y − 5

x− y
= lim

y→1

2 + 3y − 5

1− y
= lim

y→1

3y − 3

1− y
= lim

y→1

−3 (1− y)

1− y
= −3.

Vzhledem k tomu, že se vypočtené limity nerovnaj́ı, tedy 2 6= −3, neńı splněna nutná
podmı́nka existence limity a zadaná limita tedy neexistuje.

Př́ıklad 3. Vypočtěte

lim
[x,y]→[1,3]

x+ y − 2

y2 − 6y + 9
.

Řešeńı: Jedná se o limitu typu 2/0. Použijeme větu o limitě operaćı:

lim
[x,y]→[1,3]

x+ y − 2

y2 − 6y + 9
= lim

[x,y]→[1,3]
(x+ y − 2) · lim

[x,y]→[1,3]

1

y2 − 6y + 9
= 2 lim

y→3

1

(y − 3)2
.
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Nyńı máme na pravé straně limitu funkce jedné proměnné 1/ (y − 3)2, která je typu 1/0
a jmenovatel je na prstencovém okoĺı bodu 3 kladný, z čehož plyne, že tato limita je ∞.
Pro zadanou limitu tedy plat́ı

lim
[x,y]→[1,3]

x+ y − 2

y2 − 6y + 9
= 2 lim

y→3

1

(y − 3)2
= 2 · ∞ =∞.

Př́ıklad 4. Vypočtěte

lim
[x,y]→[0,0]

2−
√
x2 + y2 + 4

x2 + y2
.

Řešeńı: Jedná se o limitu typu 0/0. Tuto limitu urč́ıme tak, že uprav́ıme předpis zadané
funkce:

lim
[x,y]→[0,0]

2−
√
x2 + y2 + 4

x2 + y2
= lim

[x,y]→[0,0]

(
2−

√
x2 + y2 + 4

)(
2 +

√
x2 + y2 + 4

)
(x2 + y2)

(
2 +

√
x2 + y2 + 4

)
= lim

[x,y]→[0,0]

4− x2 − y2 − 4

(x2 + y2)
(

2 +
√
x2 + y2 + 4

)
= lim

[x,y]→[0,0]

− (x2 + y2)

(x2 + y2)
(

2 +
√
x2 + y2 + 4

)
= lim

[x,y]→[0,0]

−1

2 +
√
x2 + y2 + 4

= −1

4
.
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Parciálńı derivace a jejich aplikace

Př́ıklad 1. Funkce f je dána předpisem

f (x, y) = arctg (2x+ 3y) +
√
x4 + y4.

Určete gradient funkce f v bodě A = [3, 0], derivaci funkce f v bodě A ve směru vektoru
u = (1, 5) a rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě [A, f (A)].

Řešeńı: Nejprve urč́ıme parciálńı derivace

∂f

∂x
(x, y) =

2

1 + (2x+ 3y)2
+

1

2

4x3√
x4 + y4

=
2

1 + (2x+ 3y)2
+

2x3√
x4 + y4

,

∂f

∂y
(x, y) =

3

1 + (2x+ 3y)2
+

1

2

4y3√
x4 + y4

=
3

1 + (2x+ 3y)2
+

2y3√
x4 + y4

a jejich hodnoty v bodě A = [3, 0], tedy

∂f

∂x
(3, 0) =

2

1 + 36
+

2 · 27√
81

=
224

37
,

∂f

∂y
(3, 0) =

3

1 + 36
+

2 · 0√
81

=
3

37
.

Z toho plyne, že gradient funkce f nabývá v bodě A hodnoty

∇f (A) =

(
224

37
,

3

37

)
.

Zadaný vektor u = (1, 5) vyděĺıme jeho normou ‖u‖ =
√

1 + 25 =
√

26 a dostaneme tak
vektor

u

‖u‖
=

(
1√
26
,

5√
26

)
.

Pro derivaci funkce f v bodě A ve směru u = (u1, u2) potom plat́ı

∂f

∂u
=

∂f

∂x
(A)

u1
‖u‖

+
∂f

∂y
(A)

u2
‖u‖

=
224

37
· 1√

26
+

3

37
· 5√

26
=

239

37
√

26
.

Tečná rovina ke grafu funkce f v bodě [A, f (A)] pro obecný bod A = [x0, y0] je dána
rovnićı

z − f (x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (x− y0) .

Z toho plyne, že tečná rovina ke grafu zadané funkce f v bodě A = [3, 0] má rovnici

z − arctg (6)− 9 =
224

37
(x− 3) +

3

37
y,

tedy po úpravě:

z =
224x

37
+

3y

37
+ arctg (6)− 339

37
.
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Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 1. Určete Taylor̊uv polynom druhého stupně se středem v bodě A = [0, 1] funkce
f dané předpisem

f (x, y) = e2x−y+1 +
√

2y + 7.

Řešeńı: Urč́ıme všechny parciálńı derivace až do druhého řádu. Dostaneme

∂f

∂x
(x, y) = 2e2x−y+1

∂f

∂y
(x, y) = −e2x−y+1 +

1√
2y + 7

,

∂2f

∂x2
(x, y) = 4e2x−y+1

∂2f

∂x∂y
(x, y) = −2e2x−y+1

∂2f

∂y2
(x, y) = e2x−y+1 − 1

(2y + 7)3/2
.

Dále urč́ıme hodnoty funkce f a těchto derivaćı v bodě A, tedy

f (0, 1) = 4,
∂f

∂x
(0, 1) = 2,

∂f

∂y
(0, 1) = −2

3
,

∂2f

∂x2
(0, 1) = 4,

∂2f

∂x∂y
(0, 1) = −2,

∂2f

∂y2
(0, 1) =

26

27
.

Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f se středem A = [x0, y0] urč́ıme ze vztahu

T (x, y) = f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y − y0) +

1

2

∂2f

∂x2
(x0, y0) (x− x0)2

+
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) (x− x0) (y − y0) +

1

2

∂2f

∂y2
(x0, y0) (y − y0)2 .

Dostaneme

T (x, y) = 4 + 2x− 2

3
(y − 1) + 2x2 − 2x (y − 1) +

13

27
(y − 1)2 .

Př́ıklad 2. Určete Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně se středem v bodě A = [1, 0] funkce
f dané předpisem

f (x, y) = sin (3x− 2y − 3) .
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Řešeńı: Urč́ıme všechny parciálńı derivace až do třet́ıho řádu. Dostaneme

∂f

∂x
(x, y) = 3 cos (3x− 2y − 3) ,

∂f

∂y
(x, y) = −2 cos (3x− 2y − 3) ,

∂2f

∂x2
(x, y) = −9 sin (3x− 2y − 3) ,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 6 sin (3x− 2y − 3) ,

∂2f

∂y2
(x, y) = −4 sin (3x− 2y − 3) ,

∂3f

∂x3
(x, y) = −27 cos (3x− 2y − 3) ,

∂3f

∂x2∂y
(x, y) = 18 cos (3x− 2y − 3) ,

∂3f

∂x∂y2
(x, y) = −12 cos (3x− 2y − 3) ,

∂3f

∂y3
(x, y) = 8 cos (3x− 2y − 3) .

Dále urč́ıme hodnoty funkce f a těchto derivaćı v bodě A = [0, 1], tedy

f (1, 0) = 0,
∂f

∂x
(1, 0) = 3,

∂f

∂y
(1, 0) = −2,

∂2f

∂x2
(1, 0) = 0,

∂2f

∂x∂y
(1, 0) = 0,

∂2f

∂y2
(1, 0) = 0

∂3f

∂x3
(1, 0) = −27,

∂3f

∂x2∂y
(1, 0) = 18,

∂3f

∂x∂y2
(1, 0) = −12,

∂3f

∂y3
(1, 0) = 8.

Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f se středem A = [x0, y0] urč́ıme ze vztahu

T (x, y) = f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y − y0) +

1

2

∂2f

∂x2
(x0, y0) (x− x0)2

+
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) (x− x0) (y − y0) +

1

2

∂2f

∂y2
(x0, y0) (y − y0)2 +

1

6

∂3f

∂x3
(x0, y0) (x− x0)3

+
1

2

∂3f

∂x2∂y
(x0, y0) (x− x0)2 (y − y0) +

1

2

∂3f

∂x∂y2
(x0, y0) (x− x0) (y − y0)2

+
1

6

∂3f

∂y3
(x0, y0) (y − y0)3 .

Dostaneme

T (x, y) = 3 (x− 1)− 2y − 9

2
(x− 1)3 + 9 (x− 1)2 y − 6 (x− 1) y2 +

4

3
y3.
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Implicitńı funkce

Př́ıklad 1. Určete rovnici tečny ke křivce k dané rovnićı

x4 + y2 + 2x2y − 1 = 0

v bodě A = [1, 0].

Řešeńı: Nejprve, ověř́ıme, že bod A lež́ı na zadané křivce k. Označ́ıme F (x, y) = x4 +
y2 + 2x2y − 1 a vypočteme F (A) = F (1, 0) = 1 + 0 + 0− 1 = 0. Z toho vyplývá, že bod
A na křivce k opravdu lež́ı.

Dále ověř́ıme, že daná rovnice určuje na okoĺı bodu A implicitńı funkci y proměnné x.
Vzhledem k tomu, že

∂F

∂y
= 2y + 2x2,

∂F

∂y
(A) = 2 6= 0,

plat́ı dle věty o implicitńı funkci, že zadaná rovnice skutečně určuje na okoĺı bodu A
implicitńı funkci y (x).

K určeńı rovnice tečny potřebujeme vypoč́ıtat y′ (x). Nyńı uvažujeme y jako funkci
proměnné x, takže levou stranu zadané rovnice můžeme chápat jako funkci proměnné x:

x4 + (y (x))2 + 2x2y (x)− 1 = 0.

Pro zjednodušeńı zápisu budeme však dále psát pouze y a nikoli y (x). Zadanou rovnici
zderivujeme vzhledem k proměnné x a dostaneme

4x3 + 2yy′ + 4xy + 2x2y′ = 0.

Z toho plyne, že

y′ (x) =
−4x3 − 4xy

2y + 2x2
.

Tuto derivaci lze vypoč́ıtat také pomoćı vztahu

y′ (x) = −
∂F
∂x

(x, y)
∂F
∂y

(x, y)
= −4x3 + 4xy

2y + 2x2
.

V bodě A = [1, 0] tedy dostaneme

y′ (1) = −4 + 0

0 + 2
= −2.

Rovnice tečny ke grafu funkce y (x) v obecném bodě [x0, y0] má tvar

y − y0 = y′ (x0) (x− x0) .

Po dosazeńı bodu A do tohoto vztahu dostaneme

y − 0 = −2 (x− 1) ,

což ještě můžeme upravit a dostaneme rovnici tečny ke křivce k v zadaném bodě ve tvaru

y = 2− 2x.
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Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Př́ıklad 1. Určete lokálńı extrémy funkce f dané předpisem

f (x, y) = ex
(
y2 + x2 − 2x+ 1

)
.

Řešeńı: Nejprve stanov́ıme stacionárńı body funkce f tak, že vypočteme parciálńı deri-
vace f podle obou proměnných a urč́ıme body, ve kterých jsou tyto derivace nulové,

∂f

∂x
(x, y) = ex

(
y2 + x2 − 2x+ 1

)
+ ex (2x− 2) = ex

(
y2 + x2 − 1

)
= 0,

∂f

∂y
(x, y) = 2yex = 0.

Ze druhé rovnice dostaneme y = 0. Tuto hodnotu dosad́ıme do prvńı rovnice a źıskáme
podmı́nku

x2 − 1 = 0,

která je splněna, pokud x = 1 nebo x = −1. Funkce f má tedy dva stacionárńı body [1, 0]
a [−1, 0].

Nyńı na základě subdeterminant̊u Hessovy matice rozhodneme, zda funkce f má
v těchto bodech lokálńı maximum nebo lokálńı minimum. Vypočteme proto parciálńı
derivace funkce f druhého řádu,

∂2f

∂x2
(x, y) = ex

(
y2 + x2 − 1

)
+ 2xex = ex

(
y2 + x2 − 1 + 2x

)
,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2yex,

∂2f

∂y2
(x, y) = 2ex.

Hessova matice má tedy tvar

D =

(
ex (y2 + x2 − 1 + 2x) 2yex

2yex 2ex

)
.

Nejprve vyšetř́ıme situaci v bodě [1, 0]. V tomto bodě je Hessova matice rovna

D =

(
2e 0
0 2e

)
.

Pro subdeterminanty D1 a D2 této matice plat́ı, že D1 = 2e > 0 a D2 = 4e2 > 0, z čehož
plyne, že funkce f má v bodě [1, 0] lokálńı minimum f (1, 0) = 0.

Analogicky vyšetř́ıme situaci v bodě [−1, 0]. V tomto bodě dostaneme

D =

(
−2e−1 0

0 2e−1

)
.
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Pro subdeterminanty D1 a D2 plat́ı, že D1 = −2e−1 < 0 a D2 = −4e−2 < 0. Z toho
vyplývá, že v bodě [−1, 0] nemá funkce f lokálńı extrém.

Závěr tedy je, že funkce f má lokálńı minimum v bodě [1, 0].

Př́ıklad 2. Určete globálńı extrémy funkce f dané předpisem

f (x, y) = 2xy − x2 − 4y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ 4

}
.

Řešeńı: Zadaná množina M je obdélńık [0, 5]× [0, 4]. Funkce f je spojitá na M a množina
M je uzavřená a omezená, z čehož na základě Weierstrassovy věty plyne, že funkce f má
na množině M maximum i minimum a tyto extrémy můžeme určit tak, že nejprve urč́ıme
body, ve kterých by mohl nastat extrém a po té pomoćı hodnot funkce f v těchto bodech
urč́ıme maximum a minimum.

Nejprve stanov́ıme stacionárńı body funkce f tak, že urč́ıme parciálńı derivace funkce
f podle obou proměnných a zjist́ıme, ve kterých bodech jsou tyto derivace nulové. Dosta-
neme:

∂f

∂x
(x, y) = 2y − 2x = 0,

∂f

∂y
(x, y) = 2x− 4 = 0.

Ze druhé rovnice urč́ıme x = 2 a po dosazeńı této hodnoty do prvńı rovnice pak máme
y = 2. Stacionárńı bod funkce f je tedy bod [2, 2] a vzhledem k tomu, že tento bod patř́ı
do množiny M budeme ho uvažovat jako bod “podezřelý z extrému”.

Nyńı vyšetř́ıme situaci na hranici množiny M , která se skládá ze čtyř část́ı určených
rovnicemi x = 0, x = 5, y = 0 a y = 4.

Rovnici prvńı části hranice x = 0 dosad́ıme do předpisu funkce f a dostaneme tak
funkci g (y) jedné proměnné,

g (y) = f (0, y) = −4y.

Vzhledem k tomu, že prvńı derivace této funkce g′ (y) = −4 nemůže být nulová, nejsou
na této části hranice kromě krajńıch bod̊u žádné daľśı body podezřelé z extrému.

Rovnici druhé části hranice x = 5 také dosad́ıme do předpisu funkce f a dostaneme
tak funkci

g (y) = f (5, y) = 10y − 25− 4y = 6y − 25.

Vzhledem k tomu, že prvńı derivace této funkce g′ (y) = 6 nemůže být nulová, nejsou ani
na této části hranice kromě krajńıch bod̊u žádné daľśı body podezřelé z extrému.

Rovnici daľśı části hranice y = 0 dosad́ıme do předpisu funkce f a dostaneme funkci

g (x) = f (x, 0) = −x2.

Plat́ı, že g′ (x) = −2x je rovno nule pro x = 0. Dostali jsme tedy bod [0, 0], který patř́ı
do množiny M a je tedy bodem podezřelým z extrému. Poznamenejme, že tento bod je
krajńım bodem úsečky dané vztahy y = 0 a x ∈ [0, 5] a proto ho považujeme za bod
podezřelý z extrému také na základě toho, že je krajńım bodem této části hranice.
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Posledńı část hranice je dána rovnićı y = 4. Po dosazeńı této podmı́nky do předpisu
funkce f dostaneme funkci

g (x) = f (x, 4) = 8x− x2 − 16.

Plat́ı, že g′ (x) = 8 − 2x je rovno nule pro x = 4. Dostali jsme bod [4, 4], který patř́ı do
množiny M a je tedy daľśım bodem podezřelým z extrému.

Kromě výše uvedených bod̊u budeme dále považovat za podezřelé krajńı body úseček,
které tvoř́ı hranici množiny M , což jsou vlastně vrcholy obdélńıka M , tedy body [0, 0],
[5, 0], [0, 4] a [5, 4].

Nyńı urč́ıme hodnoty funkce f ve všech nalezených bodech,

f (2, 2) = 8− 4− 8 = −4,

f (0, 0) = 0− 0− 0 = 0,

f (4, 4) = 32− 16− 16 = 0,

f (5, 0) = 0− 25− 0 = −25,

f (0, 4) = 0− 0− 16 = −16,

f (5, 4) = 40− 25− 16 = −1.

Funkce f má tedy na množině M maximum 0 v bodech [0, 0] a [4, 4] a minimum −25
v bodě [5, 0].

Př́ıklad 3. Určete globálńı extrémy funkce f dané předpisem

f (x, y) = 8x+ 6y

na množině
M =

{
[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9

}
.

Řešeńı: Zadaná množina M je kruh o poloměru 3 se středem v bodě [0, 0]. Funkce f je
spojitá na M a množina M je uzavřená a omezená, z čehož na základě Weierstrassovy
věty plyne, že funkce f má na množině M maximum i minimum.

Nejprve stanov́ıme stacionárńı body funkce f tak, že urč́ıme parciálńı derivace funkce
f podle obou proměnných a zjist́ıme, ve kterých bodech jsou tyto derivace nulové. Dosta-
neme:

∂f

∂x
(x, y) = 8,

∂f

∂y
(x, y) = 6.

Tyto derivace nejsou v žádném bodě nulové a funkce f tedy nemá žádný stacionárńı bod.
Nyńı vyšetř́ıme situaci na hranici množinyM , tedy na kružnici dané rovnićı x2+y2 = 9.

Použijeme Lagrangeovu metodu, která spoč́ıvá ve vyšetřováńı Lagrangeovy funkce

L (x, y) = 8x+ 6y + λ
(
x2 + y2 − 9

)
.

Urč́ıme body, které lež́ı na hranici množinyM a pro které jsou hodnoty parciálńıch derivaćı
funkce L nulové, tj. body které splňuj́ı

∂L

∂x
= 8 + 2λx = 0,

∂L

∂y
= 6 + 2λy = 0, x2 + y2 = 9.
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Z prvńı a druhé rovnice urč́ıme

x = −4

λ
, y = −3

λ
.

Tyto dva vztahy dosad́ıme do třet́ı rovnice a dostaneme

16

λ2
+

9

λ2
=

25

λ2
= 9.

Tento vztah je splněn pro dvě hodnoty λ a to

λ =
5

3
, λ = −5

3
.

Pro tyto dvě hodnoty λ vypoč́ıtáme př́ıslušné hodnoty x a y. Pro λ = 5
3

je

x = −4

λ
= −12

5
, y = −3

λ
= −9

5
,

a pro λ = −5
3

máme

x = −4

λ
=

12

5
, y = −3

λ
=

9

5
.

Dostali jsme tedy dva body
[
−12

5
,−9

5

]
a
[
12
5
, 9
5

]
, ve kterých by mohl nastat extrém. Zbývá

určit hodnoty funkce f v těchto bodech a vybrat maximum a minimum. Vzhledem k
tomu, že

f

(
−12

5
,−9

5

)
= −30, f

(
12

5
,
9

5

)
= 30,

má funkce f na množině M maximum 30 v bodě
[
12
5
, 9
5

]
a minimum−30 v bodě

[
−12

5
,−9

5

]
.
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Diferenciálńı rovnice

Př́ıklad 1. Určete řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ =
x3y + y4

x4
, y (1) = 1.

Řešeńı: Uvedená rovnice má smysl pro x 6= 0. Rovnici můžeme přepsat do tvaru

y′ =
y

x
+
(y
x

)4
.

Pravou stranu tedy můžeme vyjádřit jako funkci proměnné z = y/x, což znamená, že se
jedná o rovnici s homogenńı funkćı na pravé straně. Tento typ rovnice lze řešit pomoćı
substituce z = y/x, přičemž z je stejně jako y funkce proměnné x. Do rovnice dosad́ıme
y = xz a y′ = xz′ + z a dostaneme

xz′ + z = z + z4,

což dává po úpravě rovnici se separovatelnými proměnnými

z′ =
z4

x
. (12)

Tuto rovnici vyřeš́ıme metodou separace proměnných, kdy polož́ıme z′ = dz/dx, rovnici
naṕı̌seme ve tvaru

dz

dx
=
z4

x

a po úpravě dostaneme pro z 6= 0 rovnici∫
1

z4
dz =

∫
1

x
dx.

Vypočteme integrály a vyjádř́ıme funkci z:

− 1

3z3
= ln |x|+ c, z =

1
3
√
−3 ln |x| − 3c

, c ∈ R.

Toto řešeńı z jsme dostali za předpokladu, že z 6= 0. Nyńı vyšetř́ıme situaci pro z = 0 tak,
že tento vztah dosad́ıme do diferenciálńı rovnice (12). Po dosazeńı máme 0 = 0, z čehož
plyne, že funkce z = 0 je také řešeńım.

Nyńı provedeme zpětnou substituci y = xz. Dostaneme řešeńı

y =
x

3
√
−3 ln |x| − 3c

, c ∈ R,

a dále řešeńı y = 0.
Zbývá určit řešeńı splňuj́ıćı zadanou počátečńı podmı́nku y (1) = 1. Dosazeńım obecného

řešeńı y do této podmı́nky źıskáme vztah

1 = y (1) =
1

3
√
−3 ln 1− 3c

=
1

3
√
−3c

.
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Z toho plyne, že

1 = − 1

3c
, c = −1

3
.

Tuto hodnotu konstanty c dosad́ıme do předpisu obecného řešeńı a dostaneme řešeńı
zadané úlohy

y =
x

3
√

1− 3 ln |x|
, x ∈

(
0, e

1
3

)
.

Interval jsme určili tak, aby obsahoval bod 1, ve kterém je předepsána počátečńı podmı́nka,
a aby byly splněny podmı́nky x 6= 0 a 1 6= 3 lnx. Na tomto intervalu ještě můžeme |x|
nahradit x.

Závěr tedy je, že řešeńım zadané úlohy je funkce

y =
x

3
√

1− 3 lnx
, x ∈

(
0, e

1
3

)
.

Př́ıklad 2. Určete řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ − y

x
= xe5x, y (1) = 0.

Řešeńı: Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Nejprve urč́ıme homogenńı
řešeńı, tedy řešeńı homogenńı rovnice

y′ − y

x
= 0,

a to metodou separace proměnných. Polož́ıme y′ = dy/dx a rovnici přeṕı̌seme do tvaru

dy

dx
=
y

x
.

Provedeme separaci proměnných a pro y 6= 0 dostaneme∫
1

y
dy =

∫
1

x
dx.

Vypočteme integrály a máme

ln |y| = ln |x|+ c, c ∈ R.

Uprav́ıme do tvaru
|y| = eln|y| = eln|x|+c = eln|x|ec = |x| ec

a odstrańıme absolutńı hodnotu

y = ±ecx = kx, k = ±ec 6= 0.

K tomuto vztahu jsme dospěli za předpokladu, že y 6= 0. Dosazeńım y = 0 do homogenńı
rovnice snadno ověř́ıme, že y = 0 je také řešeńı. Tato dvě řešeńı y = kx pro k 6= 0 a y = 0
můžeme zapsat do jednoho tvaru a dostaneme tak výsledné homogenńı řešeńı

yH = kx, k ∈ R.
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Nyńı urč́ıme partikulárńı řešeńı, tedy jedno konkrétńı řešeńı zadané rovnice. Použijeme
metodu variace konstant, která spoč́ıvá v tom, že toto partikulárńı řešeńı yP hledáme
v podobném tvaru jako homogenńı řešeńı yH s t́ım, že mı́sto konstanty k nyńı uvažujeme
funkci k (x), tj.

yP = k (x)x.

Tuto funkci dosad́ıme do zadané rovnice a źıskáme vztah

k′ (x)x+ k (x)− k (x)x

x
= xe5x.

Po úpravě dostaneme k′ (x) = e5x a integraćı tohoto vztahu urč́ıme funkci

k (x) =

∫
e5xdx =

e5x

5
.

Z toho plyne, že partikulárńı řešeńı je

yP = k (x)x =
xe5x

5
.

Pro obecné řešeńı y dané rovnice plat́ı, že

y = yH + yP = kx+
xe5x

5
, k ∈ R, x ∈ R.

Zbývá určit řešeńı splňuj́ıćı zadanou počátečńı podmı́nku, tedy

0 = y (1) = k +
e5

5
.

Tato podmı́nka je splněna pro

k = −e
5

5
.

Řešeńım dané úlohy je tedy funkce

y = −e
5

5
x+

xe5x

5
=
x (e5x − e5)

5
, x ∈ R.

Př́ıklad 3. Určete řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ + 5y′ + 4y = cos (2x) .

Řešeńı: Jedná se o lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty.
Urč́ıme nejprve homogenńı řešeńı, to znamená řešeńı rovnice

y′′ + 5y′ + 4y = 0.

Této rovnici př́ısluš́ı charakteristická rovnice

λ2 + 5λ+ 4 = 0, (13)
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která má kořeny

λ1,2 =
−5±

√
25− 16

2
=
−5±

√
9

2
=
−5± 3

2
,

to je kořeny λ1 = −4 a λ2 = −1. Z toho plyne, že homogenńı řešeńı yH má tvar

yH = c1e
−4x + c2e

−x, c1, c2 ∈ R, x ∈ R.

Daľśım krokem je určeńı partikulárńıho řešeńı. K tomu využijeme toho, že pravá strana
rovnice má speciálńı tvar, a nejprve porovnáme pravou stranu s t́ımto speciálńım tvarem:

cos (2x) = eax (P (x) cos bx+Q (x) sin bx) .

Vzhledem k tomu, že pravá strana této rovnice se muśı rovnat levé straně, muśı platit a = 0
a tedy eax = e0 = 1 a dále b = 2, P (x) = 1 a Q (x) = 0. Vzhledem k tomu, že polynomy
P a Q jsou konstanty, je jejich stupeň roven nule. Dle teorie hledáme partikulárńı řešeńı
ve tvaru

yP (x) = xkeax (R (x) cos bx+ S (x) sin bx) .

V tomto vyjádřeńı jsou R (x) a S (x) polynomy, jejichž stupeň je max (st P, stQ) = 0, to
znamená, že to jsou konstanty a můžeme je označit R (x) = A a S (x) = B. Zbývá určit
parametr k. Za t́ımto účelem vyjádř́ıme α = a± bi = 0± 2i = ±2i. Vzhledem k tomu, že
α neńı kořenem charakteristické rovnice (13), klademe k = 0. Partikulárńı řešeńı má tedy
tvar

yP (x) = x0e0x (A cos 2x+B sin 2x) = A cos 2x+B sin 2x.

Vypočteme jeho derivace

y′P (x) = −2A sin 2x+ 2B cos 2x, y′′P (x) = −4A cos 2x− 4B sin 2x

a dosad́ıme partikulárńı řešeńı a př́ıslušné derivace do zadané rovnice. Dostaneme

−4A cos 2x− 4B sin 2x− 10A sin 2x+ 10B cos 2x+ 4A cos 2x+ 4B sin 2x = cos 2x.

Porovnáńım koeficient̊u u funkce cos 2x dostaneme

−4A+ 10B + 4A = 1, 10B = 1, B =
1

10
,

a analogicky porovnáńım koeficient̊u u funkce sin 2x dostaneme

−4B − 10A+ 4B = 0, −10A = 0, A = 0.

Partikulárńı řešeńı je tedy funkce

yP =
sin 2x

10
.

Obecné řešeńı zadané rovnice je funkce, která je součtem homogenńıho a partikulárńıho
řešeńı, což je funkce

y = yH + yP = c1e
−4x + c2e

−x +
sin 2x

10
, c1, c2 ∈ R, x ∈ R.
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