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Integrálńı součet pro funkce dvou proměnných

Předpoklad: funkce f je omezená na intervalu I = [a, b]× [c , d ]

Definujme děleńı intervalu I :

D = Dx × Dy , kde Dx = {x0, x1, . . . , xn : a ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b} ,
Dy = {y0, y1, . . . , yn : c = y0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ ym = d} ,

a jeho normu ‖D‖ = max
1≤i≤n,1≤j≤m

(xi − xi−1, yj − yj−1).

Zvolme vij ∈ [xi−1, xi ]× [yj−1, yj ] a označme
V = {vij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} .

S (f ,D,V ) =
∑n

i=1

∑m
j=1 f (vij) (xi − xi−1) (yj − yj−1)

se nazývá integrálńı součet funkce f pro děleńı D a množinu
bodů V .



Integrálńı součet pro funkce ťŕı proměnných

Předpoklad: funkce f je omezená na I = [a, b]× [c , d ]× [g , h]

Definujme děleńı intervalu I a jeho normu:

D = Dx × Dy × Dz , kde
Dx = {x0, x1, . . . , xn : a ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b} ,
Dy = {y0, y1, . . . , yn : c = y0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ ym = d} ,
Dz = {z0, z1, . . . , zn : c = z0 ≤ z1 ≤ . . . ≤ zm = d} ,
‖D‖ = max

1≤i≤n,1≤j≤m,1≤k≤p
(xi − xi−1, yj − yj−1, zp − zp−1).

Zvolme vijk ∈ [xi−1, xi ]× [yj−1, yj ]× [zk−1, zk ] a označme
V = {vijk : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ p} .

S (f ,D,V ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

p∑
k=1

f (vijk) (xi − xi−1) (yj − yj−1) (zk − zk−1)

se nazývá integrálńı součet funkce f pro děleńı D a množinu V .



Definice dvojného a trojného integrálu na intervalu

Předpokládejme, že funkce f je omezená na uzav̌reném intervalu I .
Řekneme, že funkce f je integrovatelná na množině I , jestliže
posloupnost

{
S
(
f ,Dk ,V k

)}∞
k=1

konverguje pro každou

posloupnost
{
Dk
}

takovou, že limk→∞
∥∥Dk

∥∥ = 0, a libovolnou
volbu bodů V k .

Potom všechny takové posloupnosti maj́ı stejnou limitu, která se
nazývá integrál funkce f na I a znač́ı se

∫
I f (x)dx.

Pokud f je funkce dvou proměnných, potom se integrál nazývá
dvojný a znač́ı se

∫
I

∫
f (x , y) dxdy .

Pokud f je funkce ťŕı proměnných, potom se integrál nazývá trojný
a znač́ı se

∫∫
I

∫
f (x , y , z)dxdydz .



Integrál na omezené množině

Předpokládejme, že funkce f je definována na omezené množině
M ⊂ Rn. Definujme

fM (x) = f (x) , x ∈ M,

= 0, x ∈ Rn\M.

Řekneme, že funkce f je integrovatelná na M, jestliže fM je
integrovatelná na nějakém intervalu I ⊃ M, a potom integrál
funkce f na M je definován:∫

M

f (x) dx :=

∫
I

fM (x)dx.



Vlastnosti integrálu

VĚTA: Linearita integrálu
Jestliže funkce f a g jsou integrovatelné na množině M a
a, b ∈ R, potom je funkce a f + b g integrovatelná na M a plat́ı:∫

M

a f (x) + b g (x)dx = a

∫
M

f (x) dx + b

∫
M

g (x) dx.

VĚTA: Jestliže Ω = Ω1 ∪ Ω2 a Ω1 ∩ Ω2 je prázdná množina nebo
část hranice a jestliže f je integrovatelná na Ω1 a Ω2, potom f je
integrovatelná na Ω a plat́ı:∫

Ω

f (x)dx =

∫
Ω1

f (x) dx +

∫
Ω2

f (x)dx.



Fubiniova věta pro dvojný integrál

Jestliže je funkce f spojitá na množině

M =
{

[x , y ] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, φ (x) ≤ y ≤ ψ (x)
}

,

kde φ a ψ jsou spojité funkce, potom f je integrovatelná na M a
plat́ı

∫
M

∫
f (x , y)dxdy =

b∫
a

ψ(x)∫
φ(x)

f (x , y) dydx .



Analogicky: Jestliže je funkce f spojitá na množině

M =
{

[x , y ] ∈ R2 : a ≤ y ≤ b, φ (y) ≤ x ≤ ψ (y)
}

,

kde φ a ψ jsou spojité funkce, potom f je integrovatelná na M a
plat́ı

∫
M

∫
f (x , y) dxdy =

b∫
a

ψ(y)∫
φ(y)

f (x , y)dxdy .



Fubiniova věta pro trojný integrál

Jestliže je funkce f spojitá na množině

M =
{
[x , y , z ]∈R3 :a≤x≤b, φ(x)≤y≤ψ(x) , g (x , y)≤z≤h(x , y)

}
,

kde φ, ψ, g a h jsou spojité funkce, potom f je integrovatelná na
M a plat́ı

∫∫
M

∫
f (x , y , z) dxdydz =

b∫
a

ψ(x)∫
φ(x)

h(x ,y)∫
g(x ,y)

f (x , y , z) dzdydx .



Mě̌ritelná množina

Definice: Řekneme, že omezená množina M ⊂ Rn je mě̌ritelná
(v Jordanově smyslu), jestliže

∫
M 1 dx existuje a č́ıslo

µn (M) =
∫
M 1dx nazýváme Jordanova ḿıra množiny M.

Věta: Jestliže funkce f je integrovatelná na množině M ⊂ Rn a
G ⊂ Rn je mě̌ritelná množina taková, že
µn (M\G ) = µn (G\M) = 0, potom f je integrovatelná na G a
plat́ı ∫

M
f (x) dx =

∫
G
f (x) dx ,

specielně potom∫
M
f (x) dx =

∫
M̄
f (x) dx =

∫
int M

f (x) dx .



Jakobián

Definice: Jestliže zobrazeńı g = (g1, . . . , gn) : M → Rn, M ⊂ Rn,
má spojité parciálńı derivace ∂gi

∂xj
na M pro i , j = 1, . . . n, potom

zobrazeńı Jg definované p̌redpisem:

Jg (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1
∂x1

(x) ∂g1
∂x2

(x) . . . ∂g1
∂xn

(x)
∂g2
∂x1

(x) ∂g2
∂x2

(x) . . . ∂g2
∂xn

(x)
...

...
∂gn
∂x1

(x) ∂gn
∂x2

(x) . . . ∂gn
∂xn

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

kde x = (x1, . . . , xn) ∈ M, se nazývá Jakobián zobrazeńı g .



Substituce ve v́ıcerozměrných integrálech

Věta: O SUBSTITUCI

Jestliže M,N ⊂ Rn jsou otev̌rené mě̌ritelné množiny a jestliže
zobrazeńı g = (g1, . . . , gn) : M → Rn, g (M) = N, a funkce
f : N̄ → R splňuj́ı:

I g má spojité parciálńı derivace ∂gi
∂xj

na M pro i , j = 1, . . . n,

I g je prosté na M,

I Jg je nenulový na M,

I f je spojitá na N̄,

potom f je integrovatelná na N a plat́ı∫
N
f (x) dx =

∫
M
f (g (y)) |Jg (y)| dy .


