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Integralni soucet pro funkce dvou proménnych
P¥edpoklad: funkce f je omezend na intervalu | = [a, b] X [c, d]

Definujme déleni intervalu /:

D = D* x DY, kde DX—{Xg,xl,..., a< x
DY ={yo.y1;---s¥nic=%<y1<...<Y¥m

<...<xp,=b},
d},

IIH

jeh Dl = = Xi—1, Vi — Vi—1).
a jeho normu ||D|| 1gi§T,?éjgm(X' Xi—1,Yj — Yj-1)
Zvolme vjj € [xj—1,xi] % [yj—1, Y]] a ozna&me
V={v;:1<i<nl1<j<mj}.

S(f.D, V) =31l 200 F (vig) (6 — xi-1) (v — yj-1)
se nazyva integralni soulet funkce f pro déleni D a mnoZinu
bodd V.



Integralni soucet pro funkce t¥i promé&nnych
PYedpoklad: funkce f je omezend na | = [a, b] x [c,d] x [g, h]

Definujme déleni intervalu / a jeho normu:

D = D* x DY x D?, kde

D* = {x0,x1,...,xpn:a<x1 <...<x,= b},
Y=o,y Ynic=y0 <y <. <ym=d},
DZ:{ZO)Zla"'a 'C:Z(J§21§...§Zm:d},
D = max (Xi = Xi—1,¥j — ¥j—1:2p — Zp—1)-

1<i<n,1<i<m,1<k<p

Zvolme v € [xi—1, xi] % [yj—1,¥j] % [2k—1, 2] a ozna&me
V={vjp:1<i<nl<j<ml<k<p}.

S(f,D,V) = Xn: f: Zp: f (vii) (i — xi—1) (vj — ¥j-1) (2 — 2k—1)

i=1j=1k=1
se nazyva integralni soucet funkce f pro déleni D a mnoZinu V.



Definice dvojného a trojného integrdlu na intervalu

P¥edpokladejme, Ze funkce f je omezena na uzavieném intervalu /.
Rekneme, ¥e funkce f je integrovatelnd na mno¥in& /, jestlize
posloupnost {S (f, D¥, Vk)}iozl konverguje pro kaZdou
posloupnost {Dk} takovou, Ze limy_, HD"H =0, a libovolnou
volbu bodti V.

Potom vSechny takové posloupnosti maji stejnou limitu, kterd se
nazyva integral funkce f na I a znati se [, f (x)dx.
Pokud f je funkce dvou proménnych, potom se integral nazyva

dvojny a zna&i se [ f(x,y)dxdy.
I

Pokud f je funkce t¥i proménnych, potom se integral nazyva trojny
a znati se [[[ f(x,y,z)dxdydz.
1



Integral na omezené mnoZiné

P¥edpokladejme, Ze funkce f je definovdna na omezené mnoZzing
M C R". Definujme
fu(x) = F(x), xeM,
= 0, x € R"\M.
Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na M, jestlize fy je

integrovatelnad na né&jakém intervalu I O M, a potom integral
funkce f na M je definovan:

/f(x)dx ::/fM (x) dx.
M I



Vlastnosti integrdlu

VETA: Linearita integralu
JestliZze funkce f a g jsou integrovatelné na mnoZiné M a
a, b € R, potom je funkce a f + b g integrovatelnd na M a plati:

/a f(x)+bg(x)dx:a/f(x)dx—l—b/g(x)dx.

M M M

VETA: Jestlize Q=Q;UQ a Q1N Qs je prazdna mnoZina nebo
¢ast hranice a jestliZze f je integrovatelna na Q1 a €, potom f je
integrovatelna na Q a plati:

/ f(x)dxz/f(X)dx+/f(x)dx.

Q 1931 Q>



Fubiniova véta pro dvojny integral

Jestlize je funkce f spojitd na mnoZiné
M={[xy|€R?:a<x<bo(x)<y<v(x)}
kde ¢ a ¥ jsou spojité funkce, potom f je integrovatelnd na M a

plati

P(x)

b
//f(xydxdy:/ f(x,y)dydx.

M a ¢(x)



Analogicky: Jestlize je funkce f spojitd na mnoZiné
M={[xy|eR?:a<y<b¢(y) <x<v(y)}
kde ¢ a ¥ jsou spojité funkce, potom f je integrovatelnd na M a

plati

Y(y)

//f(x,y)dxdy:/b / f (x,y) dxdy.
M

a ¢(y)



Fubiniova véta pro trojny integral

Jestlize je funkce f spojitd na mnoZiné
M={[x,y,z]€R*:a<x<b,¢() <y <9, g (x,y) Sz < hix, y)},

kde ¢, ¥, g a h jsou spojité funkce, potom f je integrovatelnad na
M a plati



Mé&Fitelnd mnoZina

Definice: Rekneme, e omezend mno%ina M C R" je mé&Fitelnd
(v Jordanové smyslu), jestlize [,,1dx existuje a &islo
tin (M) = [,,1dx nazyvdme Jordanova mira mnoziny M.

Véta: Jestlize funkce f je integrovatelnd na mnoziné M C R” a
G C R" je méfitelnd mnoZina takova, Ze
tn (M\G) = pn (G\M) = 0, potom f je integrovatelnd na G a

plati
/ f(x)dx :/ f (x)dx,
M G
specielné potom

/Mf(x)dx_/,\_ﬂf(x)dx_/inth(x)dx.



Jakobian

Definice: Jestlize zobrazeni g = (g1,...,8) : M — R", M C R",
m3 spojité parcialni derivace gi{ na Mproi,j=1,...n, potom

zobrazeni J, definované predpisem:

9 9 9
Ti (x) a—i (x) ... 85,1, (x)
0 0 0
5 () = 8—)32 (x) a—f’z (x) ... a—fi (x)
. . )
9 o 9
o (x) =) .. 52 (x)

kde x = (x1,...,Xxn) € M, se nazyva Jakobian zobrazeni g.



Substituce ve vicerozmérnych integralech

Véta: O SUBSTITUCI

Jestlize M, N C R” jsou oteviené méFitelné mnoZiny a jestliZe
zobrazeni g = (g1,...,8n) : M — R", g (M) = N, a funkce
f: N — R spliiuji:

ogi

> g ma spojité parcialni derivace >
J

naMproi,j=1,...n,
> g je prosté na M,
» Jg je nenulovy na M,
> f je spojitd na N,

potom f je integrovatelna na N a plati

[ o= [ fet sl
N M



