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Osnova:

• Komplexńı funkce - definice, posloupnosti, řady

• Vybrané komplexńı funkce

• Limita, spojitost, derivace komplexńı funkce

• Integrál komplexńı funkce



Komplexńı funkce

Zobrazeńı f : M → C, kde M ⊂ C, se nazývá komplexńı funkce.
Množina M se nazývá definičńı obor funkce f a znač́ı se D (f ).

Věta 1: Ke každé komplexńı funkci f existuj́ı reálné funkce dvou
proměnných u a v takové, že

f (z) = f (x + iy) = u (x , y) + iv (x , y) , ∀z = x + iy ∈ M,

kde x = Re z a y = Im z .

Funkce u z Věty 1 se nazývá reálná část funkce f a znač́ı se Re f ,
funkce v z Věty 1 se nazývá imaginárńı část funkce f a znač́ı se
Im f .



Posloupnosti a řady

Zobrazeńı z : n 7→ zn množiny {n ∈ Z : n ≥ N} do C nazýváme
posloupnost komplexńıch č́ısel a znač́ıme {zn}

∞

n=N .

Řekneme, že posloupnost {zn}n∈N, zn ∈ C, konverguje a má limitu
A, jestliže ke každému ε > 0 existuje K ∈ N takové, že

|zn − A| < ε ∀n ≥ K .

Symbol
∞∑

n=N

zn, kde zn ∈ C nazýváme řada.

Řekneme, že řada
∞∑

n=N

zn konverguje a má součet s, jestliže

posloupnost částečných součt̊u sk =
∞∑
n=k

zn konverguje k s.



Posloupnosti funkćı

Předpoklad: Jsou dány reálné funkce fn : I → C, I ⊂ C, n ≥ N,
n ∈ N.

Množinu {fn}
∞

n=N nazýváme posloupnost funkćı.

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}
∞

n=N konverguje na množině
M ⊂ I , jestliže č́ıselná posloupnost {fn (c)}

∞

n=N konverguje pro
všechna c ∈ M.

Množina O = {c ∈ I : {fn (c)}
∞

n=N konverguje} se nazývá obor
konvergence posloupnosti {fn}

∞

n=N .

Řekneme, že funkce f : O → C je limita posloupnosti {fn}
∞

n=N ,
jestliže f (c) = limn→∞ fn (c) pro všechna c ∈ O.



Řady funkćı

Symbol
∑

∞

n=N fn nazýváme řadou funkćı.

Řekneme, že řada funkćı
∑

∞

n=N fn konverguje na množině M ⊂ I ,
jestliže č́ıselná řada

∑
∞

n=N fn (c) konverguje pro všechna c ∈ M.

Řekneme, že řada funkćı
∑

∞

n=N fn konverguje absolutně na
množině M ⊂ I , jestliže č́ıselná řada

∑
∞

n=N |fn (c)| konverguje pro
všechna c ∈ M.

Množina O = {c ∈ I :
∑

∞

n=N fn (c) konverguje} se nazývá obor
konvergence řady

∑
∞

n=N fn.

Množina {c ∈ I :
∑

∞

n=N fn (c) konverguje absolutně} se nazývá
obor absolutńı konvergence řady

∑
∞

n=N fn.

Řekneme, že funkce s : O → C je limita součet řady
∑

∞

n=N fn,
jestliže s (c) =

∑
∞

n=N fn (c) pro všechna c ∈ O.



Vybrané komplexńı funkce

Funkci sinus, kosinus a exponenciálńı funkci definujeme v
komplexńım oboru pomoćı řad:

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n + 1)!
, z ∈ C,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, z ∈ C,

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.



VĚTA: Pro všechna z ∈ C plat́ı

ez = ex+iy = ex (cos y + i sin y), kde x = Re z , y = Im z ,

e iz = cos z + i sin z , e−iz = cos z − i sin z ,

cos z =
e iz + e−iz

2
, sin z =

e iz − e−iz

2i
.

Zobrazeńı, které každému komplexńımu č́ıslu z p̌rǐrad́ı č́ıslo φ

takové, že plat́ı
z = |z | (cosφ+ i sinφ)

nazýváme argument a znač́ıme Arg z .

Pokud se omeźıme na hodnoty φ ∈ [0, 2π), potom mluv́ıme o
hlavńı hodnotě argumentu a zobrazeńı znač́ıme arg z .



Funkce logaritmus je definována p̌redpisem

Ln z = ln |z |+ i Arg z , z ∈ C\ {0} .

Hlavńı hodnota (větev) logaritmu je definována p̌redpisem

ln z = ln |z |+ i arg z , z ∈ C\ {0} .

Mocninná funkce je definována p̌redpisem

zα = eαLn z , α, z ∈ C\ {0} .



Limita, spojitost a derivace komplexńı funkce

Předpokládejme, že funkce f je definována v
Pδ (z0) = {z ∈ C : |z − z0| < δ, z 6= z0} pro nějaké δ > 0.
Řekneme, že f má v bodě z0 limitu A, jestliže pro každou
poloupnost {zn}n∈N takovou, že zn ∈ D (f ), zn → z0, plat́ı
lim

zn→z0
f (zn) = A. Znač́ıme lim

z→z0
f (z) = A.

Řekneme, že komplexńı funkce f je spojitá v bodě z0, jestliže
lim
z→z0

f (z) = f (z0) . Řekneme, že funkce f je spojitá na oblasti

M ⊂ C, jestliže je spojitá v každém bodě oblasti M.

Řekneme, že funkce f má v bodě z derivaci A, jestliže

A = lim
w→z

f (w)− f (z)

w − z
.

Derivaci funkce f v bodě z znač́ıme f ′ (z) .



VĚTA: CAUCHYHO - RIEMANNOVA
Jestliže funkce f je definována na okoĺı bodu z0, x0 = Re z0,
y0 = Im z0, u = Re f , v = Im f , potom funkce f má v bodě z0
derivaci, právě když funkce u a v maj́ı spojité parciálńı derivace v
bodě [x0, y0] a splňuj́ı Cauchyho-Riemannovy podḿınky, tj.

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −

∂v

∂x

v bodě [x0, y0]. Potom plat́ı

f ′ (z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) .

Pokud má funkce f derivaci v každém bodě oblasti M, potom
řekneme, že f je holomorfńı na M.

VĚTA: Pokud funkce f je holomorfńı na oblasti M, potom f má v
M derivace všech řádů.



Integrál funkce komplexńı proměnné

Parametrizace úsečky s počátečńım bodem A a koncovým
bodem B :
z (t) = A+ (B − A) t, t ∈ [0, 1]

Parametrizace kružnice se sťredem S a poloměrem r :
z (t) = S + re it , t ∈ [0, 2π]

Předpokládejme, že k je jednoduchá hladká ǩrivka s parametrizaćı
z : [a, b] → C, orientovaná souhlasně s parametrizaćı, a funkce f je
spojitá a jednoznačná na oblasti M, k ⊂ M. Potom definujeme
integrál funkce f po ǩrivce k vztahem

∫

k

f (z) dz =

b∫

a

f (z (t)) z ′ (t) dt.



Pokud k je po částech hladká ǩrivka, k = k1 ∪ k2 ∪ . . . ∪ kn, ki je
hladká ǩrivka, potom definujeme

∫

k

f (z) dz =
n∑

i=1

∫

ki

f (z) dz .

VĚTA: CAUCHYOVA
Jestliže je funkce f holomorfńı v jednoduše souvislé oblasti M,
k ⊂ M je jednoduchá po částech hladká ǩrivka s počátečńım
bodem A a koncovým bodem B , potom

∫

k

f (z) dz = F (B)− F (A) ,

kde F je funkce primitivńı k f , tj. F ′ = f na M.
Jestliže je k nav́ıc uzav̌rená, potom

∫
k

f (z) dz = 0.


