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Osnova:

Komplexni funkce - definice, posloupnosti, fady

Vybrané komplexni funkce

Limita, spojitost, derivace komplexni funkce

Integral komplexni funkce



Komplexni funkce

Zobrazeni f : M — C, kde M C C, se nazyva komplexni funkce.
MnoZina M se nazyva defini¢ni obor funkce f a zna&i se D (f).
Véta 1: Ke kazdé komplexni funkci f existuji redlné funkce dvou
proménnych u a v takové, Ze

f(z)y)=Ff(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y), Yz=x+iy € M,

kdex=Rezay=1Imz.

Funkce u z Véty 1 se nazyva redlna &ast funkce f a zna&i se Re f,
funkce v z V&ty 1 se nazyva imaginarni &ast funkce f a znadi se
Im f.



Posloupnosti a fady

Zobrazeni z : n— z, mnoZiny {n € Z : n > N} do C nazyvame
posloupnost komplexnich &isel a zna&ime {z,}72 .

Rekneme, Ze posloupnost {zn} penr 2n € C, konverguje a ma limitu
A, jestliZze ke kazdému € > 0 existuje K € N takové, Ze

|z, — Al <e Vn> K.

oo
Symbol Y z,, kde z, € C nazyvdme fada.
n=N

o0
Rekneme, Ze fada ) z, konverguje a ma soulet s, jestlize
n=N
oo
posloupnost &astetnych soultl sy = > z, konverguje k s.
n=k



Posloupnosti funkci

P¥edpoklad: Jsou ddny redlné funkce f,: | - C, | C C, n> N,
n € N.

MnoZinu {f,},2 5 nazyvdme posloupnost funkci.

Rekneme, ¥e posloupnost funkei {f,}°° , konverguje na mnoin&
M C I, jestlize &iselnd posloupnost {f, (c)}, -, konverguje pro
v8echna c € M.

MnoZina O = {c € | : {f,(c)},2\ konverguje} se nazyva obor
konvergence posloupnosti {f,} .

Rekneme, 7e funkce f : O — C je limita posloupnosti {0 n
jestlize f (¢) = limp— 0 fn (¢) pro viechna c € O.



Rady funkef
Symbol Y%\, f, nazyvame ¥adou funkci.

Rekneme, 7e ¥ada funkci >-° n fa konverguje na mnoZing M C |,
jestlize &iselnd ¥ada > 2 ) fn (c) konverguje pro viechna c € M.

Rekneme, e ¥ada funkci Y52 n fn konverguje absolutn& na
mnoZing M C [, jestlize &iselnd Yada > 7\ |fa (c)| konverguje pro
vSechna c € M.

MnoZina O = {c € | : 3 7 5 fa (¢) konverguje} se nazyvd obor
konvergence ¥ady Y o\ fn.

Mnozina {c € I : Y 7 ), fa (c) konverguje absolutn&} se nazyva
obor absolutni konvergence ¥ady > >\ f.

ﬁekneme, ze funkce s : O — C je limita soucet ¥ady Z;“;N o,
jestlize s (¢) = >"72 y fa (c) pro vdechna ¢ € O.



Vybrané komplexni funkce

Funkci sinus, kosinus a exponencialni funkci definujeme v
komplexnim oboru pomoci fad:

et Z2n+1
. . n

Sinz = Z(_l) m, ZG(C,
n=0
o 22n

cosz = Z( 1)" 2 zeC,
[eS) N

e = Z F, Z € C.

n=0



VETA: Pro viechna z € C plati

e = TV = eX(cosy + isiny), kde x = Re z,y = Im z,

e? =cosz+isinz, e ¥ =cosz—isinz,
eiz + e—iz eiz o e—iz

c0sz=————, sinz = -
2 ’ 2i

Zobrazeni, které kazdému komplexnimu &islu z p¥ifadi &islo ¢
takové, Ze plati
z =|z|(cos ¢ + isin @)

nazyvame argument a znaime Arg z.

Pokud se omezime na hodnoty ¢ € [0,27), potom mluvime o
hlavni hodnoté argumentu a zobrazeni zna&ime arg z.



Funkce logaritmus je definovana ptedpisem
Lnz=In|z|+i Arg z, ze C\{0}.
Hlavni hodnota (v&tev) logaritmu je definovdna pfedpisem
Inz=In|z|+iarg z, zeC\{0}.
Mocninna funkce je definovana predpisem

22 =ettrz o zeC\{0}.



Limita, spojitost a derivace komplexni funkce

P¥edpokladejme, Ze funkce f je definovéna v
Ps(20) ={z € C:|z— 2| < 6,z # zp} pro n&jaké § > 0.
Rekneme, Ze f ma v bodé zy limitu A, jestliZze pro kazdou
poloupnost {z,}, x takovou, Ze z, € D(f), z, — zo, plati
lim f(z,) = A. Znatime lim f(z) = A.
Zn—20 Z—r2Zp
Rekneme, e komplexni funkce f je spojitd v bod& zy, jestlize
lim f(z) = (20). Rekneme, Ze funkce f je spojitd na oblasti
z—2z)
M C C, jestliZe je spojita v kazdém bodé oblasti M.
Rekneme, ¥e funkce f m4 v bod& z derivaci A, jestlize
f —f
A lim W —F(2)

w—Zz w—2Z2

Derivaci funkce f v bod& z znatime ' (z).



VETA: CAUCHYHO - RIEMANNOVA
Jestlize funkce f je definovdna na okoli bodu zy, xp = Re zg,
yo=1Imzy, u= Ref, v=Imf, potom funkce f ma v bodé& z
derivaci, pravé kdyz funkce u a v maji spojité parcidlni derivace v
bod& [xo, yo] a spliiuji Cauchyho-Riemannovy podminky, tj.

du Ov  Ou ov

ax 9y’ dy  Ox

v bod& [xp, yo]. Potom plati

' (z0) = gi (x0, y0) + "g: (x0, ¥0) -
Pokud ma funkce f derivaci v kaZdém bodé oblasti M, potom
fekneme, Ze f je holomorfni na M.

VETA: Pokud funkce f je holomorfni na oblasti M, potom f ma v
M derivace viech ¥adu.



Integral funkce komplexni promé&nné

Parametrizace Usetky s po¢ate¢nim bodem A a koncovym
bodem B:
z(t)=A+(B—-A)t, te]0,1]

Parametrizace kruZnice se stfedem S a polomé&rem r:
z(t)=S+re", te]l0,2n]

Pfredpokladejme, Ze k je jednoduchd hladkd kfivka s parametrizaci
z: [a, b] — C, orientovand souhlasné& s parametrizaci, a funkce f je
spojitd a jednozna&nda na oblasti M, k C M. Potom definujeme
integral funkce f po kFivce k vztahem

/f(z) dz:/bf(z(t))z’(t) dt.

k



Pokud k je po &astech hladka kfivka, k = k1 U ko U ... U kp, ki je
hladka k¥fivka, potom definujeme

/f(z)dz:zn:/f(z)dz.

k i=1 k;

VETA: CAUCHYOVA

Jestlize je funkce f holomorfni v jednodu3se souvislé oblasti M,
k C M je jednoduchd po &astech hladka kfivka s pocate¢nim
bodem A a koncovym bodem B, potom

/f(z)dz:F(B)—F(A),

k

kde F je funkce primitivni k f, tj. F" = f na M.
Jestlize je k navic uzav¥end, potom [ f(z)dz = 0.
k



