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Křivka

Pokud zobrazeńı P = (P1, . . . ,Pn) : [a, b] → Rn splňuje

• P je spojité a prosté s možnou výjimkou P (a) = P (b),

• P ′

i jsou po částech spojité na [a, b],

• P ′ (t) 6= 0 pro všechna t ∈ (a, b), ve kterých derivace existuje,

potom k = {P (t) , t ∈ [a, b]} nazýváme jednoduchá po částech
hladká ǩrivka a zobrazeńı P nazýváme parametrizace ǩrivky.

Křivka se nazývá uzav̌rená, jestliže P (a) = P (b), jinak se nazývá
otev̌rená.



Orientace otev̌rené ǩrivky

Jeden z bodů P (a) a P (b) otev̌rené ǩrivky k označme jako
počátečńı, druhý jako koncový, t́ım je určena orientace ǩrivky.

Řekneme, že ǩrivka k je souhlasně orientovaná s parametrizaćı P ,
jestliže P (a) je počátečńı bod, jinak řekneme, že ǩrivka k je
nesouhlasně orientovaná s parametrizaćı P .

Orientace uzav̌rené ǩrivky

V p̌ŕıpadě uzav̌rené ǩrivky zvoĺıme body P1,P2,P3 ∈ k a
stanov́ıme pǒrad́ı prob́ıháńı. T́ım ǩrivku orientujeme.

Jestliže pro t1 < t2 < t3 ∈ [a, b] takové, že t1, t2, t3 ∈ [a, b],
{P (t1) ,P (t2) ,P (t3)} = {P1,P2,P3}, je stanovené pǒrad́ı
P (t1) ,P (t2) ,P (t3) nebo P (t2) ,P (t3) ,P (t1) nebo
P (t3) ,P (t1) ,P (t2), potom řekneme, že ǩrivka k je souhlasně
orientovaná s parametrizaćı P , jinak řekneme, že ǩrivka k je
nesouhlasně orientovaná s parametrizaćı P .



Křivkový integrál skalárńı funkce (prvńıho druhu)

p̌redpoklady: k je jednoduchá po částech hladká ǩrivka s
parametrizaćı P : [a, b] → Rd a f : k → R je omezená na k .

Zvolme t0, . . . , tn takové, že a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Označme
Pi = P (ti ), potom D = {Pi , i = 0, . . . , n} se nazývá děleńı D
ǩrivky k .

Křivka k je potom rozdělena děĺıćımi body P0, . . . ,Pn na oblouky

P̂iPi+1 a norma děleńı D je definována ‖D‖ = max
i=1..n

d
(

P̂i−1Pi

)

,

kde d označuje délku oblouku.

Zvolme vi ∈ P̂i−1Pi a označme V = {vi , i = 1..n}.

S (f ,D,V ) :=
∑n

i=1
f (vi ) ‖Pi−1Pi‖2, kde ‖Pi−1Pi‖2 označuje

Euklidovskou normu vektoru Pi−1Pi , nazýváme integrálńı součet
funkce f pro děleńı D ǩrivky k a množinu bodů V .



Křivkový integrál skalárńı funkce f je definován

∫

k

f (P) ds := lim
‖Dk‖→0

S
(

f ,Dk ,V k
)

,

pokud tato limita existuje.

VĚTA: Jestliže k je jednoduchá po částech hladká ǩrivka s
parametrizaćı P : [a, b] → Rd a f je omezená na k , potom

∫

k

f (P) ds =

b
∫

a

f (P (t))
∥

∥P ′ (t)
∥

∥

2
dt,

pokud integrál na pravé straně existuje.



VĚTA: Křivkový integrál prvńıho druhu nezáviśı na parametrizaci
ǩrivky, tj. jestliže P1 a P2 jsou parametrizace jednoduché po
částech hladké ǩrivky k , potom

∫

k

f (P1) ds =

∫

k

f (P2) ds.

VĚTA: LINEARITA INTEGRÁLU
Jestliže a, b ∈ R, potom plat́ı

∫

k

af (P) + bg (P) ds = a

∫

k

f (P) ds + b

∫

k

g (P) ds,

pokud integrály na pravé straně existuj́ı.



VĚTA: Jestliže pro jednoduchou po částech hladkou ǩrivku k plat́ı
k = k1 ∪ k2 a počátečńı bod k2 je roven koncovému bodu k1,
potom

∫

k

f (P) ds =

∫

k1

f (P) ds +

∫

k2

f (P) ds,



Křivkový integrál vektorové funkce (druhého druhu)

p̌redpoklady: k je jednoduchá po částech hladká ǩrivka s
parametrizaćı P : [a, b] → Rd a ~f = (f1, . . . , fd) : k → Rd je
omezená na k .

Zvolme t0, . . . , tn takové, že a = t0 < t1 < . . . < tn = b. Označme
Pi = P (ti ) D = {Pi , i = 0, . . . , n} se nazývá děleńı D ǩrivky k .

Křivka k je potom rozdělena děĺıćımi body P0, . . . ,Pn na oblouky

P̂iPi+1 a norma děleńı D je definována ‖D‖ = max
i=1..n

d
(

P̂i−1Pi

)

,

kde d označuje délku oblouku.

Zvolme vi ∈ P̂i−1Pi a označme V = {vi , i = 1..n}.

S (f ,D,V ) :=
∑n

i=1
~f (vi ) · (Pi − Pi−1) nazýváme integrálńı součet

funkce f pro děleńı D ǩrivky k a množinu bodů V .



Křivkový integrál vektorové funkce ~f je definován

∫

k

~f (P) d~s := lim
‖Dk‖→0

S
(

f ,Dk ,V k
)

,

pokud tato limita existuje.

VĚTA: Jestliže k je jednoduchá po částech hladká ǩrivka s
parametrizaćı P : [a, b] → Rd a ~f : k → Rd je omezená na k ,
potom

∫

k

~f (P) d~s = ±

b
∫

a

~f (P (t)) · P ′ (t) dt,

pokud integrál na pravé straně existuje. V uvedeném vztahu plat́ı
znaménko +, pokud k je souhlasně orientovaná s parametrizaćı,
jinak plat́ı znaménko −.



VĚTA: Křivkový integrál druhého druhu nezáviśı na parametrizaci
ǩrivky, tj. jestliže P1 a P2 jsou parametrizace orientované
jednoduché po částech hladké ǩrivky k , potom

∫

k

~f (P1) d~s =

∫

k

~f (P2) d~s.

VĚTA: LINEARITA INTEGRÁLU
Jestliže a, b ∈ R, potom plat́ı

∫

k

a~f (P) + b~g (P) d~s = a

∫

k

~f (P) d~s + b

∫

k

~g (P) d~s,

pokud integrály na pravé straně existuj́ı.



Greenova věta

Křivka k ⊂ R2 se nazývá kladně orientovaná, jestliže je orientovaná
proti směru pohybu hodinových ručiček.

VĚTA: GREENOVA

Jestliže k ⊂ R2 je kladně orientovaná jednoduchá po částech
hladká ǩrivka, f1, f2,

∂f1
∂y

a ∂f2
∂x

jsou spojité na oblasti G obsahuj́ıćı

int k . Potom plat́ı

∮

k

f1 (x , y) dx + f2 (x , y) dy =

∫∫

int k

∂f2

∂x
(x , y)−

∂f1

∂y
(x , y) dxdy .


