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Osnova:

• Definice plochy

• Plošný integrál skalárńı funkce

• Plošný integrál vektorové funkce



Plocha

Necht’ B ⊂ R
2 je omezená uzav̌rená souvislá množina, jej́ıž hranice

∂B je jednoduchá po částech hladká ǩrivka, a zobrazeńı
P = (P1,P2,P3) : B → R

3 splňuje

• P je spojité a prosté na B s možnou výjimkou: obrazy bodů
z ∂B mohou splývat,

• Pu =
(

∂P1

∂u
, ∂P2

∂u
, ∂P3

∂u

)

a Pv =
(

∂P1

∂v
, ∂P2

∂v
, ∂P3

∂v

)

jsou spojité na

intB ,

• Pu × Pv 6= 0 na intB .

Potom S = {P (u, v) , [u, v ] ∈ B} se nazývá jednoduchá hladká
plocha, P se nazývá parametrizace plochy S a ∂S = P (∂B) se
nazývá okraj plochy S .



Jestliže množina S splňuje podḿınky

• S je souvislá,

• S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn, kde S1, S2, . . . , Sn jsou hladké plochy,

• v pr̊uniku množin
j
⋃

i=1

Si a Sj+1 lež́ı pouze některé body

z okraj̊u těchto množin,

potom se S nazývá jednoduchá po částech hladká plocha.

Normálový vektor ~ν v bodě P0 = P (u0, v0) splňuje
~ν (P0) = Pu (u0, v0)× Pv (u0, v0).



Plošný integrál skalárńı funkce

VĚTA: Jestliže S je jednoduchá hladká plocha s parametrizaćı
P : B → R

3, f : S → R je omezená spojitá funkce. Potom

ˆ

S

ˆ

f (x , y , z) dS =

ˆ

B

ˆ

f (P (u, v)) ‖~ν (u, v)‖ dudv .

Je-li S po částech hladká, S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn, kde
S1, S2, . . . , Sn jsou hladké plochy, potom

ˆ

S

ˆ

f (x , y , z) dS =
n

∑

i=1

ˆ

Si

ˆ

f (x , y , z) dS .



Orientace plochy

Řekneme, že plocha je orientovatelná, jestliže má dvě strany. Na
jednu stranu uḿıst́ıme jednotkové normálové vektory a t́ım ji
orientujeme.

Plocha S se nazývá souhlasně orientovaná s parametrizaćı, jestliže
pro jednotkový normálový vektor v každém bodě plochy (až na
množinu ḿıry nula) plat́ı

~n =
Pu × Pv

‖Pu × Pv‖
.

Plocha S se nazývá nesouhlasně orientovaná s parametrizaćı,
jestliže pro jednotkový normálový vektor v každém bodě plochy (až
na množinu ḿıry nula) plat́ı

~n = −
Pu × Pv

‖Pu × Pv‖
.



Plošný integrál vektorové funkce

VĚTA: Jestliže S je jednoduchá hladká plocha orientovaná
souhlasně s parametrizaćı P : B → R

3, ~f : S → R
3 je omezená

spojitá funkce. Potom

ˆ

S

ˆ

~f (x , y , z) d~S =

ˆ

B

ˆ

~f (P (u, v))~ν (u, v) dudv .

Je-li S po částech hladká, S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sn, kde
S1, S2, . . . , Sn jsou hladké plochy, potom

ˆ

S

ˆ

~f (x , y , z) d~S =
n

∑

i=1

ˆ

Si

ˆ

~f (x , y , z) d~S .



Gaussova-Ostrogradského věta

Pokud plocha S je uzav̌rená, potom plošný integrál
˜

S

~f (x , y , z) d~S znač́ıme také
‚

S

~f (x , y , z) d~S .

VĚTA: Jestliže S je uzav̌rená jednoduchá po částech hladká plocha
orientovaná tak, že normálový vektor smě̌ruje vně, a ~f : intS → R

3

a div~f jsou spojité funkce na intS , potom

‹

S

~f (x , y , z) d~S =

˚

intS

div~f dxdydz .



Stokesova věta

Plocha se nazývá souhlasně orientovaná se svým okrajem, jestliže
p̌ri ob́ıháńı po okraji ve směru jeho orientace je jednotkový
normálový vektor vlevo.

VĚTA: Jestliže S je jednoduchá po částech hladká plocha
orientovaná souhlasně se svým okrajem k a ~f a parciálńı derivace ~f

jsou spojité na int S , potom

˛

k

~f (P) d~s =

¨

S

rot ~f d~S .


