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Osnova:

• Bodová konvergence posloupnost́ı a řad

• Stejnoměrná konvergence posloupnost́ı a řad

• Derivováńı a integrováńı posloupnost́ı a řad



Bodová konvergence posloupnost́ı

Předpoklad: Jsou dány reálné funkce fn : I → R, I ⊂ R, n ≥ N,
n ∈ N.

Množinu {fn}∞n=N nazýváme posloupnost funkćı.

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}∞n=N konverguje na množině
M ⊂ I , jestliže č́ıselná posloupnost {fn (c)}∞n=N konverguje pro
všechna c ∈ M.

Množina O = {c ∈ I : {fn (c)}∞n=N konverguje} se nazývá obor
konvergence posloupnosti {fn}∞n=N .

Řekneme, že funkce f : O → R je limita posloupnosti {fn}∞n=N ,
jestliže f (c) = limn→∞ fn (c) pro všechna c ∈ O.



Bodová konvergence řad

Symbol
∑∞

n=N fn nazýváme řadou funkćı.

Řekneme, že řada funkćı
∑∞

n=N fn konverguje na množině M ⊂ I ,
jestliže č́ıselná řada

∑∞
n=N fn (c) konverguje pro všechna c ∈ M.

Řekneme, že řada funkćı
∑∞

n=N fn konverguje absolutně na
množině M ⊂ I , jestliže č́ıselná řada

∑∞
n=N |fn (c)| konverguje pro

všechna c ∈ M.

Množina O = {c ∈ I :
∑∞

n=N fn (c) konverguje} se nazývá obor
konvergence řady

∑∞
n=N fn.

Množina {c ∈ I :
∑∞

n=N fn (c) konverguje absolutně} se nazývá
obor absolutńı konvergence řady

∑∞
n=N fn.

Řekneme, že funkce s : O → R je limita součet řady
∑∞

n=N fn,
jestliže s (c) =

∑∞
n=N fn (c) pro všechna c ∈ O.



Opakováńı: Kritéria konvergence č́ıselných řad

Limitńı pod́ılové kritérium

Jestliže lim
n→∞

|an+1|
|an| < 1, potom řada

∞∑
n=N

an konverguje absolutně.

Jestliže lim
n→∞

|an+1|
|an| > 1, potom řada

∞∑
n=N

an nekonverguje.

Limitńı odmocninové kritérium

Jestliže lim
n→∞

n
√
|an| < 1, potom řada

∞∑
n=N

an konverguje absolutně.

Jestliže lim
n→∞

n
√
|an| > 1, potom řada

∞∑
n=N

an nekonverguje.



Integrálńı kritérium

Jestliže existuje funkce f spojitá kladná a nerostoućı na [N,∞],

f (n) = an pro n ≥ N, potom řada
∞∑

n=N

an konverguje, právě když

∞∫
N

f (x) dx <∞.

Leibnizovo kritérium

Jestliže an = (−1)n bn, bn > 0 pro všechna n ≥ N nebo bn < 0 pro
všechna n ≥ N, aN > 0 a posloupnost {an}∞n=N je nerostoućı,

potom řada
∞∑

n=N

an konverguje, právě když lim
n→∞

an = 0.



Stejnoměrná konvergence posloupnost́ı

Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=N konverguje stejnoměrně k funkci
f na M, jestliže ke každému ε > 0 existuje K ≥ N takové, že

|fn (x)− f (x)| < ε,∀n ≥ K , ∀x ∈ M.

Znač́ıme fn
−→→ f .

VĚTA: Jestliže fn jsou funkce spojité na intervalu M a fn
−→→ f na

M, potom funkce f je spojitá na M.



Stejnoměrná konvergence řad

Řekneme, že řada
∞∑

n=N

fn konverguje stejnoměrně k funkci s na M,

jestliže
k∑

n=N

fn
−→→ s na M. Funkce s se nazývá součet řady

∞∑
n=N

fn.

VĚTA: Jestliže fn jsou funkce spojité na intervalu M a
∞∑

n=N

fn

konverguje stejnoměrně k funkci s na M, potom funkce s je spojitá
na M.

VĚTA: Weierstrassovo kritérium

Jestliže |fn (x)| ≤ an pro všechna x ∈ M, n ≥ N, an ∈ R, a
∞∑

n=N

an

konverguje, potom řada
∞∑

n=N

fn konverguje absolutně a stejnoměrně

na M.

Řada
∞∑

n=N

an z p̌redchoźı věty se nazývá konvergentńı majoranta.



Derivováńı posloupnost́ı a řad funkćı

VĚTA: Jestliže posloupnost funkćı fn : (a, b)→ R konverguje
alespoň v jednom bodě c ∈ (a, b) a jestliže posloupnost {f ′n}

∞
n=N

konverguje stejnoměrně na (a, b), potom(
lim
n→∞

fn
)′

= lim
n→∞

f ′n na (a, b) .

VĚTA: Jestliže řada
∑∞

n=N fn konverguje alespoň v jednom bodě
c ∈ (a, b) a jestliže řada

∑∞
n=N f ′n konverguje stejnoměrně na

(a, b), potom ( ∞∑
n=N

fn

)′

=
∞∑

n=N

f ′n na (a, b) .



Integrováńı posloupnost́ı a řad funkćı

VĚTA: Jestliže fn jsou spojité na [a, b] a jestliže posloupnost
{fn}∞n=N konverguje stejnoměrně na [a, b], potom

b∫
a

lim
n→∞

fn dx = lim
n→∞

b∫
a

fn dx .

VĚTA: Jestliže fn jsou spojité na [a, b] a jestliže a řada
∑∞

n=N fn
konverguje stejnoměrně na [a, b], potom

b∫
a

∞∑
n=N

fn dx =
∞∑

n=N

b∫
a

fn dx .

Předchoźı věty plat́ı také pro neurčitý integrál.


