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Komplexni funkce

Definice: Zobrazeni f : M — C, kde M C C, nazyvame komplexni
funkce (komplexni promé&nné). Zobrazeni f : M — C, kde M C R,
nazyvame komplexni funkce redlné proménné.

Véta 1: Ke kazdé funkci f : M — C, kde M C C, existuji dvé&
redlné funkce dvou redlnych proménnych takové, ze

f(z)=Ff(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y), kdlex=Rez ay =Imz.

Ke kazdé funkci f : M — C, kde M C R, existuji dv& redlné funkce
jedné redlné promé&nné takové, ze

f(t)y=u(t)+iv(t), kdete M.
Definice: Funkci u z Véty 1. nazyvdme redlna ¢ast komplexni

funkce f a znacime ji Re f. Funkci v z Véty 1. nazyvdme imaginarni
¢ast komplexni funkce f a zna&ime ji Im f.



Analyza komplexni funkce redlné proménné

Definice: Jestlize f : M — C, kde M CR, u=Ref av=Imf,
potom definujeme:

tIi_r}naf(t) = tll_r'gu(t) + itli_r)nav(t),
f(t) == (t) + i (t),

[f(t)dt = [u(t)dt+i[v(t)dt,
[PF(t)dt = [Pu(t)de+i[Pv(t)dt,

pokud jednotlivé vyrazy na pravé strané maji smysl.



Exponencialni funkce v komplexnim oboru
Komplexni funkce definovand pfedpisem
e? = &t .= e (cosy + isiny),
kde z € C, x = Rez, y = Imz, se nazyva exponencidlni funkce.
. ¢ pt 4y — ePt
Lemma: Plati [ eP'dt = €=, kde p € C\ {0}.
Dikaz: PoloZme x = Rep a y = Im p, potom plati

(ert) = (eXt+iyt)/ = (e (cosyt + isinyt))’
= xe& (cosyt + isinyt) + &t (—ysin yt + iy cos yt)
= (x+iy)e*cosyt+ (ix —y)etsinyt
= (x+iy)e*cosyt + (x + iy) eisinyt = pePt.



Laplaceova transformace
Laplaceovou transformaci nazyvame zobrazeni, které funkci

f :[0,00) — R p¥ifadi funkci danou predpisem

oo
LA{f}(p) /f ) e Ptdt,
0
kde p € C je takové, Ze uvedeny integral existuje. Funkce F se
nazyva Laplaceliv obraz funkce f.

Linearita Laplaceovy transformace
VETA: Jestlize a, b € R a existuje £ (f) a £ (g), potom existuje i
Laplaciiv obraz funkce af + bg a platf

L (af + bg) = aL (f) + bL (g) .



Definice: Rekneme, e funkce f : [0,00) — R je exponencidlniho
Fadu, jestlize existuji konstanty C, D € R takové, Ze platf

£ (6)] < CePt, e 0,00).
D se nazyva ¥ad funkce.

Existence Laplaceovy transformace

Véta: Jestlize funkce f : [0,00) — R je po &&stech spojitd funkce
exponencialniho ¥adu, potom Laplaceova transformace funkce f
existuje.



Laplaceova transformace derivace

Metodou per-partes po&itejme
L{FHE) = [ F e
0
- [f( e pt / )e Ptdt

= lim f(t)e™ —£(0)+ pF (p).

t—o00

Plati lim¢_o f (t) e Pt =0, pokud f je po &istech spojita funkce
exponencialniho ¥adu a p je vétsi nez ¥ad f.

Pokud f a f’ jsou po &3stech spojité funkce exponencidlniho ¥adu,
potom tedy plati

LA{f'} (p) = pF (p) —  (0).



Laplaceova transformace derivace

V&ta: Pokud f, ', f”, ..., f(") jsou po Eistech spojité funkce
exponencialniho ¥adu. Potom existuje Laplaceova transformace
funkce (" a plati

£{FD L (p) = p"F (p) = p" 1 (0) — p"2F'(0) ... — ") (0)..



Laplaceova transformace konvoluce

Definice: Konvoluci funkei f : [0,00) - R a g:[0,00) = R
nazyvame funkci definovanou predpisem

f*g(t):/f(x)g(t—x)dx, t €[0,00),
0

pokud integral na pravé strané existuje.
Véta: Pokud f : [0,00) - R a g : [0,00) — R jsou po &astech

spojité funkce exponencidlniho ¥adu, potom

L(fxg)=L(F)L(g).



Definice: Skokova funkce (Heaviside step function)
je definovana predpisem:

H(t):{ 1, x>0,

0, x<0.

Laplaceova transformace translace
Véta: Jestlize a > 0 a funkce f ma Laplacelv obraz F, potom plati:

L{f(t—a)H(t—a)}(p) =e *F(p).



