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Kapitola 1

Interpolace

Interpolaci muzeme charakterizovat jako proces nahrazeni dané funkce jinou funkci, ktera
je z urc¢itého prostoru a nabyva v danych bodech stejnych hodnot jako zadana funkce,
pripadné mé v danych bodech také stejné hodnoty derivaci. Muzeme ji také interpretovat
tak, ze proi = 0,...,n jsou zadany body x; a hodnoty v téchto bodech y; a hleddme funkci
urcitého typu, jejiz graf prochazi zadanymi body [z;, y;]. V nékterych piipadech jsou navic
zadany také hodnoty derivaci a potom hledame funkci, ktera v danych bodech nabyva
zadané funkéni hodnoty a zadané hodnoty derivaci. Hledana funkce muze byt napriklad
polynom, spline nebo trigonometrickd funkce. V této kapitole se zaméiime na interpolaci
funkci jedné proménné.

1.1 Lagrangeova interpolace

Lagrangeova interpolace je aproximace funkce pomoci polynomu, ktery v danych bodech
nabyva stejnych hodnot jako dana funkce. Uvazujme funkci f, ktera je definovdna na
intervalu [a, b]. Méjme dano n + 1 navzijem ruznych bodu zg,z,...,x, € [a,b] a k nim
prislusné funkéni hodnoty f (zo), f (1) ,..., f (x,). Body o, 21, ..., 2, € |a,b] se nazyvaji
uzly. Polynom L stupné nejvyse n, pro ktery plati

L(xz;)=f(x;), i=0,1,...,n, (1.1)

se nazyva Lagrangetiv interpolacni polynom. Symbolem C* ([a, b]) budeme znacit mnozinu
viech funkei, které jsou na intervalu [a,b] spojité a na (a,b) maji spojité derivace az do
radu k. Nasledujici véta se zabyva existenci, jednoznacnosti a odhadem chyby Lagrangeovy
interpolace.

Véta 1. Necht je funkce f definovdna na intervalu [a,b] a xo,21,...,7, € la,b] jsou
navzdjem ruzné body. Potom existuje prdavé jeden polynom L stupné nejuySe n, pro ktery
plat?

L(x;)=f(x;), i=0,1,...,n. (1.2)



Tento polynom lze vyjddrit ve tvaru

L(z)= Zli (z) f (x:), (1.3)

1=0
kde G ( )
(=
L () = =L=007 oy (1.4)
Hj:O,j;éi (i — ;)
Pokud navic f € C"** ([a,b]), potom plati
max [ D (€))
[f () = L(2)] < — |wnt ()] (1.5)

(n+1)!
kde .
i (@) = [[ (= y). (1.6)

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze l; (x;) = 0 proi # k a l; () = 1, plati

L(xy) = Zf (zi) li (vx) = f (zg) - (1.7)

Je ztejmé, ze L je polynom stupné nejvyse n. Z toho vyplyva existence Lagrangeova inter-
pola¢niho polynomu a jeho tvar (1.3).

Nyni sporem ukazeme jednoznac¢nost. Predpokldadejme, ze existuji dva ruzné Lagrangeovy
polynomy L a L spliujici podminku (1.2). Potom P = L — L je polynom stupné nejvyse
n splaujici P (x;) = 0 pro i = 0,...,n. To znamend, ze polynom P stupné nejvyse n ma
n + 1 riznych kofent. Tento polynom P je tedy nulovy a proto L = L, coz je spor.

K odhadu chybu pouzijeme Rolleovu vétu, kterd rika, ze pokud f je spojita funkce, ktera
mé derivaci na (a,b) a f(a) = f(b), potom existuje ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

Definujme
S I (a
p= 1@ L@ (1.8)
Wn+41 (I)
kde € (a,b) je libovolné takové, ze T # x;, i = 0, ...,n. Déle definujme funkci
g9(x)=f(x)—L(x) = kwni (7). (1.9)

Funkce g ma koteny xg,...,z, a z, tedy n + 2 ruznych kofenu. Tyto body tvoii n + 1
intervalu s nulovymi hodnotami funkce g v krajnich bodech, pficemz na kazdém z téchto
intervalu na zdkladé Rolleovy véty existuje bod = takovy, ze ¢’ (z) = 0, tj. celkem n + 1
takovych bodu. Tyto body vytvaii n intervali, pficemz na kazdém z intervali je bod,
kde je ¢” nulova. To znamend, ze v téchto n bodech je ¢” nulova. Analogicky na zdkladé
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Obrazek 1.1: Funkce f (z) = arctg(1/(1+ 2?)) a jeji Lagrangetv interpola¢ni polynom
L (x) pro uzly —4,-3,...,3,4.

opakovaného pouziti Rolleovy véty zjistime, ze exituje bod & takovy, ze g1 (€) = 0. Plat{
tedy

0= g™t (&) = f (2) — LY (2) — k (Wit ()7 = f0D () =k (n+ 1)L (1.10)
Pouzijeme vztah (1.8) pro k a po tpravé dostaneme

max | " (¢)]

- - £€a,b) ~
5@ - L@ < T loen ()] (1.11)
Vzhledem k tomu, ze Z bylo zvoleno libovolné, vztah pro chybu je dokazan. n

Z této véty plyne, ze odhad chyby interpolace (1.5) zavisi na vlastnostech interpolované
funkce f a také na rozlozeni interpolacnich uzlu. Naptiklad pro ekvidistantni uzly x; =
a+ih, h=(b—a)/n,i=0,...,n, funkce w,y1 pro velkd n v blizkosti okraju osciluje a
nabyva zde relativné velkych hodnot. Proto také interpolacni polynomy vyssich stupnu na
okrajich casto osciluji a chyba interpolace u okraju muze byt velkd, viz obrazek 1.1. Tento
nezadouci jev nazyvame Rungeho jev. Z tohoto duvodu interpolace polynomem velkého
stupné v nékterych pripadech neni ptilis vhodna.

Numericky vypocet Lagrangeova interpola¢niho polynomu podle Lagrangeova vzorce (1.3)
se pouziva k odvozeni ruznych metod, napiiklad Newton-Cotesovych vzorctu pro numericky
vypocet integralu. K vypoctu hodnot Lagrangeova polynomu se vsak castéji pouziva New-
tonuv tvar Lagrangeova interpolacniho polynomu, ktery je definovan pomoci pomérnych
diferenci.



Pro n + 1 raznych bodu xy, ..., x, je pruni pomérnd diference definovana vzorcem

f(%) —f (xo)

= 1.12
[ w0, 1] PR (1.12)

a n-td pomernd diference je definovana rekurentné vzorcem
flxo, ... xn] = floy, ] = floo, -%-1]' (1.13)

Tpn — To
Veéta 2. Lagrangeuv interpolacni polynom L lze psdt v Newtonové tvaru:

L(z) = f(xo)+ (x —x0) [ [xo, 21] + ( — o) (x — 1) [ [w0, 21, 22] +  (1.14)
+...+(@x—m)...(x —xH1) [T, 28]

Diikaz. Funkee 1, (z — x0), (x — zo) (x — 1) ,...,(x — o) (x — x1) ... (¥ — T,,_1) jsou line-
arné nezavislé a tvoti bazi prostoru vsech polynomu stupné nejvse n. Lagrangetuv polynom
stupné n pro uzly zo, ..., x, ozna¢me L,. Tento polynom tedy muzeme napsat ve tvaru

L,(z) = ap+a1(z—z0)+...4+a,(x—x0)(x—21)... (T — 2p_1) (1.15)
= Ly (z)+a,(z—x0)(x—21)... (T —2p_1).
V bodé z,, plati
L, (zn) = Lyp—1 () + ap (xp, — x0) (X — 1) .. (T — 1) = f (20) - (1.16)
Z tohoto vztahu vyjadiime a,, a pouzijeme Lagrangeuv tvar polynomu L,,:

. f(@n) = L1 (2)
n = (xn — x0) (a:n — xl) Ay — ) (1.17)

n—1
f(z Z £ () Hj:(),j;éi ( — ;) 1
n—1 ? n—1 n—1
Hj:O ($n — ;) —0 Hj:O,j;ﬁi (zi — ) Hj:O (T — x;)
~1

= nﬂf (zn) _|_Z _ f (i)
%0 (@ —25) 4= im0 (i — 25)
Y f (i)
= Mmoo (@i = 25)
Tento vztah vyndsobime vyrazem (x,, — ):
T
n (0 = 20) = ; H?_O ].];Z.((x) — ) (T — i + 2 — T0)

+ 7
= oﬁéz( 7j) A o (@i — )

_ n) - f (@) (27 — o)
— ZH

_ Z S (i) f (i)

- .
-1
im0 [0 (w1 — 7)) ; [Tz i (i — )
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Koeficient a,, zavisi na zvolenych uzlech xy, ..., z,, proto ho ozna¢ime a,, (zo, ..., x,) a od-
vozeny vztah prepiSeme do tvaru

Ap (X1, ..., Tn) — A (Lo, -+ - T
an (T0, ..., Tn) = (1 i _x(f 0 23 (1.18)

Ptitom pro a; (x) plati
f(a1) = f (o)

T — Zo

(1.19)

aq (ZL‘Q) =

Porovnanim téchto vztahu s definici pomérnych diferenci zjistime, ze a, (zo,...,z,) =
flxo, ...,z [

Vypocet Lagrangeova interpolacniho polynomu v Newtonové tvaru vyzaduje méné ope-
raci nez vypocet pomoci Lagrangeova vzorce. Chceme-li do jiz vypocteného interpolaéniho
polynomu zahrnout dalsi uzel a dalsi funkéni hodnotu, potom v Newtonové vzorci pouze
pribyde dalsi ¢len, zatimco vypocet podle Lagrangeova vzorce bychom museli provést cely
znova.

1.2 Hermiteova interpolace

Interpola¢éni polynom stupné 2n+ 1, ktery v danych uzlech nabyva predepsanych funkénich
hodnot a jehoz prvni derivace také nabyva predepsanych hodnot, se nazyva Hermiteuv
interpolacni polynom.

Véta 3. Jestlize f € C'([a,b]) a xo,x1,...,7, € [a,b] jsou navzdjem rizné body, potom
existuje pravé jeden polynom H stupné nejvyse 2n + 1, pro ktery plati

H(x) = f(z;), H (x;))=f(x;), i=0,1,...,n. (1.20)
Pokud navic f € C*"*2 ([a,b]), potom plati
max f(2n+2) (5)‘

£€la,b]
(2n + 2)!

|f () = H (2)] < |ws (2)] (1.21)

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu pro Lagrangeuv interpola¢ni polynom. m

1.3 Interpolace pomoci splint

Spline je po castech polynomidlni funkce, ktera ma spojité derivace do urcitého radu.
Necht zg, 1, ..., x, jsou navzajem riuzné body, pro které plati

To <X < ...<Tp. (1.22)



Funkei, kterd je na kazdém intervalu [z;, z;41], © = 0, ..., n, polynomem stupné nejvyse k
a kterd ma v intervalu [xg, z,] spojité derivace az do tadu k — 1, nazyvame (obycejnym)
splinem stupné k.

Pokud je na intervalu [zg,x,] definovdna funkce f a tento spline s nabyva v uzlech
X, ..., T, stejnych hodnot jako funkce f, potom fekneme, Ze spline interpoluje funkci
f v uzlech xg, ..., x,.

Pro danou funkci f definovanou na intervalu [z, z,| je tedy piislusny interpola¢ni spline
s stupné k urcéen podminkami:

flx;)=s(x;), i=0,...n. (1.23)

a dale | |
s (2) = s (w), §=0,... k=1, i=1,..n-1, (1.24)

pricemz 8; = S|(z;_, z;-

Takto definovany spline fadu k£ neni pro danou funkci f urc¢en jednoznané. Spline je urcen
k+1 parametry na kazdém intervalu [x;, ;41], 1 = 0,...n—1, tedy celkem n (k + 1) = nk+n
parametry. Pro interpolaci pomoci splinu mame vSak pouze n + 1 podminek na funkéni
hodnoty a k (n — 1) podminek na spojitost a spojitost derivaci, celkem tedy nk+n—k+1.
Pocet parametru je o k — 1 vétsi nez pocet podminek. Spline stupné k& > 1 tedy neni urcen
jednoznacné a ke splinu stupné k pridavame k — 1 podminek.

1.3.1 Konstrukce linearniho interpola¢niho splinu

Linearni interpolacni spline interpolujici danou funkci f v uzlech x, ..., x,, které jsou
sefazeny vzestupné, je dan vztahem:

f(@ig1) — f (@)

Ti4+1 — T4

s(z) = f () +

(x —x;), z€lry,xip1), 1=0,....,n—1. (1.25)

1.3.2 Konstrukce kubického interpolacniho splinu

Jednim z nejpouzivanéjsich splinu je kubicky spline, coz je spline tfetiho stupné. Jak jiz
bylo zminéno, spline stupné vétsiho nez jedna neni uréen jednoznacné. V pripadé kubického
splinu je tfeba ptidat dvé podminky. Pfiddme-li podminky ' (xg) = f'(z0), & (z,) =
f' (z,), dostaneme obycejny kubicky spline. Priddme-li misto nich podminky s” (xy) =
s" (z,) = 0, dostaneme prirozeny kubicky spline.

Spliny muzeme konstruovat pfimo z podminek na spojitost a spojitost derivaci a z inter-
pola¢nich podminek, kdy tyto podminky vyjadiime jako soustavu linedrnich algebraickych



Obréazek 1.2: Funkce f a prislusny linedrni (vlevo) a kubicky (vpravo) interpola¢ni spline
s pro uzly —4,—3,...,3,4.

rovnic pro koeficienty splinu. Zde si uvedeme jinou moznost a to metodu konstrukce ku-
bického interpolac¢niho splinu zaloZzenou na momentech splinu. Budeme konstruovat ku-
bicky spline spliujici dodatecné podminky

" (o) = fo, §" (xn) = fu, (1.26)

kde fy a f, jsou dané hodnoty.

Proi =0,...,n oznaéme M; = s" (z;). Tyto parametry M; se nazyvaji momenty splinu.
Déle ozna¢me h; = x; 1 —x;. Potom My = fy, M,, = f, aostatni hodnoty M;,7 =1,...n—1,
urcime jako feSeni soustavy:

hi A M1+ 2 (hy + hyr) My + hyMiy1 = 6 (f ($i+1)h— [ (@) _ (@) }; f($i1)) . (1.27)
i i—1

Matice soustavy je tiidiagonalni, ostie diagonalné dominantni a tedy regularni. Soustava

ma proto prave jedno feSeni a lze ji efektivné vytesit napiiklad pomoci Gaussovy eliminace
pro tfidiagonélni matici. Po nalezeni hodnot M; ur¢ime spline pomoci vztahu:
3
(x — ;)

S (.CE) = TMZ'_H +

3
Tip1 — X
%Mz + (.T — .Q?Z) Al —+ Bi, T € [gji’xﬂ_l] , (128)

Bi=fa)- MM (1)




