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Kapitola 1

Interpolace

Interpolaci můžeme charakterizovat jako proces nahrazeńı dané funkce jinou funkćı, která
je z určitého prostoru a nabývá v daných bodech stejných hodnot jako zadaná funkce,
př́ıpadně má v daných bodech také stejné hodnoty derivaćı. Můžeme ji také interpretovat
tak, že pro i = 0, . . . , n jsou zadány body xi a hodnoty v těchto bodech yi a hledáme funkci
určitého typu, jej́ıž graf procháźı zadanými body [xi, yi]. V některých př́ıpadech jsou nav́ıc
zadány také hodnoty derivaćı a potom hledáme funkci, která v daných bodech nabývá
zadané funkčńı hodnoty a zadané hodnoty derivaćı. Hledaná funkce může být např́ıklad
polynom, spline nebo trigonometrická funkce. V této kapitole se zaměř́ıme na interpolaćı
funkćı jedné proměnné.

1.1 Lagrangeova interpolace

Lagrangeova interpolace je aproximace funkce pomoćı polynomu, který v daných bodech
nabývá stejných hodnot jako daná funkce. Uvažujme funkci f , která je definována na
intervalu [a, b]. Mějme dáno n + 1 navzájem r̊uzných bod̊u x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] a k nim
př́ıslušné funkčńı hodnoty f (x0) , f (x1) , . . . , f (xn). Body x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] se nazývaj́ı
uzly. Polynom L stupně nejvýše n, pro který plat́ı

L (xi) = f (xi) , i = 0, 1, . . . , n, (1.1)

se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Symbolem Ck ([a, b]) budeme značit množinu
všech funkćı, které jsou na intervalu [a, b] spojité a na (a, b) maj́ı spojité derivace až do
řádu k. Následuj́ıćı věta se zabývá existenćı, jednoznačnost́ı a odhadem chyby Lagrangeovy
interpolace.

Věta 1. Necht’ je funkce f definována na intervalu [a, b] a x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] jsou
navzájem r̊uzné body. Potom existuje právě jeden polynom L stupně nejvýše n, pro který
plat́ı

L (xi) = f (xi) , i = 0, 1, . . . , n. (1.2)
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Tento polynom lze vyjádřit ve tvaru

L (x) =
n∑

i=0

li (x) f (xi) , (1.3)

kde

li (x) =

∏n
j=0,j ̸=i (x− xj)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

. (1.4)

Pokud nav́ıc f ∈ Cn+1 ([a, b]), potom plat́ı

|f (x)− L (x)| ≤
max
ξ∈[a,b]

∣∣f (n+1) (ξ)
∣∣

(n+ 1)!
|ωn+1 (x)| , (1.5)

kde

ωn+1 (x) =
n∏

j=0

(x− xj) . (1.6)

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že li (xk) = 0 pro i ̸= k a li (xk) = 1, plat́ı

L (xk) =
n∑

i=0

f (xi) li (xk) = f (xk) . (1.7)

Je zřejmé, že L je polynom stupně nejvýše n. Z toho vyplývá existence Lagrangeova inter-
polačńıho polynomu a jeho tvar (1.3).
Nyńı sporem ukážeme jednoznačnost. Předpokládejme, že existuj́ı dva r̊uzné Lagrangeovy
polynomy L a L̃ splňuj́ıćı podmı́nku (1.2). Potom P = L − L̃ je polynom stupně nejvýše
n splňuj́ıćı P (xi) = 0 pro i = 0, . . . , n. To znamená, že polynom P stupně nejvýše n má
n+ 1 r̊uzných kořen̊u. Tento polynom P je tedy nulový a proto L = L̃, což je spor.
K odhadu chybu použijeme Rolleovu větu, která ř́ıká, že pokud f je spojitá funkce, která
má derivaci na (a, b) a f (a) = f (b), potom existuje c ∈ (a, b) takové, že f (c) = 0.
Definujme

k =
f (x̃)− L (x̃)

ωn+1 (x̃)
, (1.8)

kde x̃ ∈ (a, b) je libovolné takové, že x̃ ̸= xi, i = 0, . . . , n. Dále definujme funkci

g (x) = f (x)− L (x)− k ωn+1 (x) . (1.9)

Funkce g má kořeny x0, . . . , xn a x̃, tedy n + 2 r̊uzných kořen̊u. Tyto body tvoř́ı n + 1
interval̊u s nulovými hodnotami funkce g v krajńıch bodech, přičemž na každém z těchto
interval̊u na základě Rolleovy věty existuje bod x takový, že g′ (x) = 0, tj. celkem n + 1
takových bod̊u. Tyto body vytvář́ı n interval̊u, přičemž na každém z interval̊u je bod,
kde je g′′ nulová. To znamená, že v těchto n bodech je g′′ nulová. Analogicky na základě
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Obrázek 1.1: Funkce f (x) = arctg (1/ (1 + x2)) a jej́ı Lagrange̊uv interpolačńı polynom
L (x) pro uzly −4,−3, . . . , 3, 4.

opakovaného použit́ı Rolleovy věty zjist́ıme, že exituje bod ξ takový, že g(n+1) (ξ) = 0. Plat́ı
tedy

0 = g(n+1) (ξ) = f (n+1) (x)−L(n+1) (x)− k (ωn+1 (x))
(n+1) = f (n+1) (x)− k (n+ 1)!. (1.10)

Použijeme vztah (1.8) pro k a po úpravě dostaneme

|f (x̃)− L (x̃)| ≤
max
ξ∈[a,b]

|fn+1 (ξ)|

(n+ 1)!
|ωn+1 (x̃)| . (1.11)

Vzhledem k tomu, že x̃ bylo zvoleno libovolné, vztah pro chybu je dokázán.

Z této věty plyne, že odhad chyby interpolace (1.5) záviśı na vlastnostech interpolované
funkce f a také na rozložeńı interpolačńıch uzl̊u. Např́ıklad pro ekvidistantńı uzly xi =
a + ih, h = (b− a) /n, i = 0, . . . , n, funkce ωn+1 pro velká n v bĺızkosti okraj̊u osciluje a
nabývá zde relativně velkých hodnot. Proto také interpolačńı polynomy vyšš́ıch stupň̊u na
okraj́ıch často osciluj́ı a chyba interpolace u okraj̊u může být velká, viz obrázek 1.1. Tento
nežádoućı jev nazýváme Rungeho jev. Z tohoto d̊uvodu interpolace polynomem velkého
stupně v některých př́ıpadech neńı př́ılǐs vhodná.
Numerický výpočet Lagrangeova interpolačńıho polynomu podle Lagrangeova vzorce (1.3)
se použ́ıvá k odvozeńı r̊uzných metod, např́ıklad Newton-Cotesových vzorc̊u pro numerický
výpočet integrál̊u. K výpočtu hodnot Lagrangeova polynomu se však častěji použ́ıvá New-
ton̊uv tvar Lagrangeova interpolačńıho polynomu, který je definován pomoćı poměrných
diferenćı.

5



Pro n+ 1 r̊uzných bod̊u x0, . . . , xn je prvńı poměrná diference definována vzorcem

f [x0, x1] =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

(1.12)

a n-tá poměrná diference je definována rekurentně vzorcem

f [x0, . . . xn] =
f [x1, . . . xn]− f [x0, . . . xn−1]

xn − x0

. (1.13)

Věta 2. Lagrange̊uv interpolačńı polynom L lze psát v Newtonově tvaru:

L (x) = f (x0) + (x− x0) f [x0, x1] + (x− x0) (x− x1) f [x0, x1, x2] + (1.14)

+ . . .+ (x− x0) . . . (x− xn−1) f [x0, . . . xn] .

D̊ukaz. Funkce 1, (x− x0) , (x− x0) (x− x1) , . . . , (x− x0) (x− x1) . . . (x− xn−1) jsou line-
árně nezávislé a tvoř́ı bázi prostoru všech polynomů stupně nejvše n. Lagrange̊uv polynom
stupně n pro uzly x0, . . . , xn označme Ln. Tento polynom tedy můžeme napsat ve tvaru

Ln (x) = a0 + a1 (x− x0) + . . .+ an (x− x0) (x− x1) . . . (x− xn−1) (1.15)

= Ln−1 (x) + an (x− x0) (x− x1) . . . (x− xn−1) .

V bodě xn plat́ı

Ln (xn) = Ln−1 (xn) + an (xn − x0) (xn − x1) . . . (xn − xn−1) = f (xn) . (1.16)

Z tohoto vztahu vyjádř́ıme an a použijeme Lagrange̊uv tvar polynomu Ln:

an =
f (xn)− Ln−1 (xn)

(xn − x0) (xn − x1) . . . (xn − xn−1)
(1.17)

=
f (xn)∏n−1

j=0 (xn − xj)
−

n−1∑
i=0

f (xi)

∏n−1
j=0,j ̸=i (xn − xj)∏n−1
j=0,j ̸=i (xi − xj)

1∏n−1
j=0 (xn − xj)

=
f (xn)∏n−1

j=0 (xn − xj)
+

n−1∑
i=0

f (xi)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

=
n∑

i=0

f (xi)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

.

Tento vztah vynásob́ıme výrazem (xn − x0):

an (xn − x0) =
n∑

i=0

f (xi)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

(xn − xi + xi − x0)

= −
n−1∑
i=0

f (xi) (xi − xn)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

+
n∑

i=1

f (xi) (xi − x0)∏n
j=0,j ̸=i (xi − xj)

= −
n−1∑
i=0

f (xi)∏n−1
j=0,j ̸=i (xi − xj)

+
n−1∑
i=1

f (xi)∏n
j=1,j ̸=i (xi − xj)

.
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Koeficient an záviśı na zvolených uzlech x0, . . . , xn, proto ho označ́ıme an (x0, . . . , xn) a od-
vozený vztah přeṕı̌seme do tvaru

an (x0, . . . , xn) =
an (x1, . . . , xn)− an (x0, . . . , xn−1)

xn − x0

. (1.18)

Přitom pro a1 (x0) plat́ı

a1 (x0) =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

. (1.19)

Porovnáńım těchto vztah̊u s definićı poměrných diferenćı zjist́ıme, že an (x0, . . . , xn) =
f [x0, . . . , xn].

Výpočet Lagrangeova interpolačńıho polynomu v Newtonově tvaru vyžaduje méně ope-
raćı než výpočet pomoćı Lagrangeova vzorce. Chceme-li do již vypočteného interpolačńıho
polynomu zahrnout daľśı uzel a daľśı funkčńı hodnotu, potom v Newtonově vzorci pouze
přibyde daľśı člen, zat́ımco výpočet podle Lagrangeova vzorce bychom museli provést celý
znova.

1.2 Hermiteova interpolace

Interpolačńı polynom stupně 2n+1, který v daných uzlech nabývá předepsaných funkčńıch
hodnot a jehož prvńı derivace také nabývá předepsaných hodnot, se nazývá Hermite̊uv
interpolačńı polynom.

Věta 3. Jestlǐze f ∈ C1 ([a, b]) a x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] jsou navzájem r̊uzné body, potom
existuje právě jeden polynom H stupně nejvýše 2n+ 1, pro který plat́ı

H (xi) = f (xi) , H ′ (xi) = f ′ (xi) , i = 0, 1, . . . , n. (1.20)

Pokud nav́ıc f ∈ C2n+2 ([a, b]), potom plat́ı

|f (x)−H (x)| ≤
max
ξ∈[a,b]

∣∣f (2n+2) (ξ)
∣∣

(2n+ 2)!

∣∣ω2
n+1 (x)

∣∣ . (1.21)

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu pro Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

1.3 Interpolace pomoćı splin̊u

Spline je po částech polynomiálńı funkce, která má spojité derivace do určitého řádu.
Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou navzájem r̊uzné body, pro které plat́ı

x0 < x1 < . . . < xn. (1.22)

7



Funkci, která je na každém intervalu [xi, xi+1], i = 0, . . . , n, polynomem stupně nejvýše k
a která má v intervalu [x0, xn] spojité derivace až do řádu k − 1, nazýváme (obyčejným)
splinem stupně k.
Pokud je na intervalu [x0, xn] definována funkce f a tento spline s nabývá v uzlech
x0, . . . , xn stejných hodnot jako funkce f , potom řekneme, že spline interpoluje funkci
f v uzlech x0, . . . , xn.
Pro danou funkci f definovanou na intervalu [x0, xn] je tedy př́ıslušný interpolačńı spline
s stupně k určen podmı́nkami:

f (xi) = s (xi) , i = 0, . . . n. (1.23)

a dále
s
(j)
i (xi) = s

(j)
i+1 (xi) , j = 0, . . . k − 1, i = 1, . . . n− 1, (1.24)

přičemž si = s|[xi−1,xi].
Takto definovaný spline řádu k neńı pro danou funkci f určen jednoznaně. Spline je určen
k+1 parametry na každém intervalu [xi, xi+1], i = 0, . . . n−1, tedy celkem n (k + 1) = nk+n
parametry. Pro interpolaci pomoćı splinu máme však pouze n + 1 podmı́nek na funkčńı
hodnoty a k (n− 1) podmı́nek na spojitost a spojitost derivaćı, celkem tedy nk+n−k+1.
Počet parametr̊u je o k− 1 větš́ı než počet podmı́nek. Spline stupně k > 1 tedy neńı určen
jednoznačně a ke splinu stupně k přidáváme k − 1 podmı́nek.

1.3.1 Konstrukce lineárńıho interpolačńıho splinu

Lineárńı interpolačńı spline interpoluj́ıćı danou funkci f v uzlech x0, . . . , xn, které jsou
seřazeny vzestupně, je dán vztahem:

s (x) = f (xi) +
f (xi+1)− f (xi)

xi+1 − xi

(x− xi) , x ∈ [xi, xi+1] , i = 0, . . . , n− 1. (1.25)

1.3.2 Konstrukce kubického interpolačńıho splinu

Jedńım z nejpouž́ıvaněǰśıch splin̊u je kubický spline, což je spline třet́ıho stupně. Jak již
bylo zmı́něno, spline stupně větš́ıho než jedna neńı určen jednoznačně. V př́ıpadě kubického
splinu je třeba přidat dvě podmı́nky. Přidáme-li podmı́nky s′ (x0) = f ′ (x0), s

′ (xn) =
f ′ (xn), dostaneme obyčejný kubický spline. Přidáme-li mı́sto nich podmı́nky s′′ (x0) =
s′′ (xn) = 0, dostaneme přirozený kubický spline.
Spliny můžeme konstruovat př́ımo z podmı́nek na spojitost a spojitost derivaćı a z inter-
polačńıch podmı́nek, kdy tyto podmı́nky vyjádř́ıme jako soustavu lineárńıch algebraických
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Obrázek 1.2: Funkce f a př́ıslušný lineárńı (vlevo) a kubický (vpravo) interpolačńı spline
s pro uzly −4,−3, . . . , 3, 4.

rovnic pro koeficienty splinu. Zde si uvedeme jinou možnost a to metodu konstrukce ku-
bického interpolačńıho splinu založenou na momentech splinu. Budeme konstruovat ku-
bický spline splňuj́ıćı dodatečné podmı́nky

s′′ (x0) = f0, s′′ (xn) = fn, (1.26)

kde f0 a fn jsou dané hodnoty.
Pro i = 0, . . . , n označme Mi = s′′ (xi). Tyto parametry Mi se nazývaj́ı momenty splinu.
Dále označme hi = xi+1−xi. PotomM0 = f0,Mn = fn a ostatńı hodnotyMi, i = 1, . . . n−1,
urč́ıme jako řešeńı soustavy:

hi−1Mi−1 +2 (hi + hi−1)Mi + hiMi+1 = 6

(
f (xi+1)− f (xi)

hi

− f (xi)− f (xi−1)

hi−1

)
. (1.27)

Matice soustavy je tř́ıdiagonálńı, ostře diagonálně dominantńı a tedy regulárńı. Soustava
má proto právě jedno řešeńı a lze ji efektivně vyřešit např́ıklad pomoćı Gaussovy eliminace
pro tř́ıdiagonálńı matici. Po nalezeńı hodnot Mi urč́ıme spline pomoćı vztahu:

s (x) =
(x− xi)

3

6hi

Mi+1 +
(xi+1 − x)3

6hi

Mi + (x− xi)Ai +Bi, x ∈ [xi, xi+1] , (1.28)

kde i = 0, . . . , n− 1 a

Ai =
f (xi+1)− f (xi)

hi

− Mi+1hi −Mihi

6
, Bi = f (xi)−

Mih
2
i

6
. (1.29)
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