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KLASIFIKACE PARCIALNICH DIFERENCIALNICH
ROVNIC

UvaZujme linedrni parcialni diferencialni rovnici druhého ¥adu
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pro (x,y) € Q. Definujme diskriminant

D(Xa)/):Bz(xvy)_4A(X’y)C(X7y)’ (X’y)GQ'

Pokud D (x,y) <0, (x,y) € Q, rovnice se nazyvd elipticka.
Pokud D (x,y) =0, (x,y) € €, rovnice se nazyva parabolicka.
Pokud D (x,y) > 0, (x,y) € Q, rovnice se nazyva hyperbolicka.



Poissonova rovnice ma tvar
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Diskriminant D (x,y) =0—4(—1)(—1) = —4, (x,y) € Q.
Poissonova rovnice je elipticka.

Rovnice vedeni tepla ma tvar

ou_ o
ot ox2’

Diskriminant D (x,t) =0—4-0(—1) =0, (x,t) € (a,b) x (0, T).
Rovnice vedeni tepla je parabolicka.

(x,t) € (a,b) x (0, T).



VInova rovnice ma tvar
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Diskriminant D (x,t) =0—4-1(—1) =4, (x,t) € (a,b) x (0, T).
VInova rovnice je hyperbolicka.

(x,t) € (a,b) x (0, 7).



METODA SiTi PRO ELIPTICKE ROVNICE
Budeme ¥esit Poissonovu rovnici

—Au = fnaf,
u = g nadQ,

kde 02 oznaluje hranici mnoZiny a Au je Laplaceliv operator

0%u  d%u
O oblasti 2 budeme p¥edpokladat, Ze je omezena a lipschitzovska
(hranice je po &astech hladka, bez ¥pitek). Oznatme Q uzavér
mnoZiny Q. Pokud f € C! (ﬁ) a g € Ct(09Q), potom mé dand
lloha pravé jedno klasické fegeni, tj. u € C?(Q) N C (Q) spliujici
rovnici a okrajové podminky.



Zvolme krok h > 0. Zvolme (xp, yo) € R? a definujme body

Pij = (xi,yj), kde x; = xo + ih, yj = yo + jh, i,j € Z. Ozname
S ={Pj,i,j € Z}, sit na mnoZin& Q je potom definovana jako
P = SnNQ, prvky mnoziny P nazyvdme uzly.

Rozliujeme uzly
e regularni - uzly, pro které Usectka m a lsetka
Pi,j—l'Di,j—f—l pat¥i do Q
e hrani¢ni - uzly Py € 0Q

e neregularni - uzly, které nejsou reguldrni ani hranié¢ni

Budeme uvaZovat takovou sit, kterd obsahuje pouze reguldrni a
hrani¢ni uzly.



Ozna&me Ujj hodnotu pfiblizného YeSeni v uzlu Pj;. Derivace v
reguldrnich uzlech nahradime diferencemi

@ (Py) = U1y —2U;j + Uiy
ax2 i) = B ’
Pu (P;) = Uij+1 —2Uij + Uij
gy2 \ i) = 2 ’

a hodnoty v hrani¢nich uzlech uréime pomoci okrajové podminky

Uij =g (Pij).
Dostaneme soustavu

B Uiy1j —2Uij + Uiy B Uijy1 —2U;j+ Uij1 £
h2 h2 — iy

kde f,"j: f(P,'J).




Po tpravé dostaneme pétibodové schéma

4U;j— Uiprj — Uicrj — Uijyr — Uijo1 = PPfij.

Matice soustavy md maximalné pét nenulovych prvkid v ¥adku, je
tedy ¥idkd. Lze ukdzat, Ze je regularni, symetrickd a pozitivné

definitni. Soustavu miizeme efektivné ¥esit nap¥iklad metodou
sdruzenych gradient0.

VETA: Pokud ptesné fefeni dané tlohy u € C* (Q), potom

Uij — u(Pij)| < Ch?
Fr’rz}:é);" ij—u(Pij)l < )

kde C je konstanta nezdvisld na h.



RESENI PARABOLICKYCH ROVNIC

Budeme Yesit rovnici vedeni tepla
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g(x),x € la, b],
A(t),tel0, T],
B(t),te[0,T].

(x,t) € (a,b) x (0, T),

Pfedpokladejme, Ze jsou splnény podminky konzistence:
g(a) = A(0) a g (b) = B(0).



Rozd&Ime interval [a, b] na N podintervalii délky h = 252, h se
nazyva prostorovy krok. Definujme xx = a+ kh, k=0,..., N.

Rozd&Ime interval [0, T] na M podintervalii délky 7 = 17, 7 se

nazyva Casovy krok. Definujme t; = I7, [ =0,..., M.

Sit je tvofena uzly Py = (xk, t/). Hodnotu p¥iblizného Ye3eni v
uzlu Py oznadime Uy .



1. Explicitni schéma

Casovou derivaci nahradime dop¥ednimi diferencemi a také druhou
derivaci nahradime diferencemi. Pomoci okrajovych podminek
uréime hodnoty v uzlech leZicich na ¢3sti hranice, kde jsou
okrajové podminky predepsany. Dostaneme

Ukir1 — Uk Uk — 22Uk + Uk—1y
T n h? '
Uko =g (xk), Uoy=A(t1), Uny=B(t).
Pro u € C*([a, b] x [0, T]) je chyba ¥adu O (7 + h?).
Toto schéma je stabilni, pokud 7 < %2 je tedy podminéné stabilni.

Postup: Uréime hodnoty Uk o, k =0,..., N, potom Uy 1,
k=0,...,N, potom Ug>, k=0,..., N, atd.



Pokud bychom nahradili €asovou derivaci zpétnou diferenci, dostali
bychom implicitni schéma, které je stabilni, ale chyba je pouze
Fadu O (7’ + h2).

Pokud bychom nahradili ¢€asovou derivaci centrdlni diferenci,
dostali bychom explicitni schéma s chybou ¥adu O (72 + h?), které
je absolutné& nestabilni.

2. Crankovo-Nicholsonové schéma

Uk = Us—1 _ Ugy1 = 2Up + U/<—1,/Jr Uks1,-1 = 2Uk -1+ Uk—1-1
T 2h? 2h? '

Uko = g (xx), Uoy =A(t), Uny = B(tr).

Metoda je implicitni, na kazdé ¢asové vrstvé feSime soustavu s
t¥idiagondlni matici.

Pro u € C*([a, b] x [0, T]) je chyba ¥adu O (72 + h?).
Metoda je absolutné stabilni.




3. Metoda p¥imek

Oznatme uy (t) = u(xk, t). Dosadime do rovnice a nahradime
derivace druhého ¥adu diferencemi. Dostaneme

u;( (t) _ Up41 (t) — 2u;2(t) + Ug—1 (t)

uk (0) = g (xx), wo(t) =A(t), un(t) =B(t).

Dostali jsme soustavu oby&ejnych diferencidlnich rovnic prvniho
¥adu s pocate¢nimi podminkami.




4. Rotheova metoda
Oznatme u; (x) = u(x, t;). Dosadime do rovnice a nahradime

Casové derivace doptednimi diferencemi. Dostaneme

U1 (x) — wr (x)
u (x) =g (x), u(a)=A(t), u(b)=B(t).

Na kaZdé &asové vrstvé fesime obycejnou diferencidlni rovnici s
okrajovymi podminkami.

= U7+1 (x)



