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KLASIFIKACE PARCIÁLNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH
ROVNIC

Uvažujme lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu
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pro (x , y) ∈ Ω. Definujme diskriminant

D (x , y) = B2 (x , y)− 4A (x , y)C (x , y) , (x , y) ∈ Ω.

Pokud D (x , y) < 0, (x , y) ∈ Ω, rovnice se nazývá eliptická.
Pokud D (x , y) = 0, (x , y) ∈ Ω, rovnice se nazývá parabolická.
Pokud D (x , y) > 0, (x , y) ∈ Ω, rovnice se nazývá hyperbolická.



Poissonova rovnice má tvar

−∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= f , (x , y) ∈ Ω.

Diskriminant D (x , y) = 0− 4 (−1) (−1) = −4, (x , y) ∈ Ω.
Poissonova rovnice je eliptická.

Rovnice vedeńı tepla má tvar

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (x , t) ∈ (a, b)× (0,T ) .

Diskriminant D (x , t) = 0− 4 · 0 (−1) = 0, (x , t) ∈ (a, b)× (0,T ).
Rovnice vedeńı tepla je parabolická.



Vlnová rovnice má tvar

∂2u

∂t2
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, (x , t) ∈ (a, b)× (0,T ) .

Diskriminant D (x , t) = 0− 4 · 1 (−1) = 4, (x , t) ∈ (a, b)× (0,T ).
Vlnová rovnice je hyperbolická.



METODA ŚITÍ PRO ELIPTICKÉ ROVNICE

Budeme řešit Poissonovu rovnici

−∆u = f na Ω,

u = g na ∂Ω,

kde ∂Ω označuje hranici množiny a ∆u je Laplace̊uv operátor

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

O oblasti Ω budeme p̌redpokládat, že je omezená a lipschitzovská
(hranice je po částech hladká, bez špiček). Označme Ω uzávěr
množiny Ω. Pokud f ∈ C 1

(
Ω
)

a g ∈ C 1 (∂Ω), potom má daná

úloha právě jedno klasické řešeńı, tj. u ∈ C 2 (Ω) ∩ C
(
Ω
)

splňuj́ıćı
rovnici a okrajové podḿınky.



Zvolme krok h > 0. Zvolme (x0, y0) ∈ R2 a definujme body
Pij = (xi , yj), kde xi = x0 + ih, yj = y0 + jh, i , j ∈ Z. Označme
S = {Pij , i , j ∈ Z}, śıt’ na množině Ω je potom definována jako
P = S ∩ Ω̄, prvky množiny P nazýváme uzly.

Rozlǐsujeme uzly

• regulárńı - uzly, pro které úsečka Pi−1,jPi+1,j a úsečka
Pi ,j−1Pi ,j+1 paťŕı do Ω

• hraničńı - uzly Pij ∈ ∂Ω

• neregulárńı - uzly, které nejsou regulárńı ani hraničńı

Budeme uvažovat takovou śıt’, která obsahuje pouze regulárńı a
hraničńı uzly.



Označme Uij hodnotu p̌ribližného řešeńı v uzlu Pij . Derivace v
regulárńıch uzlech nahrad́ıme diferencemi

∂2u

∂x2
(Pij) =

Ui+1,j − 2Ui ,j + Ui−1,j
h2

,

∂2u

∂y2
(Pij) =

Ui ,j+1 − 2Ui ,j + Ui ,j−1
h2

,

a hodnoty v hraničńıch uzlech urč́ıme pomoćı okrajové podḿınky

Ui ,j = g (Pi ,j) .

Dostaneme soustavu

−
Ui+1,j − 2Ui ,j + Ui−1,j

h2
−

Ui ,j+1 − 2Ui ,j + Ui ,j−1
h2

= fi ,j ,

kde fi ,j = f (Pi ,j).



Po úpravě dostaneme pětibodové schéma

4Ui ,j − Ui+1,j − Ui−1,j − Ui ,j+1 − Ui ,j−1 = h2fi ,j .

Matice soustavy má maximálně pět nenulových prvk̊u v řádku, je
tedy ř́ıdká. Lze ukázat, že je regulárńı, symetrická a pozitivně
definitńı. Soustavu můžeme efektivně řešit nap̌ŕıklad metodou
sdružených gradient̊u.

VĚTA: Pokud p̌resné řešeńı dané úlohy u ∈ C 4
(
Ω
)
, potom

max
Pij∈P

|Ui ,j − u (Pi ,j)| ≤ Ch2,

kde C je konstanta nezávislá na h.



ŘEŠENÍ PARABOLICKÝCH ROVNIC

Budeme řešit rovnici vedeńı tepla

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (x , t) ∈ (a, b)× (0,T ) ,

u (x , 0) = g (x) , x ∈ [a, b] ,

u (a, t) = A (t) , t ∈ [0,T ] ,

u (b, t) = B (t) , t ∈ [0,T ] .

Předpokládejme, že jsou splněny podḿınky konzistence:
g (a) = A (0) a g (b) = B (0).



Rozdělme interval [a, b] na N podinterval̊u délky h = b−a
N , h se

nazývá prostorový krok. Definujme xk = a + kh, k = 0, . . . ,N.

Rozdělme interval [0,T ] na M podinterval̊u délky τ = T
M , τ se

nazývá časový krok. Definujme tl = lτ , l = 0, . . . ,M.

Śıt’ je tvǒrena uzly Pk,l = (xk , tl). Hodnotu p̌ribližného řešeńı v
uzlu Pk,l označ́ıme Uk,l .



1. Explicitńı schéma

Časovou derivaci nahrad́ıme dop̌redńımi diferencemi a také druhou
derivaci nahrad́ıme diferencemi. Pomoćı okrajových podḿınek
urč́ıme hodnoty v uzlech lež́ıćıch na části hranice, kde jsou
okrajové podḿınky p̌redepsány. Dostaneme

Uk,l+1 − Uk,l

τ
=

Uk+1,l − 2Uk,l + Uk−1,l
h2

.

Uk,0 = g (xk) , U0,l = A (tl) , UN,l = B (tl) .

Pro u ∈ C 4 ([a, b]× [0,T ]) je chyba řádu O
(
τ + h2

)
.

Toto schéma je stabilńı, pokud τ ≤ h2

2 , je tedy podḿıněně stabilńı.

Postup: Urč́ıme hodnoty Uk,0, k = 0, . . . ,N, potom Uk,1,
k = 0, . . . ,N, potom Uk,2, k = 0, . . . ,N, atd.



Pokud bychom nahradili časovou derivaci zpětnou diferenćı, dostali
bychom implicitńı schéma, které je stabilńı, ale chyba je pouze
řádu O

(
τ + h2

)
.

Pokud bychom nahradili časovou derivaci centrálńı diferenćı,
dostali bychom explicitńı schéma s chybou řádu O

(
τ2 + h2

)
, které

je absolutně nestabilńı.

2. Crankovo-Nicholsonové schéma

Uk,l−Uk,l−1
τ

=
Uk+1,l − 2Uk,l + Uk−1,l

2h2
+
Uk+1,l−1 − 2Uk,l−1 + Uk−1,l−1

2h2
.

Uk,0 = g (xk) , U0,l = A (tl) , UN,l = B (tl) .

Metoda je implicitńı, na každé časové vrstvě řeš́ıme soustavu s
ťŕıdiagonálńı matićı.
Pro u ∈ C 4 ([a, b]× [0,T ]) je chyba řádu O

(
τ2 + h2

)
.

Metoda je absolutně stabilńı.



3. Metoda p̌ŕımek

Označme uk (t) = u (xk , t). Dosad́ıme do rovnice a nahrad́ıme
derivace druhého řádu diferencemi. Dostaneme

u′k (t) =
uk+1 (t)− 2uk (t) + uk−1 (t)

h2
.

uk (0) = g (xk) , u0 (t) = A (t) , uN (t) = B (t) .

Dostali jsme soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu s počátečńımi podḿınkami.



4. Rotheova metoda

Označme ul (x) = u (x , tl). Dosad́ıme do rovnice a nahrad́ıme
časové derivace dop̌redńımi diferencemi. Dostaneme

ul+1 (x)− ul (x)

τ
= u′′l+1 (x)

u0 (x) = g (x) , ul (a) = A (tl) , ul (b) = B (tl) .

Na každé časové vrstvě řeš́ıme obyčejnou diferenciálńı rovnici s
okrajovými podḿınkami.


