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Dana Černá

http://kmd.fp.tul.cz

Katedra matematiky a didaktiky matematiky
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• J. Felcman: Numerická matematika
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MATEMATIKA 3

Zkouška:

• Ṕısemná - teoretické otázky (8b) a výpočetńı p̌ŕıklady (16b)

• Ústńı - obhajoba ṕısemné práce + teorie

Zápočet:

• Aktivńı účast na cvičeńı, test

NUMERICKÉ METODY

Klasifikovaný zápočet:

• Ṕısemná část - teoretické otázky a výpočetńı p̌ŕıklady

• Ústńı část - obhajoba ṕısemné práce + teorie



OSNOVA PŘEDMĚTU

• Numerická úloha, stabilita, druhy chyb, rychlost výpočtu

• Řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic

• Řešeńı nelineárńıch rovnic

• Interpolace

• Numerický výpočet integrálu

• Numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic



OSNOVA PŘEDNÁŠKY

• Numerická úloha

• Druhy chyb, chyba metody, řád chyby metody

• Složitost algoritmu

• Paralelizace numerických úloh



NUMERICKÉ ŘEŠEŃI:

Realita → Model → Matematická úloha → Diskrétńı úloha →
Numerické řešeńı

Diskrétńı úloha je úloha, ve které jsou vstupńı parametry
a výsledné řešeńı data konečné velikosti.

Spojitá úloha je úloha, ve které jsou vstupńımi hodnotami nebo
výsledným řešeńım spojité funkce.

Diskretizace je proces p̌ri němž spojitý problém nahrad́ıme
vhodným diskrétńım problémem, nap̌ŕıklad integrál nahrad́ıme
konečným součtem, diferenciálńı rovnici p̌revedeme na soustavu
lineárńıch algebraických rovnic.



PŘ́IKLAD. DISKRETIZACE REÁLNÉ FUNKCE

Uvažujme reálnou funkci f definovanou na intervalu [a, b]. Zvolme
n ∈ N. Potom h = b−a

n
se nazývá krok. Funkce f je často

reprezentována vektorem

f = [f (x0) , . . . , f (xn)] ,

kde xk = a+ kh, k = 0, . . . , n.



DRUHY CHYB

• Chyba modelu je odchylkou modelu od originálu a někdy ji
nelze ani odhadnout.

• Chyba dat je odchylka namě̌rených dat od skutečných hodnot
a jejich vliv lze odhadnout pomoćı analýzy č́ısla podḿıněnosti
dané úlohy.

• Chyba metody je odchylka p̌ribližného řešeńı od p̌resného
řešeńı matematického problému. Rozlǐsujeme:

• Chybu aproximace, což je odchylka p̌ribližného řešeńı od
p̌resného řešeńı diskrétńıho problému,

• Diskretizačńı chybu, která je důsledkem nahrazeńı spojitého
problému diskrétńım.

• Zaokrouhlovaćı chyba je chyba, která vzniká v důsledku
reprezentace reálných č́ısel v poč́ıtači, tedy v důsledku
aproximace reálného č́ısla p̌ribližnou hodnotou.
Zaokrouhlovaćı chyby jsou často obt́ıžně kvantifikovatelné.



Č́ISELNÉ SYSTÉMY S PLOVOUĆI ŘÁDOVOU ČÁRKOU

(floating point numbers)

Proměnné s plovoućı řádovou čárkou jsou vyjáďreny pomoćı
znaménka, základu (mantisy) a exponentu.

Podle normy IEEE 754 typ double vyžaduje 64 bit̊u: 0-51 mantisa
(m52, . . . ,m1), 52-62 exponent (e0, . . . , e10), 63 znaménko z .

Č́ıselný systém se skládá z č́ısel
x = (−1)z2e−1023 (1 +m)
kde
e = 210e10 + . . .+ 2e1 + e0,

m = m12
−1 + . . .+m522

−52
.



Záporná č́ısla typu double nabývaj́ı hodnot od −1.7977e + 308 do
−2.2251e − 308 a kladná č́ısla typu double nabývaj́ı hodnot od
2.2251e − 308 do 1.7977e + 308.

Přesnost určuje strojové epsilon, tj. nejmenš́ı kladné č́ıslo daného
datového typu, které po p̌ričteńı k jedničce dává výsledek r̊uzný od
jedné. Pro typ double je to 2−52 ≈ 2.2204 10−16.



OMEZEŃI NUMERICKÝCH VÝPOČTŮ

• Reálná č́ısla jsou reprezentována konečnou množinu
racionálńıch č́ısel.

• Ostatńı č́ısla muśı být aproximována těmito č́ısly.

• Výsledky aritmetických operaćı muśı být aproximovány.

• Funkčńı hodnoty elementárńıch funkćı muśı být aproximovány.

• Neexistuj́ı libovolně velká ani libovolně malá č́ısla.

• Výpočty mohou obsahovat jen konečný počet krok̊u.

• Některé výpočty mohou být p̌ŕılǐs náročné na čas a velikost
paměti.



MĚŘEŃI CHYBY METODY

Budeme rozlǐsovat absolutńı a relativńı chybu:

absolutńı chyba := p̌ribližná hodnota− p̌resná hodnota,

relativńı chyba :=
p̌ribližná hodnota−p̌resná hodnota

‖p̌resná hodnota‖ .

Velikost chyby charakterizuje jej́ı norma ‖.‖ (nap̌r. absolutńı
hodnota, norma vektoru, maticová norma, norma funkce).

Je-li možné normu chyby metody libovolně zmenšit, potom
mluv́ıme o konvergentńı metodě.



ŘÁD CHYBY METODY

Předpokládejme, že h je parametr charakterizuj́ıćı algoritmus, nap̌r.
krok metody. Řekneme, že chyba metody (algoritmu) e (h) je řádu
f (h), jestliže existuj́ı konstanty a, b tak, že

‖e(h)‖ ≤ b f (h) ∀h ≤ a,

a znač́ıme e (h) = O (f (h)).

konvergence řád chyby

lineárńı O(h)

kvadratická O(h2)

kubická O(h3)



PODMÍNĚNOST ÚLOHY

Řekneme, že matematická úloha je dob̌re podḿıněná, jestliže
relativně malá změna ve vstupńıch datech způsob́ı relativně malou
změnu v řešeńı.

Řekneme, že matematická úloha je špatně podḿıněná, jestliže
relativně malá změna ve vstupńıch datech způsob́ı relativně velkou
změnu v řešeńı.

U špatně podḿıněných úloh ani významné zvýšeńı p̌resnosti dat a
algoritmu nemuśı vést k p̌resněǰśımu výsledku.

Č́ıslo podḿıněnosti úlohy je definováno jako pod́ıl relativńı chyby
řešeńı a relativńı chyby ve vstupńıch datech.



PŘ́IKLAD: Řešeńım soustavy lineárńıch rovnic
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Řešeńım soustavy lineárńıch rovnic
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Přitom relativńı chyba pravé strany je ||∆b||2
||b||2

≈ 0, 0001, kde b je

vektor pravé strany, relativńı chyba v řešeńı je ||∆x ||2
||x ||2

≈ 1, 76,.
Podḿıněnost úlohy je tedy 17600.



NUMERICKÁ STABILITA

Řekneme, že metoda (algoritmus) je numericky stabilńı, jestliže v
pr̊uběhu výpočtu nedocháźı k významné kumulaci chyb.

Jestliže v pr̊uběhu výpočtu docháźı k významné kumulaci chyb,
která má za následek znehodnoceńı řešeńı, řekneme, že daná
metoda (algoritmus) je numericky nestabilńı. Přitom se může
jednat o kumulaci zaokrouhlovaćıch chyb, chyb způsobených
nep̌resnostmi ve vstupńıch datech nebo chyb metody.

Ćılem je pro daný problém určit metodu, která je stabilńı, umožňuje
nalézt p̌ribližné řešeńı s požadovanou p̌resnost́ı a je co nejméně
výpočetně náročná. Často bereme v úvahu také pamět’ové nároky.



RYCHLOST VÝPOČTU

Rychlost výpočtu ovlivňuje zejména

• volba metody (algoritmu) a jej́ı implementace

• hardware

• (sekvenčńı × paralelńı zpracováńı)



SLOŽITOST ALGORITMU

Předpokládejme, že N je parametr charakterizuj́ıćı velikost dat,
nap̌r. délka vektoru, počet uzl̊u. Složitost algoritmu C (N) je
veličina charakterizuj́ıćı výpočtovou náročnost algoritmu, nejčastěji
počet operaćı s plovoućı řádovou čárkou (+,−, ∗, :, sin, cos, . . .).
Řekneme, že složitost algoritmu C (N) je řádu f (N), jestliže
existuj́ı konstanty a, C tak, že

C (N) ≤ C f (N) ∀N ≥ a,

a znač́ıme C (N) = O (f (N)).



TŘ́IDY SLOŽITOSTI

konstantńı O(1)

logaritmická O(ln N)

lineárńı O(N)

O(N lnN)

kvadratická O(N2)

kubická O(N3)

polynomiálńı O(Nm), m ∈ N

exponenciálńı O(cN), c ∈ R
+

faktoriálová O(N!)

Algoritmy, které maj́ı složitost O(N lnN) nebo menš́ı, jsou
považovány za rychlé algoritmy.



N 10 20 30 40 50

N 0.00001 s 0.00002 s 0.00003 s 0.00004 s 0.00005 s

N
2 0.0001 s 0.0004 s 0.0009 s 0.0016 s 0.0025 s

N
3 0.001 s 0.008 s 0.027 s 0.064 s 0.125 s

2N 0.001 s 1.0 s 17.19 min 12.7 dne 35.7 let

3N 0.059 s 58 min 6.5 roku 3855 stol. 200 mil. stol.

Tabulka : Srovnáńı čas̊u pro r̊uzné velikosti dat a časové složitosti.



OPERACE S PLOVOUĆI ŘÁDOVOU ČÁRKOU

Některé operace s plovoućı řádovou čárkou jsou náročněǰśı než
jiné, proto se někdy poč́ıtaj́ı s váhou, která charakterizuje jejich
náročnost ve srovnáńı se sč́ıtáńım.

operace váha

+, −, ∗ 1 flop

: ,
√

10− 30 flop

sin, cos, exp 50 flop



PARALELIZACE NUMERICKÝCH VÝPOČTŮ

• Funkčńı paralelismus - MPMD model (Multiple Program,
Multiple Data) - výpočetńı jednotky (jádra a procesory)
zpracovávaj́ı r̊uzné programy.

• Datový paralelismus - SPMD model (Single Program, Multiple
Data) - na všech výpočetńıch jednotkách běž́ı stejný program
s r̊uznými daty. Je typický pro numerické výpočty.

Ukazatelem doby výpočtu je Amdahl̊uv zákon:

d = 1− P +
P

n
,

kde P určuje poměrnou část programu, kterou lze paralelizovat, n
je počet použitých výpočetńıch jednotek a d vyjaďruje poměrné
porovnáńı výpočtového času oproti času na jednoprocesorovém
poč́ıtači.


