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MATEMATIKA 3

Zkouska:
e Pisemn3 - teoretické otdzky (8b) a vypo&etni p¥iklady (16b)
e Ustni - obhajoba pisemné price + teorie

Zapolet:

e Aktivni Gcast na cviceni, test

NUMERICKE METODY

Klasifikovany zapocet:
e Pisemna &ast - teoretické otazky a vypoletni p¥iklady

o Ustni &ast - obhajoba pisemné price + teorie



OSNOVA PREDMETU

e Numericka dloha, stabilita, druhy chyb, rychlost vypo&tu
e Redeni soustav linedrnich algebraickych rovnic

e Regeni nelinedrnich rovnic

e Interpolace

e Numericky vypocet integralu

e Numerické ¥eSeni diferencialnich rovnic



OSNOVA PREDNASKY

e Numerickd dloha
e Druhy chyb, chyba metody, ¥ad chyby metody
e SloZitost algoritmu

e Paralelizace numerickych tloh



NUMERICKE RESENI:

Realita — Model — Matematickd uloha — Diskrétni dloha —
Numerické ¥eseni

Diskrétni tloha je udloha, ve které jsou vstupni parametry
a vysledné ¥eseni data konecné velikosti.

Spojita tloha je dloha, ve které jsou vstupnimi hodnotami nebo
vyslednym ¥eSenim spojité funkce.

Diskretizace je proces p¥i némz spojity problém nahradime
vhodnym diskrétnim problémem, naptiklad integral nahradime
kone¢nym soutem, diferencialni rovnici pfevedeme na soustavu
linedrnich algebraickych rovnic.



PRIKLAD. DISKRETIZACE REALNE FUNKCE

UvaZujme redlnou funkci f definovanou na intervalu [a, b]. Zvolme
n € N. Potom h = b—;a se nazyva krok. Funkce f je Casto
reprezentovana vektorem

kde xx =a+ kh, k=0,...,n.



DRUHY CHYB

e Chyba modelu je odchylkou modelu od origindlu a n&kdy ji
nelze ani odhadnout.

e Chyba dat je odchylka naméFenych dat od skuteénych hodnot
a jejich vliv I1ze odhadnout pomoci analyzy ¢isla podminénosti
dané ulohy.

e Chyba metody je odchylka p¥iblizného ¥eSeni od pfesného
FeSeni matematického problému. Rozlisujeme:

e Chybu aproximace, coz je odchylka pfiblizného Ffeseni od
ptesného feseni diskrétniho problému,

e Diskretiza¢ni chybu, kterd je disledkem nahrazeni spojitého
problému diskrétnim.

e Zaokrouhlovaci chyba je chyba, kterd vznika v disledku
reprezentace realnych &isel v poditadi, tedy v disledku
aproximace realného &isla pf¥ibliznou hodnotou.
Zaokrouhlovaci chyby jsou &asto obtiZzné kvantifikovatelné.



CISELNE SYSTEMY S PLOVOUCI RADOVOU CARKOU

(floating point numbers)

Proménné s plovouci fadovou &arkou jsou vyjadfeny pomoci
znaménka, zdkladu (mantisy) a exponentu.

Podle normy IEEE 754 typ double vyZaduje 64 biti: 0-51 mantisa
(msy, ..., mp), 52-62 exponent (e, ..., e10), 63 znaménko z.

Ciselny systém se sklada z &isel
x = (_1)226—1023 (1 + m)

kde
e:210e10+...+2e1+e0,
m = m12*1 + ...+ m522*52.



Zaporna &isla typu double nabyvaji hodnot od —1.7977e + 308 do
—2.2251e — 308 a kladnd ¢isla typu double nabyvaji hodnot od
2.2251e — 308 do 1.7977e + 308.

P¥esnost urluje strojové epsilon, tj. nejmensi kladné &islo daného
datového typu, které po pri¢teni k jedni¢ce dava vysledek riizny od
jedné. Pro typ double je to 275? ~ 2.2204 1016,



OMEZENI NUMERICKYCH VYPOCTU

Redlnd ¢isla jsou reprezentovdna koneénou mnoZinu
racionalnich &isel.

Ostatni &isla musi byt aproximovéna témito &isly.

Vysledky aritmetickych operaci musi byt aproximovany.
Funkéni hodnoty elementérnich funkci musi byt aproximovany.
Neexistuji libovolné velkd ani libovolné mala &isla.

Vypocéty mohou obsahovat jen koneény pocet kroki.

Nékteré vypolty mohou byt pFili§ naro¢né na &as a velikost
paméti.



MERENI CHYBY METODY
Budeme rozliSovat absolutni a relativni chybu:
absolutni chyba := p¥ibliznd hodnota — pfesnd hodnota,

relativni chvba — pFiblizna hodnota—pfesna hodnota
yba = ||pfesna hodnotal| :

Velikost chyby charakterizuje jeji norma ||.|| (nap¥. absolutni
hodnota, norma vektoru, maticovd norma, norma funkce).

Je-li mozné normu chyby metody libovolné zmensit, potom
mluvime o konvergentni metodé.



RAD CHYBY METODY

Pf¥edpokladejme, Ze h je parametr charakterizujici algoritmus, napf¥.
krok metody. Rekneme, Ze chyba metody (algoritmu) e (h) je ¥adu
f (h), jestlize existuji konstanty a, b tak, Ze

le(h)l| < bf(h)  Vh<a,

a znatime e (h) = O (f (h)).

konvergence | ¥ad chyby
linedrni O(h)
kvadraticka O(h?)
kubicka O(h?)




PODMINENOST ULOHY

Rekneme, Ze matematickd tloha je dobfe podminéna, jestlize
relativn€ mald zména ve vstupnich datech zpdsobi relativné malou
zménu v Feseni.

Rekneme, Ze matematickd tloha je Spatné podminénd, jestlize
relativné€ mald zmé&na ve vstupnich datech zpisobi relativné velkou
zménu v feseni.

U Spatné podminénych dloh ani vyznamné zvySeni pfesnosti dat a
algoritmu nemusi vést k presnéjsimu vysledku.

Cislo podmin&nosti tlohy je definovano jako podil relativni chyby

v

feSeni a relativni chyby ve vstupnich datech.



PRIKLAD: Regenim soustavy linedrnich rovnic

4 6 4 1 602

10 20 15 4 2012
X =

20 45 36 10 4581

35 84 70 20 8638

ReSenim soustavy linedrnich rovnic

4 6 4 1 601, 69
10 20 15 4 | 202,72
20 45 36 10 | | 458041
35 84 70 20 8638, 17

P¥itom relativni chyba pravé strany je

IIbH

J

13,91
84,03
—25,54
144,03

~ 0,0001, kde b je

vektor pravé strany, relativni chyba v YeSenf je w ~ 1,76,.

Podminénost tlohy je tedy 17600.



NUMERICKA STABILITA

Rekneme, %e metoda (algoritmus) je numericky stabilni, jestlize v
pribéhu vypoétu nedochazi k vyznamné kumulaci chyb.

Jestlize v pribéhu vypoltu dochazi k vyznamné kumulaci chyb,
kterd ma za nasledek znehodnoceni feseni, fekneme, Ze dand
metoda (algoritmus) je numericky nestabilni. Pfitom se miZe
jednat o kumulaci zaokrouhlovacich chyb, chyb zpisobenych
nepfesnostmi ve vstupnich datech nebo chyb metody.

Cilem je pro dany problém urcit metodu, ktera je stabilni, umoZiiuje
nalézt pfiblizné ¥eSeni s poZadovanou pfesnosti a je co nejméné
vypoletn& naroéna. Casto bereme v tivahu také pamé&tové ndroky.



RYCHLOST VYPOCTU

Rychlost vypoctu ovliviiuje zejména
e volba metody (algoritmu) a jeji implementace
e hardware

e (sekven&ni x paralelni zpracovéni)



SLOZITOST ALGORITMU

PfYedpokladejme, Zze N je parametr charakterizujici velikost dat,
nap¥. délka vektoru, polet uzld. SloZitost algoritmu C (N) je
veli¢ina charakterizujici vypoctovou ndrocnost algoritmu, nej¢astéji
polet operaci s plovouci ¥adovou &arkou (+, —, *, 1, sin, cos, . . .).

Rekneme, Ze slo¥itost algoritmu C (N) je ¥adu f (N), jestlize
existuji konstanty a, C tak, Ze

C(N) < CF(N) VN> a,

a znatime C (N) = O (f (N)).



TRIDY SLOZITOSTI

konstantni 0(1)
logaritmicka O(In N)
linedrni O(N)
O(NInN)

kvadratickd O(N?)
kubicka O(N3)

polynomidlni  O(N™), m e N
exponencidlni  O(cN), c € Rt

faktorialova O(N!)

Algoritmy, které maji sloZitost O(N InN) nebo mensi, jsou
povaZovdny za rychlé algoritmy.



N 10 20 30 40 50
N | 0.00001 s | 0.00002 s | 0.00003 s | 0.00004 s 0.00005 s
N2 | 0.0001s| 0.0004s| 0.0009s| 0.0016s 0.0025 s
N3 0.001 s 0.008 s 0.027 s 0.064 s 0.125 s
2N 0.001 s 1.0s | 17.19 min | 12.7 dne 35.7 let
3N 0.059 s 58 min 6.5 roku | 3855 stol. | 200 mil. stol.

Tabulka : Srovnani ¢asl pro rizné velikosti dat a ¢asové sloZitosti.




OPERACE S PLOVOUCI RADOVOU CARKOU

Nékteré operace s plovouci Faddovou &arkou jsou naro&néjsi nez
jiné, proto se nékdy poditaji s vahou, ktera charakterizuje jejich
naro¢nost ve srovnani se s¢itanim.

operace vaha

4+, —, * 1 flop
Na 10 — 30 flop

sin, cos, exp 50 flop




PARALELIZACE NUMERICKYCH VYPOCTU

e Funk&ni paralelismus - MPMD model (Multiple Program,
Multiple Data) - vypo&etni jednotky (jadra a procesory)
zpracovavaji riizné programy.

e Datovy paralelismus - SPMD model (Single Program, Multiple
Data) - na v3ech vypotetnich jednotkach b&Zi stejny program
s rliznymi daty. Je typicky pro numerické vypocty.

Ukazatelem doby vypottu je Amdahliv zakon:

P
d=1—-P+ —,
n

kde P urluje pomérnou &ast programu, kterou lze paralelizovat, n
je pocet pouzitych vypocetnich jednotek a d vyjadfuje pomérné
porovnani vypocltového &asu oproti ¢asu na jednoprocesorovém
pocditadi.



