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PRIME METODY PRO RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Zakladni pojmy numerické linedrni algebry
e Gaussova eliminace

LU rozklad

Choleského rozklad



METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Budeme uvaZovat soustavu n rovnic s n neznamymi:

allxy + apxe + ... 4+ ainxn = bt
ax1 + axxy + ... + aygx, = b
anix1 + amxe + ... + amXp = by

Soustavu lze zapsat v maticovém tvaru Ax = b, kde

d11 4ai12 ... din b1 X1

ap1 axp ... an by X2
= ,b:: ,X':

anl an2 ... ann b, Xn

Matice A se nazyva matice soustavy, vektor b se nazyva vektor
pravé strany. Vektor x se nazyva vektor neznamych.



Definujme matici:

a11 di12 ... din b1

axy ax ... axp, b
A, =

anl an2 ... ann bn

Tato matice se nazyva rozsitend matice soustavy.

Matice soustavy, kterd ma mnohem vice nulovych prvkii nez
nenulovych prvki se nazyva ¥idka. Matice, kterd neni Fidka se
nazyvd hustd nebo plna.

IP - norma vektoru v = (vi,...,v,) € R" je definovéna:

(Chet [wl?)? propeN,
kinlaxn\vk| pro p = oc.

geeey

lvll, =



Pro matici A = (ajj) € R™" budeme definovat jeji p-normu:

n
ij=1

Av
Al = max [Av],
vA0 v,

a Frobeniovu (Schurovu) normu:

1/2

n n
1A= DD layl®

i=1 j=1
Spektralni polomér matice A je definovan:

p (A) = max{|A| : A\ je vlastni &islo matice A}.



Véta: Pro kazdou matici A € R™*" a libovolnou normu matice |||
plati p(A) < ||A]l.

Véta: Pro kaZdou matici A € R™" plati

a) [|Ally = maxi<j<n iy |aj]

b) [|A[|o = maxi<i<n D iy |aj]

c) [All, = +/p(ATA)

d) Je-li matice A symetricka, potom ||A|, = p(A).

Norma |||, se nazyva Euklidovska nebo také spektrdlni norma.



PODMINENOST MATICE
Ptiklad:
a) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000001
ma feSeni x =1, y = 1.
b) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000002
ma feSeni x =0, y = 2.
c) Soustava X + y = 2

x + y = 2

ma nekonené mnoho ¥eSeni x =t, y =2 —t, t € R.

Chyby v zadani matice nebo vektoru pravé strany mohou zpisobit
velké chyby v ¥eSeni.



Véta: O PODMINENOSTI MATICE

Ptedpoklddejme, ze A € R™" je reguldrni matice a AA je matice
takova, Ze |[A"*AA||, < 1. Potom platf

< = xll, AT, (A7, <||AA||2 ||Ab||2>
I, = 1= [ATAA], \ AL, bl )

kde x* je FeZeni soustavy Ax = b, x2 je Yeeni soustavy
(A+ AA)x =b + Ab.



JestliZe relativné malé zmény prvki matice nebo prvkid vektoru
pravé strany zpisobi relativné velké zmény v ¥eSeni, nazyva se
matice Spatné podminénd, jinak se matice nazyva dobfe
podminénd. Podmin&nost charakterizuje ¢islo podmin&nosti matice
A, které je definovano:

cond (A) := || All, HA_1H2'

Plati cond(A) > 1. Pokud je cond(A) velké, je matice A ¥patn&

podminéna.



METODY RESENi SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

o P¥imé - Teoreticky presné ¥eseni ziskdme po konetné& mnoha
krocich. Jsou vhodné pro malé plné matice, za uréitych
podminek také pro velké ¥idké matice.

e lteratni - Pocitame posloupnost vektort, kterd konverguje k
presnému Feseni. PouZivaji se soustavy s velkymi Fidkymi
maticemi.

PRIME METODY

e Gaussova eliminace
e LU rozklad
e Choleského rozklad



1. GAUSSOVA ELIMINACE

P¥imy chod:
fork=1,...,n—1
fori=k+1,...,n
aik 1:‘%
forj=k+1,...,n
ajj ‘= ajj — ajkagj
end
b,' = b,' — a,-kbk
end
end

Zpétny chod:
fori=n,...,1

Xi = 5 (b,- =it a,-jxj)
end



Gaussova eliminace je pro obecné matice numericky nestabilni.
Proto se provadi Gaussova eliminace s pivotaci.

Prvek agy, ktery je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici

(k, k) a kterym d&lime, se nazyva pivot. Pokud je tento prvek maly
ve srovnani s ostanimi prvky, miZe dojit k velkym zaokrouhlovacim
chybam. Proto provedeme pivotaci, tedy mezi prvky na pozicich
(k,k),...,(n, k) nalezneme prvek, ktery je v absolutni hodnot&
nejvétsi. Radek s timto prvkem vyménime s k-tym ¥adkem. Tento
proces se nazyva ¢astecnd nebo také sloupcova pivotace.

- . v - 3 N X 2n3 2
Gaussova eliminace, vyZaduje O (n?), presngji 23~ + O (n?),
operaci s plovouci ¥adovou &arkou.



Tt¥idiagonalni matice je matice, kde a;j = 0 pro |i —j| > 1.

s1 t1 O
rn S b

0 3 s3 t3

0 0 rm-1 sp1 tha
0 0 n Sn

Gaussova eliminace pro t¥idiagonalni matice vyZaduje pouze O (n)
operaci s plovouci ¥adovou ¢&arkou.



Gaussova eliminace je vhodnd pro ¥eSeni soustav s malymi plnymi
maticemi.

Gaussova eliminace je vhodn3a také pro urdité typy velkych ¥idkych
matic, napf. pro t¥idiagondlni matice.

U obecnych velkych Fidkych matic je tfeba dbat na to, aby
nedochazelo k zaplnéni matice, tj. aby z nulovych prvk{ nevznikaly
nenulové.



2. LU ROZKLAD

Matici soustavy A rozloZime na soucin A = LU, kde matice L je
dolni trojdhelnikovd matice s jedni¢kami na diagonale a U je horni
trojihelnikova matice. Matici U ziskdme pomoci Gaussovy
eliminace, matice L obsahuje koeficienty (s opatnym znaménkem),
kterymi nasobime ¥adky pfi eliminaci.

Soustavu Ax = b miZeme zapsat ve tvaru LUx = b. Oznaéme

y := Ux. Potom FeSeni soustavy pomoci LU-rozkladu spocivé v
feSeni dvou trojlhelnikovych soustav: Ly = b a Ux =y.
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P¥iklad LU rozkladu:



Odvozeni: Odetteni /; ; ndsobku j-tého ¥adku od i-tého ¥adku
matice A |ze reprezentovat vyndsobenim matice A matici L; ;, kde

i — tysloupec

l
10 0 O .00
1 0 O
0 1 O
LJ'7,'Z: . -
0 Il 1 ... 00|« j—ty Fidek
0
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Koeficient /; ; zvolime tak, aby po vynasobeni matici L;; byla ve
vysledné matici na pozici (j, /) nula. Dostaneme

Lono1...L31k21A=U,
kde U je horni trojihelnikovd matice. Vyjadfime A:

A=Lilsy.. L}

n,n—1

u,

a polozime L = Ly7L37...L,} ;. Matice L m4 tvar

1 0 ... 0
hi 1 0
ki1 hp 1
/n,l /n,2 cee /n,n—l 1

a spliiuje A = LU.



Doolittliv algoritmus:
1. Nalezneme matice L, U pomoci Gaussovy eliminace.

Uil = a1
fori=1,...,n
L o— Qi1
/11 ~
end
for k=2,...,n
Urk = a1k
fori=2,...,k:
i—1
Uik = ajk — ;1 lijujk
end

fori=k+1,...,n:

_1 (., k=1,
lic = G (a’k — 2 /uujk)

end
end
2. Re¥ime trojihelnikovou soustavu Ly = b.
3. Redime trojiihelnikovou soustavu Ux = y.



Pro obecné matice LU rozklad nemusi existovat. Pro regularni
matice je vZdy moZné zménit pofadi ¥adk( matice tak, aby LU
rozklad existoval.

Také LU rozklad vétSinou provddime s pivotaci. Potom ma rozklad
tvar PA = LU, kde P je permutaéni matice, tj. matice, kterd ma v
kazdém ¥adku a sloupci pravé jednu jedni¢ku, jinak pouze nuly.

Vynasobeni permutaéni matici je ekvivalentni zméné potadi ¥adka.



Reseni jedné soustavy pomoci LU-rozkladu je podobné &asové
R . o . 3 ,
néro¢né jako Gaussova eliminace, vyZaduje 22- + O (n?) operaci s

plovouci ¥adovou &arkou.

LU - rozklad je vyhodné pouZit pfedeviim pfi feSeni vice soustav se
stejnou matici a riznymi pravymi stranami. Potom provadime
pfimy chod, ktery ma sloZitost O (n3), pouze jednou a pro kaZdou
pravou stranu pak provadime dvakrat zpétny chod, ktery vyZaduje
pouze O (n2) operaci s plovouci ¥adovou &arkou.



3. CHOLESKEHO ROZKLAD

Pokud je matice soustavy A symetrickd pozitivné definitni, potom
Ize pouit Choleského rozklad A = LL", kde L je doln{
trojihelnikovd matice (nyni neptedpokldddme jednitky na
diagondle).

Matici L vypoéteme pomoci vzorcii:

r—1 1/2
/,,—(ar,—Z/,i) . r=1,...n,
s=1

1 r—1
he= - (a,r_Z/rsl,-s> . i=r+1,...n
rr s=1

Potom ¥eSeni soustavy Ax = b je ekvivalentni FeSeni soustav

Ly =b a L7x = y. Refeni soustavy pomoci Choleského rozkladu
vyzaduje asi polovinu ¢asu a paméti ve srovndni s Gaussovou
eliminaci a LU rozkladem.



Odvozeni:
Pro symetrickou pozitivné definitni matici A velikosti 3 x 3
vyjad¥ime soutin A = LL po slozkéch:

a1 a1 a1 ha 0 0 hi hi ki
a1 a2 as2 = hi ko O 0 hy hp
331 a2 a33 Bi1 ko B3 0 0 hg3
2
a1 hihb1 hila
_ 2 2
= | hika l541 415, hihki+ hol2

hahy hiki+hoba B+ 5,+ 153

— — 2.1 — 2.1 - ./ _ /2
Dostaneme /1,1 = /a11, /2,1 = i /271 = i /272 =4/a22 /271,

asp2—hih1

_ _ 2 2
ko= =722 bz =/azz — 5, — 5,.

Vzorce pro matici velikosti n x n odvodime analogickym postupem.



SROVNANI SLOZITOSTI:

Metody pro soustavy s obecnou matici:

METODA SLOZITOST
240 (n?)

Gaussova eliminace
Gaussova-Jordanova eliminace | n® + O (nz)
LU rozklad 20 4 0 (n?)
Choleského rozklad 740 (n?)

(pro sym. poz. def.)

Metody pro soustavy s t¥idiagondlni matici:

METODA SLOZITOST

Gaussova eliminace O (n)
LU rozklad O (n)




ITERACNI METODY:

Maticové iteraéni metody:
e Jacobiho
e Gaussova-Seidelova
e Superrelaxaéni metoda
Gradientni iterani metody:

e Metoda sdruZenych gradient(



MATICOVE ITERACNI METODY:
ODVOZENI: Soustavu
Ax=b

upravime do tvaru

x=Bx+c
a definujeme posloupnost vektor
xH—l — Bxi + c,

kde x° je zvoleny potatetni vektor.



Konstruujeme posloupnost vektori danou predpisem:
xt1=Bx'+¢c, i=0,1,...,

kde x° je zvoleny potateéni vektor. Matice B a vektor ¢ jsou
zvoleny tak, Ze pro pFesné FeSeni x* plvodni soustavy plati
x* = Bx* +c.

VETA: Nutn3 a postalujici podminka konvergence
Posloupnost x’ konverguje k pfesnému ¥eSeni soustavy Ax = b
pravé tehdy, kdyz p(B) < 1.

VETA: Postatujici podminka konvergence
Posloupnost x' konverguje k pfesnému ¥eSeni soustavy Ax = b,
pokud ||B|| < 1 pro libovolnou normu matice || ||.



1. JACOBIHO METODA:

Rozlozme matici A:

A=D+L+U,

kde D je diagondlni matice, L je dolni trojihelnikovd matice s
nulami na diagonédle a U je horni trojihelnikova matice s nulami na
diagonale. Plati

Ax=b< Dx+(L+U)x=b<Dx=—-(L+U)x+b
&x=-D1(L+U)x+D b

P¥edpis Jacobiho metody:

x*tl=_-D1(L+U)x+D b, i=01,...,

PYedpis Jacobiho metody rozepsany po slozkach:

i1 _ 1 (p NVl i i
X —aT.J.(bJ 2 k=1 ARk — Lk=j41 aJka>






V tomto pfipadé je tedy iteralni matice ddna vztahem
B = -D ! (L + U) a posloupnost x' konverguje k presnému ¥eseni
pravé tehdy, kdyZ p (-D7!(L+U)) < 1

Tuto podminku spliiuji nap¥iklad ostfe diagondln&€ dominantni
matice, tj. matice pro kterou plati

]a,,\>2|au\+ Z lag|, i=1,...,n.

j=i+1



2. GAUSSOVA-SEIDELOVA METODA:

Nyni p¥i vypottu slozek vektoru x'*1 pouZijeme misto slozek
vektoru x’ slozky vektoru x/*1, pokud jiz byly vypotteny.

Ax=b< (D+L)x+Ux=b< (D+L)x=—-Ux+b
&x=—(D+L)'Ux+(D+L)'b.

P¥edpis Gaussovy—SeideIpvy metody:
Xt =_—(D+L)'Ux+(D+L)'b, i=01,...,

P¥edpis Gaussovy-Seidelovy metody rozepsany po slozkdch::

i+1 _ 1 . J—1 _ i+l 0 i
X = (bj — D k=1 kX Zk:j+1 aJka>



V tomto p¥ipadg tedy posloupnost x’ konverguje k presnému Fe¥eni
pravé tehdy, kdy¥ p (— (D +1L)" u) < 1. Tuto podminku splifujf
ostfe diagondln& dominantni matice a také symetrické pozitivné
definitni matice.



3. SUPERRELAXACNI METODA:

Pro zrychleni konvergence je mozné pouZit modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, p¥i které konstruujeme posloupnost
vektor(i podle vzorce:

Xt = (1 —w)x' + W&,
kde
¥t = _(D+L)'Ux'+(D+L)"'b, i=01,....

Parametr w se nazyva relaxa¢ni faktor a voli se z intervalu (0, 2),
obvykle w € (1,2). Pro symetrické pozitivn& definitni matice
soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci posloupnosti x’
k ¥eSeni. Volbou w = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu.



4. METODA SDRUZENYCH GRADIENTU:

Budeme pfedpokladat, Ze matice soustavy A je symetricka
pozitivné definitni. Potom ¥eSeni soustavy Ax = b je jedinym
bodem, ve kterém ma funkce

1
F(x) = ExTAx —x'b

minimum.

Posloupnost vektorli x' budeme konstruovat tak, Ze v i-tém kroku
zvolime smér v' a uréime &islo a; tak, aby vektor

X =X+ av

byl bodem minima funkce F na p¥imce x' + tv/, t € R.



Volbou v/ dostaneme konkrétni metodu. V p¥ipadé metody
sdruZenych gradientl volime A-ortogonalni vektory. To jsou
vektory, pro které plati:

(vj)TAvi:O, i#£j, a (vi)TAvi;éO.

Vektory konstruujeme postupn& pomoci rezidui v’ = b — Ax':
vitl — ¢+l 4 gl

kde konstanta (3; je zvolena tak, aby byla spInéna A-ortogonalita
vektorti vit1 a v'.

Dalsi itera&ni metody: MINRES, GMRES, BiCG a jejich modifikace



Algoritmus metody sdruZenych gradient(:

Je ddno: x°, A symetrickd pozitivné definitni, b.
P=b—Ax% v0=¢% ;=0
while Hr’”2 > € and | < maximum__iteraci
(v)"v
ap = = .
! (v’)TAv'
X1 = xi + v

rl=v — a;AV/

B (ri+l)Tri+1
Bi = W
vitl = pitl | gy
iI=i+1

end



Rychlost konvergence metody sdruZenych gradienti je
charakterizovana odhadem

r2 (A) — 1 0_
2| Y= X" =X 4,
kde ||| 4 je energetickd norma

X[l 4 = vxT Ax

[~ x

a kp oznaluje &islo podminénosti vzhledem k ||-||, normé&

k2 (A) = |A]l, [|A7Y),.



Rychlost konvergence metody sdruZenych gradientl tedy zavisi na
¢isle podminénosti matice soustavy. Konvergenci miZeme urychlit
pomoci pfedpodminéni. Misto tlohy Ax = b budeme ¥esit tlohu

P'AP "PTx =P b,

tedy ; ;
AX = b,

kde



Matice P se nazyvd predpodmifioval a volime ji tak, aby byla
reguldrni a aby &islo podmin&nosti matice P~YAP~7 bylo men¥{
nez ¢islo podminénosti matice A.

Mezi nejjednodussi volbu pat#

A/ 411 0 0

0 ano 0
P=|

0 0 ann



