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PŘ́IMÉ METODY PRO ŘEŠEŃI SOUSTAV LINEÁRŃICH

ALGEBRAICKÝCH ROVNIC

• Základńı pojmy numerické lineárńı algebry

• Gaussova eliminace

• LU rozklad

• Choleského rozklad



METODY ŘEŠEŃI SOUSTAV LINEÁRŃICH

ALGEBRAICKÝCH ROVNIC

Budeme uvažovat soustavu n rovnic s n neznámými:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

...
...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

Soustavu lze zapsat v maticovém tvaru Ax = b, kde

A :=










a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann










,b :=










b1

b2
...

bn










,x :=










x1

x2
...

xn










Matice A se nazývá matice soustavy, vektor b se nazývá vektor
pravé strany. Vektor x se nazývá vektor neznámých.



Definujme matici:

Ab :=










a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...

an1 an2 . . . ann bn










Tato matice se nazývá rozš́ı̌rená matice soustavy.
Matice soustavy, která má mnohem v́ıce nulových prvk̊u než
nenulových prvk̊u se nazývá ř́ıdká. Matice, která neńı ř́ıdká se
nazývá hustá nebo plná.

lp - norma vektoru v = (v1, . . . , vn) ∈ R
n je definována:

‖v‖p =







(
∑n

k=1 |vk |
p)1/p pro p ∈ N,

max
k=1,...,n

|vk | pro p =∞.



Pro matici A = (aij)
n
i ,j=1 ∈ R

n×n budeme definovat jej́ı p-normu:

‖A‖p = max
v 6=0

‖Av‖p
‖v‖p

a Frobeniovu (Schurovu) normu:

‖A‖F =





n∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2




1/2

.

Spektrálńı poloměr matice A je definován:

ρ (A) = max {|λ| : λ je vlastńı č́ıslo matice A} .



Věta: Pro každou matici A ∈ R
n×n a libovolnou normu matice ‖·‖

plat́ı ρ (A) ≤ ‖A‖.

Věta: Pro každou matici A ∈ R
n×n plat́ı

a) ‖A‖1 = max1≤j≤n

∑n
i=1 |aij |

b) ‖A‖∞ = max1≤i≤n

∑n
j=1 |aij |

c) ‖A‖2 =
√

ρ (ATA)
d) Je-li matice A symetrická, potom ‖A‖2 = ρ (A).

Norma ‖·‖2 se nazývá Euklidovská nebo také spektrálńı norma.



PODMÍNĚNOST MATICE

Př́ıklad:

a) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000001

má řešeńı x = 1, y = 1.

b) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000002

má řešeńı x = 0, y = 2.

c) Soustava x + y = 2

x + y = 2

má nekonečně mnoho řešeńı x = t, y = 2− t, t ∈ R.

Chyby v zadáńı matice nebo vektoru pravé strany mohou způsobit
velké chyby v řešeńı.



Věta: O PODMÍNĚNOSTI MATICE

Předpokládejme, že A ∈ R
n×n je regulárńı matice a ∆A je matice

taková, že
∥
∥A−1∆A

∥
∥
2
< 1. Potom plat́ı

∥
∥x∆ − x∗

∥
∥
2

‖x∗‖2
≤
‖A‖2

∥
∥A−1

∥
∥
2

1− ‖A−1∆A‖2

(‖∆A‖2
‖A‖2

+
‖∆b‖2
‖b‖2

)

,

kde x∗ je řešeńı soustavy Ax = b, x∆ je řešeńı soustavy
(A+∆A) x = b+∆b.



Jestliže relativně malé změny prvk̊u matice nebo prvk̊u vektoru
pravé strany způsob́ı relativně velké změny v řešeńı, nazývá se
matice špatně podḿıněná, jinak se matice nazývá dob̌re
podḿıněná. Podḿıněnost charakterizuje č́ıslo podḿıněnosti matice
A, které je definováno:

cond (A) := ‖A‖2
∥
∥A−1

∥
∥
2
.

Plat́ı cond(A) ≥ 1. Pokud je cond(A) velké, je matice A špatně
podḿıněná.



METODY ŘEŠEŃI SOUSTAV LINEÁRŃICH

ALGEBRAICKÝCH ROVNIC

• Př́ımé - Teoreticky p̌resné řešeńı źıskáme po konečně mnoha
kroćıch. Jsou vhodné pro malé plné matice, za určitých
podḿınek také pro velké ř́ıdké matice.

• Iteračńı - Poč́ıtáme posloupnost vektor̊u, která konverguje k
p̌resnému řešeńı. Použ́ıvaj́ı se soustavy s velkými ř́ıdkými
maticemi.

PŘ́IMÉ METODY

• Gaussova eliminace

• LU rozklad

• Choleského rozklad



1. GAUSSOVA ELIMINACE

Př́ımý chod:
for k = 1, . . . , n − 1

for i = k + 1, . . . , n
aik := aik

akk
for j = k + 1, . . . , n

aij := aij − aikakj
end
bi := bi − aikbk

end
end

Zpětný chod:
for i = n, . . . , 1

xi :=
1
aii

(

bi −
∑n

j=i+1 aijxj

)

end



Gaussova eliminace je pro obecné matice numericky nestabilńı.
Proto se provád́ı Gaussova eliminace s pivotaćı.

Prvek akk , který je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici
(k , k) a kterým děĺıme, se nazývá pivot. Pokud je tento prvek malý
ve srovnáńı s ostańımi prvky, může doj́ıt k velkým zaokrouhlovaćım
chybám. Proto provedeme pivotaci, tedy mezi prvky na pozićıch
(k , k) , . . . , (n, k) nalezneme prvek, který je v absolutńı hodnotě
nejvěťśı. Řádek s t́ımto prvkem vyměńıme s k-tým řádkem. Tento
proces se nazývá částečná nebo také sloupcová pivotace.

Gaussova eliminace, vyžaduje O
(
n3
)
, p̌resněji 2n3

3 +O
(
n2
)
,

operaćı s plovoućı řádovou čárkou.



Tř́ıdiagonálńı matice je matice, kde aij = 0 pro |i − j | > 1.

A =















s1 t1 0 0 . . . 0

r2 s2 t2 0 0

0 r3 s3 t3 0
...

. . .
...

0 0 rn−1 sn−1 tn−1

0 . . . 0 0 rn sn















Gaussova eliminace pro ťŕıdiagonálńı matice vyžaduje pouze O (n)
operaćı s plovoućı řádovou čárkou.



Gaussova eliminace je vhodná pro řešeńı soustav s malými plnými
maticemi.

Gaussova eliminace je vhodná také pro určité typy velkých ř́ıdkých
matic, nap̌r. pro ťŕıdiagonálńı matice.

U obecných velkých ř́ıdkých matic je ťreba dbát na to, aby
nedocházelo k zaplněńı matice, tj. aby z nulových prvk̊u nevznikaly
nenulové.



2. LU ROZKLAD

Matici soustavy A rozlož́ıme na součin A = LU, kde matice L je
dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a U je horńı
trojúhelńıková matice. Matici U źıskáme pomoćı Gaussovy
eliminace, matice L obsahuje koeficienty (s opačným znaménkem),
kterými násob́ıme řádky p̌ri eliminaci.

Soustavu Ax = b můžeme zapsat ve tvaru LUx = b. Označme
y := Ux. Potom řešeńı soustavy pomoćı LU-rozkladu spoč́ıvá v
řešeńı dvou trojúhelńıkových soustav: Ly = b a Ux = y.



Př́ıklad LU rozkladu:

A =







1 1 2

1 0 2

2 2 5







=







1 0 0

1 1 0

2 0 1













1 1 2

0 −1 0

0 0 1







︸ ︷︷ ︸

L

︸ ︷︷ ︸

U



Odvozeńı: Odečteńı lj ,i násobku j-tého řádku od i-tého řádku
matice A lze reprezentovat vynásobeńım matice A matićı Lj ,i , kde

i − tý sloupec

↓

Lj ,i :=





















1 0 0 0 . . . . . . 0 0

0 1 0 0 . . . . . . 0 0

0 0 1 0 . . . . . . 0 0
...

. . .
...

0 −lj ,i 1 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . . . . 1 0

0 0 . . . . . . 0 1





















← j − tý ř ádek



Potom

Lj,iA =
















1 0 . . . 0

0 1 0
...

...

0 . . . −lj,i . . . 1 . . . 0
...

...

0 0 . . . 0 1































a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

aj,1 aj,2 . . . aj,n
...

...
...

an1 an2 . . . ann
















=
















a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

aj,1 − lj,iai,1 aj,2 − lj,iai,2 . . . aj,n − lj,iai,n
...

...
...

an1 an2 . . . ann
















.



Koeficient lj ,i zvoĺıme tak, aby po vynásobeńı matićı Lj ,i byla ve
výsledné matici na pozici (j , i) nula. Dostaneme

Ln,n−1 . . .L3,1L2,1A = U,

kde U je horńı trojúhelńıková matice. Vyjáďŕıme A:

A = L−1
2,1L

−1
3,1 . . .L

−1
n,n−1U,

a polož́ıme L = L−1
2,1L

−1
3,1 . . .L

−1
n,n−1. Matice L má tvar













1 0 . . . 0

l2,1 1 0

l3,1 l3,2 1
...

ln,1 ln,2 . . . ln,n−1 1













a splňuje A = LU.



Doolittl̊uv algoritmus:
1. Nalezneme matice L, U pomoćı Gaussovy eliminace.
u11 = a11
for i = 1, . . . , n

li1 =
ai1
u11

end
for k = 2, . . . , n

u1k = a1k
for i = 2, . . . , k :

uik = aik −
∑i−1

j=1 lijujk
end
for i = k + 1, . . . , n:

lik = 1
ukk

(

aik −
∑k−1

j=1 lijujk

)

end
end
2. Řeš́ıme trojúhelńıkovou soustavu Ly = b.
3. Řeš́ıme trojúhelńıkovou soustavu Ux = y.



Pro obecné matice LU rozklad nemuśı existovat. Pro regulárńı
matice je vždy možné změnit pǒrad́ı řádk̊u matice tak, aby LU
rozklad existoval.

Také LU rozklad věťsinou provád́ıme s pivotaćı. Potom má rozklad
tvar PA = LU, kde P je permutačńı matice, tj. matice, která má v
každém řádku a sloupci právě jednu jedničku, jinak pouze nuly.
Vynásobeńı permutačńı matici je ekvivalentńı změně pǒrad́ı řádk̊u.



Řešeńı jedné soustavy pomoćı LU-rozkladu je podobně časově
náročné jako Gaussova eliminace, vyžaduje 2n3

3 +O
(
n2
)
operaćı s

plovoućı řádovou čárkou.

LU - rozklad je výhodné použ́ıt p̌redevš́ım p̌ri řešeńı v́ıce soustav se
stejnou matićı a r̊uznými pravými stranami. Potom provád́ıme
p̌ŕımý chod, který má složitost O

(
n3
)
, pouze jednou a pro každou

pravou stranu pak provád́ıme dvakrát zpětný chod, který vyžaduje
pouze O

(
n2
)
operaćı s plovoućı řádovou čárkou.



3. CHOLESKÉHO ROZKLAD

Pokud je matice soustavy A symetrická pozitivně definitńı, potom
lze použ́ıt Choleského rozklad A = LLT , kde L je dolńı
trojúhelńıková matice (nyńı nep̌redpokládáme jedničky na
diagonále).

Matici L vypočteme pomoćı vzorc̊u:

lrr =

(

arr −
r−1∑

s=1

l2rs

)1/2

, r = 1, . . . n,

lir =
1

lrr

(

air −
r−1∑

s=1

lrs lis

)

, i = r + 1, . . . n.

Potom řešeńı soustavy Ax = b je ekvivalentńı řešeńı soustav
Ly = b a LTx = y. Řešeńı soustavy pomoćı Choleského rozkladu
vyžaduje asi polovinu času a paměti ve srovnáńı s Gaussovou
eliminaćı a LU rozkladem.



Odvozeńı:

Pro symetrickou pozitivně definitńı matici A velikosti 3× 3
vyjáďŕıme součin A = LLT po složkách:






a1,1 a2,1 a3,1

a2,1 a2,2 a3,2

a3,1 a3,2 a3,3







=







l1,1 0 0

l2,1 l2,2 0

l3,1 l3,2 l3,3













l1,1 l2,1 l3,1

0 l2,2 l3,2

0 0 l3,3







=







l21,1 l1,1l2,1 l1,1l3,1

l1,1l2,1 l22,1 + l22,2 l2,1l3,1 + l2,2l3,2

l1,1l3,1 l2,1l3,1 + l2,2l3,2 l23,1 + l23,2 + l23,3







Dostaneme l1,1 =
√
a1,1, l2,1 =

a2,1
l1,1

, l2,1 =
a2,1
l1,1

, l2,2 =
√

a2,2 − l22,1,

l3,2 =
a3,2−l2,1l3,1

l2,2
, l3,3 =

√

a3,3 − l23,1 − l23,2.

Vzorce pro matici velikosti n× n odvod́ıme analogickým postupem.



SROVNÁŃI SLOŽITOSTI:

Metody pro soustavy s obecnou matićı:

METODA SLOŽITOST

Gaussova eliminace 2n3

3 +O
(
n2
)

Gaussova-Jordanova eliminace n3 +O
(
n2
)

LU rozklad 2n3

3 +O
(
n2
)

Choleského rozklad n3

3 +O
(
n2
)

(pro sym. poz. def.)

Metody pro soustavy s ťŕıdiagonálńı matićı:

METODA SLOŽITOST

Gaussova eliminace O (n)

LU rozklad O (n)



ITERAČŃI METODY:

Maticové iteračńı metody:

• Jacobiho

• Gaussova-Seidelova

• Superrelaxačńı metoda

Gradientńı iteračńı metody:

• Metoda sdružených gradient̊u



MATICOVÉ ITERAČŃI METODY:

ODVOZEŃI: Soustavu
Ax = b

uprav́ıme do tvaru

x = Bx+ c

a definujeme posloupnost vektor̊u

xi+1 = Bxi + c,

kde x0 je zvolený počátečńı vektor.



Konstruujeme posloupnost vektor̊u danou p̌redpisem:
xi+1 = Bxi + c, i = 0, 1, . . . ,
kde x0 je zvolený počátečńı vektor. Matice B a vektor c jsou
zvoleny tak, že pro p̌resné řešeńı x∗ původńı soustavy plat́ı
x∗ = Bx∗ + c.

VĚTA: Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence
Posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı soustavy Ax = b

právě tehdy, když ρ (B) < 1.

VĚTA: Postačuj́ıćı podḿınka konvergence
Posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı soustavy Ax = b,
pokud ‖B‖ < 1 pro libovolnou normu matice ‖ ‖.



1. JACOBIHO METODA:

Rozložme matici A:
A = D+ L+U,

kde D je diagonálńı matice, L je dolńı trojúhelńıková matice s
nulami na diagonále a U je horńı trojúhelńıková matice s nulami na
diagonále. Plat́ı

Ax = b⇔ Dx+ (L+U) x = b⇔ Dx = − (L+U) x+ b

⇔ x = −D−1 (L+U) x+D−1b.

Předpis Jacobiho metody:
xi+1 = −D−1 (L+U) xi +D−1b, i = 0, 1, . . . ,

Předpis Jacobiho metody rozepsaný po složkách:

x i+1
j = 1

ajj

(

bj −
∑j−1

k=1 ajkx
i
k −

∑n
k=j+1 ajkx

i
k

)












1 1 2 3

1 4 2 1

2 2 5 2

7 5 −3 1










=










0 0 0 0

1 0 0 0

2 2 0 0

7 5 −3 0










+










1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 5 0

0 0 0 1










+










0 1 2 3

0 0 2 1

0 0 0 2

0 0 0 0










︸ ︷︷ ︸

L

︸ ︷︷ ︸

D

︸ ︷︷ ︸

U



V tomto p̌ŕıpadě je tedy iteračńı matice dána vztahem
B = −D−1 (L+U) a posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı
právě tehdy, když ρ

(
−D−1 (L+U)

)
< 1.

Tuto podḿınku splňuj́ı nap̌ŕıklad osťre diagonálně dominantńı
matice, tj. matice pro kterou plat́ı

|aii | >
i−1∑

j=1

|aij |+
n∑

j=i+1

|aij | , i = 1, . . . , n.



2. GAUSSOVA-SEIDELOVA METODA:

Nyńı p̌ri výpočtu složek vektoru xi+1 použijeme ḿısto složek
vektoru xi složky vektoru xi+1, pokud již byly vypočteny.

Ax = b⇔ (D+ L) x+Ux = b⇔ (D+ L) x = −Ux+ b

⇔ x = − (D+ L)−1
Ux+ (D+ L)−1

b.

Předpis Gaussovy-Seidelovy metody:
xi+1 = − (D+ L)−1

Uxi + (D+ L)−1
b, i = 0, 1, . . . ,

Předpis Gaussovy-Seidelovy metody rozepsaný po složkách::

x i+1
j = 1

ajj

(

bj −
∑j−1

k=1 ajkx
i+1
k −∑n

k=j+1 ajkx
i
k

)



V tomto p̌ŕıpadě tedy posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı

právě tehdy, když ρ
(

− (D+ L)−1
U
)

< 1. Tuto podḿınku splňuj́ı

osťre diagonálně dominantńı matice a také symetrické pozitivně
definitńı matice.



3. SUPERRELAXAČŃI METODA:

Pro zrychleńı konvergence je možné použ́ıt modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, p̌ri které konstruujeme posloupnost
vektor̊u podle vzorce:

xi+1 = (1− ω) xi + ωx̃i+1,

kde

x̃i+1 = − (D+ L)−1
Uxi + (D+ L)−1

b, i = 0, 1, . . . .

Parametr ω se nazývá relaxačńı faktor a voĺı se z intervalu (0, 2),
obvykle ω ∈ (1, 2). Pro symetrické pozitivně definitńı matice
soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci posloupnosti xi

k řešeńı. Volbou ω = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu.



4. METODA SDRUŽENÝCH GRADIENTŮ:

Budeme p̌redpokládat, že matice soustavy A je symetrická
pozitivně definitńı. Potom řešeńı soustavy Ax = b je jediným
bodem, ve kterém má funkce

F (x) =
1

2
xTAx− xTb

minimum.

Posloupnost vektor̊u xi budeme konstruovat tak, že v i-tém kroku
zvoĺıme směr vi a urč́ıme č́ıslo αi tak, aby vektor

xi+1 = xi + αiv
i

byl bodem minima funkce F na p̌ŕımce xi + tvi , t ∈ R.



Volbou vi dostaneme konkrétńı metodu. V p̌ŕıpadě metody
sdružených gradient̊u voĺıme A-ortogonálńı vektory. To jsou
vektory, pro které plat́ı:

(
vj
)T

Avi = 0, i 6= j , a
(
vi
)T

Avi 6= 0.

Vektory konstruujeme postupně pomoćı rezidúı ri = b− Axi :

vi+1 = ri+1 + βiv
i ,

kde konstanta βi je zvolena tak, aby byla splněna A-ortogonalita
vektor̊u vi+1 a vi .

Daľśı iteračńı metody: MINRES, GMRES, BiCG a jejich modifikace



Algoritmus metody sdružených gradient̊u:

Je dáno: x0, A symetrická pozitivně definitńı, b.

r0 = b− Ax0, v0 = r0, i = 0

while
∥
∥ri
∥
∥
2
> ε and i < maximum iteraci

αi =
(ri)

T
vi

(vi )TAvi

xi+1 = xi + αiv
i

ri+1 = ri − αiAv
i

βi =
(ri+1)

T
ri+1

(ri )T ri

vi+1 = ri+1 + βiv
i

i = i + 1
end



Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u je
charakterizována odhadem

∥
∥
∥x

k − x∗
∥
∥
∥
A
≤ 2

(√

κ2 (A)− 1
√

κ2 (A) + 1

)k
∥
∥x0 − x∗

∥
∥
A
,

kde ‖·‖A je energetická norma

‖x‖A =
√
xTAx

a κ2 označuje č́ıslo podḿıněnosti vzhledem k ‖·‖2 normě

κ2 (A) = ‖A‖2
∥
∥A−1

∥
∥
2
.



Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u tedy záviśı na
č́ısle podḿıněnosti matice soustavy. Konvergenci můžeme urychlit
pomoćı p̌redpodḿıněńı. Mı́sto úlohy Ax = b budeme řešit úlohu

P−1AP−TPTx = P−1b,

tedy
Ãx̃ = b̃,

kde
Ã = P−1AP−T , x̃ = PTx, b̃ = P−1b.



Matice P se nazývá p̌redpodmiňovač a voĺıme ji tak, aby byla
regulárńı a aby č́ıslo podḿıněnosti matice P−1AP−T bylo menš́ı
než č́ıslo podḿıněnosti matice A.

Mezi nejjednoduš̌śı volbu paťŕı

P =










√
a11 0 . . . 0

0
√
a22 0

...
. . .

0 . . . 0
√
ann










.


