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http://kmd.fp.tul.cz

Katedra matematiky a didaktiky matematiky

Technická univerzita v Liberci



ITERAČŃI METODY:

Maticové iteračńı metody:

• Jacobiho

• Gaussova-Seidelova

• Superrelaxačńı metoda

Gradientńı iteračńı metody:

• Metoda sdružených gradient̊u



MATICOVÉ ITERAČŃI METODY:
ODVOZEŃI: Soustavu

Ax = b

uprav́ıme do tvaru

x = Bx + c

a definujeme posloupnost vektor̊u

xi+1 = Bxi + c,

kde x0 je zvolený počátečńı vektor.



Konstruujeme posloupnost vektor̊u danou p̌redpisem:
xi+1 = Bxi + c, i = 0, 1, . . . ,
kde x0 je zvolený počátečńı vektor. Matice B a vektor c jsou
zvoleny tak, že pro p̌resné řešeńı x∗ původńı soustavy plat́ı
x∗ = Bx∗ + c.

VĚTA: Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence
Posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı soustavy Ax = b
právě tehdy, když ρ (B) < 1.

VĚTA: Postačuj́ıćı podḿınka konvergence
Posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı soustavy Ax = b,
pokud pro některou maticovou normu ‖ ‖ plat́ı ‖B‖ < 1.



1. JACOBIHO METODA

Rozložme matici A:
A = D + L + U,
kde D je diagonálńı matice, L je dolńı trojúhelńıková matice s
nulami na diagonále a U je horńı trojúhelńıková matice s nulami na
diagonále. Plat́ı

Ax = b⇔ Dx + (L + U) x = b⇔ Dx = − (L + U) x + b
⇔ x = −D−1 (L + U) x + D−1b.

Předpis Jacobiho metody:
xi+1 = −D−1 (L + U) xi + D−1b, i = 0, 1, . . . ,

Předpis Jacobiho metody rozepsaný po složkách:
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V tomto p̌ŕıpadě je tedy iteračńı matice dána vztahem
B = −D−1 (L + U) a posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı
právě tehdy, když ρ

(
−D−1 (L + U)

)
< 1.

Tuto podḿınku splňuj́ı nap̌ŕıklad osťre diagonálně dominantńı
matice, tj. matice pro kterou plat́ı

|aii | >
i−1∑
j=1

|aij |+
n∑

j=i+1

|aij | , i = 1, . . . , n.



2. GAUSSOVA-SEIDELOVA METODA

Nyńı p̌ri výpočtu složek vektoru xi+1 použijeme ḿısto složek
vektoru xi složky vektoru xi+1, pokud již byly vypočteny.

Ax = b⇔ (D + L) x + Ux = b⇔ (D + L) x = −Ux + b
⇔ x = − (D + L)−1Ux + (D + L)−1 b.

Předpis Gaussovy-Seidelovy metody:
xi+1 = − (D + L)−1Uxi + (D + L)−1 b, i = 0, 1, . . . ,

Předpis Gaussovy-Seidelovy metody rozepsaný po složkách:
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V tomto p̌ŕıpadě tedy posloupnost xi konverguje k p̌resnému řešeńı

právě tehdy, když ρ
(
− (D + L)−1U

)
< 1. Tuto podḿınku splňuj́ı

osťre diagonálně dominantńı matice a také symetrické pozitivně
definitńı matice.



3. SUPERRELAXAČŃI METODA (SOR METODA)
Pro zrychleńı konvergence je možné použ́ıt modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, p̌ri které konstruujeme posloupnost
vektor̊u podle vzorce

x i+1
j = (1− ω) x ij + ωx̃ i+1

j ,

kde x̃ i+1
j vypočteme pomoćı jedné G.-S. iterace, tj.
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V maticovém zápisu dostaneme
Ax = b⇔ ωAx = ωb⇔ ((ω − 1)D + D + ωL + ωU) x = ωb⇔
(D + ωL) x = ωb− (ωU + (ω − 1)D) x,
tedy (D + ωL) xi+1 = ωb− (ωU + (ω − 1)D) xi .

Parametr ω se nazývá relaxačńı faktor a voĺı se z intervalu (0, 2),
obvykle ω ∈ (1, 2). Pro symetrické pozitivně definitńı matice
soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci posloupnosti xi

k řešeńı. Volbou ω = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu.



4. METODA SDRUŽENÝCH GRADIENTŮ

Budeme p̌redpokládat, že matice soustavy A je symetrická
pozitivně definitńı. Potom řešeńı soustavy Ax = b je jediným
bodem, ve kterém má funkce

F (x) =
1

2
xTAx− xTb

minimum.

Posloupnost vektor̊u xi budeme konstruovat tak, že v i-tém kroku
zvoĺıme směr vi a urč́ıme č́ıslo αi tak, aby vektor

xi+1 = xi + αiv
i

byl bodem minima funkce F na p̌ŕımce xi + tvi , t ∈ R.



Volbou vi dostaneme konkrétńı metodu. V p̌ŕıpadě metody
sdružených gradient̊u voĺıme A-ortogonálńı vektory. To jsou
vektory, pro které plat́ı:(

vj
)T

Avi = 0, i 6= j , a
(
vi
)T

Avi 6= 0.

Vektory konstruujeme postupně pomoćı rezidúı ri = b− Axi :

vi+1 = ri+1 + βiv
i ,

kde konstanta βi je zvolena tak, aby byla splněna A-ortogonalita
vektor̊u vi+1 a vi .

Daľśı iteračńı metody: MINRES, GMRES, BiCG a jejich modifikace



Algoritmus metody sdružených gradient̊u:

Je dáno: x0, A symetrická pozitivně definitńı, b.

r0 = b− Ax0, v0 = r0, i = 0

while
∥∥ri∥∥

2
> ε and i < maximum iteraci

αi =
(ri)

T
vi

(vi )TAvi

xi+1 = xi + αiv
i

ri+1 = ri − αiAv
i

βi =
(ri+1)

T
ri+1

(ri )T ri

vi+1 = ri+1 + βiv
i

i = i + 1
end



Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u je
charakterizována odhadem
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∥∥∥
A
≤ 2

(√
κ2 (A)− 1√
κ2 (A) + 1

)k ∥∥x0 − x∗
∥∥
A
,

kde ‖·‖A je energetická norma

‖x‖A =
√
xTAx

a κ2 označuje č́ıslo podḿıněnosti vzhledem k ‖·‖2 normě

κ2 (A) = ‖A‖2
∥∥A−1

∥∥
2
.



Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u tedy záviśı na
č́ısle podḿıněnosti matice soustavy. Konvergenci můžeme urychlit
pomoćı p̌redpodḿıněńı. Mı́sto úlohy Ax = b budeme řešit úlohu

P−1AP−TPTx = P−1b,

tedy
Ãx̃ = b̃,

kde
Ã = P−1AP−T , x̃ = PTx, b̃ = P−1b.



Matice P se nazývá p̌redpodmiňovač a voĺıme ji tak, aby byla
regulárńı a aby č́ıslo podḿıněnosti matice P−1AP−T bylo menš́ı
než č́ıslo podḿıněnosti matice A.

Mezi nejjednoduš̌śı volbu paťŕı
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