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ITERACNI METODY:

Maticové iteraéni metody:
e Jacobiho
e Gaussova-Seidelova
e Superrelaxaéni metoda
Gradientni iteraéni metody:

e Metoda sdruZenych gradientl



MATICOVE ITERACNI METODY:
ODVOZENI: Soustavu
Ax=b

upravime do tvaru

x=Bx+c
a definujeme posloupnost vektor
x T =Bx' +c,

kde x° je zvoleny potateéni vektor.



Konstruujeme posloupnost vektori danou predpisem:
xt1=Bx'+¢c, i=0,1,...,

kde x° je zvoleny potate¢ni vektor. Matice B a vektor ¢ jsou
zvoleny tak, Ze pro pfesné feSeni x* plvodni soustavy plati
x* = Bx* +c.

VETA: Nutn4 a postatujici podminka konvergence
Posloupnost x' konverguje k pfesnému ¥eSeni soustavy Ax = b
pravé tehdy, kdyz p(B) < 1.

VETA: Postatujici podminka konvergence
Posloupnost x' konverguje k pfesnému ¥eSeni soustavy Ax = b,
pokud pro n&kterou maticovou normu || || plati ||B|| < 1.



1. JACOBIHO METODA

Rozlozme matici A:

A=D+L+U,

kde D je diagondlni matice, L je dolni trojihelnikovd matice s
nulami na diagonéle a U je hornfi trojihelnikova matice s nulami na
diagonale. Plati

Ax=b< Dx+(L+U)x=b< Dx=—-(L+U)x+b
&x=-D1(L+U)x+ Db

P¥edpis Jacobiho metody:

x*tl = -D1(L+U)x+D b, i=0,1,...,

PYedpis Jacobiho metody rozepsany po slozkach:

i+1 1 NVl i N sl
X —aj-j<bj 2 =1 3jkX — Dk=j1 ajkxk>






V tomto pfipadé je tedy iteradni matice ddna vztahem
B = —D ! (L + U) a posloupnost x' konverguje k presnému ¥eseni
pravé tehdy, kdyz p (—D_1 (L+ U)) <1

Tuto podminku spliiuji nap¥iklad ostfe diagondln& dominantni
matice, tj. matice pro kterou plati

’3::\>Z|3U\+Z]au\ i:1,...,n.

Jj=i+1



2. GAUSSOVA-SEIDELOVA METODA

Nyni p¥i vypottu slozek vektoru x'*1 pouZijeme misto sloZek
vektoru x' slozky vektoru x/*1, pokud jiZ byly vypotteny.
Ax=b< (D+L)x+Ux=b< (D+L)x=-Ux+b
ox=—(D+L)'Ux+(D+L) b

P¥edpis Gaussovy—SeideIpvy metody:
xtl=—(D+L)'UxX +(D+L)'b, i=0,1,...,

P¥edpis Gaussovy-Seidelovy metody rozepsany po slozkéch:

i+1 1 . J—1 _ i+l 0 i
X T gy (bj = D=1 kX D k=jt1 aJka)



V tomto p¥ipadé tedy posloupnost x’ konverguje k presnému Yeeni
prévé tehdy, kdyz p (— (D+1L)! U) < 1. Tuto podminku splituji
ostfe diagondln& dominantni matice a také symetrické pozitivné
definitni matice.



3. SUPERRELAXACNI METODA (SOR METODA)

Pro zrychleni konvergence je moZné pouZit modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, p¥i které konstruujeme posloupnost
vektoril podle vzorce

i+1 _ I+1
X =(1- )x + wK;

kde >”<j+1 vypocteme pomoci jedné G.-S. iterace, tj.

)N(JH_l L( — > At - D k=jt1 aka”;)'

V maticovém zapisu dostaneme

Ax=b<s wAx=wb < (w—1)D+D +wL+wU)x =wb &
(D +wL)x =wb — (wU + (w — 1) D) x,

tedy (D + wL)x*! = wb — (wU + (w — 1) D) X/

Parametr w se nazyva relaxa¢ni faktor a voli se z intervalu (0, 2),
obvykle w € (1,2). Pro symetrické pozitivn& definitni matice
soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci posloupnosti x’
k ¥eSeni. Volbou w = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu.



4. METODA SDRUZENYCH GRADIENTU

Budeme predpokladat, Ze matice soustavy A je symetricka
pozitivné definitni. Potom YeSeni soustavy Ax = b je jedinym
bodem, ve kterém ma funkce

1
F(x)= EXTAX —x"b

minimum.

Posloupnost vektorli x' budeme konstruovat tak, Ze v i-tém kroku
zvolime smér v' a uréime &islo «; tak, aby vektor

X=X+ av

byl bodem minima funkce F na p¥imce x'+tvi, t e R.



Volbou v/ dostaneme konkrétni metodu. V p¥ipadé metody
sdruZenych gradientl volime A-ortogondlni vektory. To jsou
vektory, pro které plati:

(vj)TAvi:O, i#j, a (v")TAv"#O.

Vektory konstruujeme postupn& pomoci rezidui v’ = b — Ax':
vitl = ¢t 4 gyl

kde konstanta (3; je zvolena tak, aby byla spInéna A-ortogonalita
vektori vit1 a v'.

Dalsi iteraéni metody: MINRES, GMRES, BiCG a jejich modifikace



Algoritmus metody sdruZenych gradient(:

Je ddno: x°, A symetrickd pozitivn& definitni, b.
P=b—-Ax° v0=1¢% ;=0
while Hr’”2 > ¢ and i < maximum_iteraci
I’i TVi
= (5’))TAV’
X1 = xi + v

rtl = — a;AV

(ri+1)Tri+1
bi= i
vitl = it | gy
I=i+1

end



Rychlost konvergence metody sdruZenych gradienti je
charakterizovdna odhadem

*

K2 (A) 1 0 *
2| YV X =X 4,
kde ||| 4 je energetickd norma

Ix[[a = VxTAx

=

a ko oznaluje &islo podminénosti vzhledem k ||-||, normé&

k2 (A) = Al [|A7Y),.



Rychlost konvergence metody sdruZenych gradientl tedy zavisi na
¢isle podminénosti matice soustavy. Konvergenci miZeme urychlit
pomoci pfedpodminéni. Misto tlohy Ax = b budeme ¥esit tlohu

P IAP-TPTx =P !b,

tedy B _
AX = b,

kde



Matice P se nazyvd predpodmifioval a volime ji tak, aby byla
reguldrni a aby &islo podmin&nosti matice P~TAP~ 7T bylo meni
nez Cislo podminénosti matice A.

Mezi nejjednodussi volbu pat#
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