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ŘEŠEŃI SOUSTAV S OBDÉLŃIKOVOU MATIĆI

Uvažujme soustavu m rovnic s n neznámými:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

Definujme matice:

A :=















a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...

am1 am2 . . . amn















,Ab :=















a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm


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









,b :=
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









b1

b2

...

bm















Matice A se nazývá matice soustavy, matice Ab se nazývá
rozš́ı̌rená matice soustavy. Vektor b se nazývá vektor pravé strany.



Symbolem h (M) budeme značit hodnost matice M, tj. počet
lineárně nezávislých řádk̊u matice M.

Matice M se nazývá ortonormálńı, jestliže

MTM = I,

kde I je jednotková matice.



FROBENIOVA VĚTA:

Uvažujme soustavu Ax = b s matićı A o rozměrech m × n. Plat́ı

1) Je-li h (A) 6= h (Ab), potom soustava Ax = b nemá řešeńı.

2) Je-li h (A) = h (Ab) a h (A) = n, potom soustava Ax = b má
právě jedno řešeńı.

3) Je-li h (A) = h (Ab) a h (A) < n, potom soustava Ax = b má
nekonečně mnoho řešeńı.



Řekneme, že matice A+ ∈ R
n×m je pseudoinverzńı matice k matici

A ∈ R
m×n, jestliže plat́ı:

a) A+AA+ = A+,

b) AA+A = A,

c) (A+A)
T
= A+A,

d) (AA+)
T
= AA+.



VĚTA:
1) Jestliže soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı, potom
x = A+b je řešeńı s nejmenš́ı Euklidovskou normou.
2) Jestliže soustava Ax = b má právě jedno řešeńı, potom
x = A+b je řešeńı soustavy.
3) Jestliže soustava Ax = b nemá řešeńı, potom x = A+b je tzv.
nejlepš́ı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, tj. plat́ı

‖b− Ax‖
2
≤ ‖b− Ay‖

2
, y ∈ R

n.

Č́ıslo podḿıněnosti matice A ∈ R
m×n je definováno

cond (A) = ‖A‖
∥

∥A+
∥

∥ . (1)



METODY ŘEŠEŃI SOUSTAV S OBDÉLŃIKOVOU MATIĆI

• Řešeńı pomoćı soustavy normálńıch rovnic

• Singulárńı rozklad matice



1. SOUSTAVA NORMÁLŃICH ROVNIC

VĚTA: Uvažujme soustavu Ax = b s matićı A o rozměrech m × n.
Předpokládejme, že m > n a h (A) = n. Potom soustava

ATAx = ATb

má právě jedno řešeńı x∗ a toto řešeńı x∗ je řešeńım soustavy
Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Soustava ATAx = ATb se nazývá soustava normálńıch rovnic.



Pokud n je výrazně menš́ı než m, potom je soustava normálńıch
rovnic výrazně menš́ı než původńı soustava.

Matice normálńı soustavy je symetrická pozitivně definitńı a k
jej́ımu řešeńı je tedy vhodné použ́ıt Choleského rozklad.

Č́ıslo podḿıněnosti matice soustavy normálńıch rovnic je rovna
kvadrátu č́ısla podḿıněnosti matice původńı soustavy:

κ

(

ATA
)

= κ2 (A) .

Pro soustavy se špatně podḿıněnou matićı je tedy řešeńı soustavy
normálńıch rovnic špatně podḿıněný problém.

Pseudoinverzńı matici lze tedy vypoč́ıtat pomoćı vztahu:

A+ =
(

ATA
)−1

AT .



2. SINGULÁRŃI ROZKLAD

VĚTA: Každou matici A ∈ R
m×n lze rozložit na součin

A = UΣVT ,

kde U ∈ R
m×m, V ∈ R

n×n jsou ortonormálńı matice a matice
Σ ∈ R

m×n je diagonálńı,

Σ = diag (σ1, σ2, . . . , σk) , k = min (m, n) ,

jej́ıž diagonálńı prvky splňuj́ı

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > σr+1 = . . . = σk = 0,

kde r = h (A).



Je dána matice

A =

(

1 1 −1

1 1 1

)

.

Potom A = UΣVT , kde

U =





− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2



 ,Σ =

(

2 0 0

0
√
2 0

)

,V =









− 1√
2

0 1√
2

− 1√
2

0 − 1√
2

0 1 0











Prvky σ1, σ2, . . . , σk se nazývaj́ı singulárńı č́ısla matice A.

i-tý sloupec matice U znač́ıme ui a nazýváme i-tý levý singulárńı
vektor.

i-tý sloupec matice V znač́ıme vi a nazýváme i-tý pravý singulárńı
vektor.

Zřejmě plat́ı

uTi A = σiv
T

i , Avi = σiui , i = 1, 2, . . . , k .



Č́ısla λ1, . . . , λr jsou nenulová vlastńı č́ısla matice A
T
A ⇔

λ1, . . . , λr jsou nenulová vlastńı č́ısla matice AA
T ⇔

σ1 =
√
λ1, . . . , σr =

√
λr jsou nenulová singulárńı č́ısla matice A.

Vektory ui jsou normované vlastńı vektory matice AA
T .

Vektory vi jsou normované vlastńı vektory matice A
T
A.



UŽIT́I SINGULÁRŃIHO ROZKLADU:

1. Výpočet pseudoinverzńı matice:

A+ = VΣ+UT ,

kde Σ+ ∈ R
n×m je diagonálńı matice

Σ+ = diag

(

1

σ1
,
1

σ2
, . . . ,

1

σr
, 0, . . . , 0

)

.

2. Výpočet hodnosti matice: hodnost matice je rovna počtu
nenulových singulárńıch č́ısel.

3. Určeńı spektrálńı normy matice:

‖A‖
2
= σ1,

tedy spektrálńı norma matice je rovna maximálńımu singulárńımu
č́ıslu.



4. Výpočet podḿıněnosti matice vzhledem ke spektrálńı normě:

condA =
σ1

σr
.

5. Výpočet báze nulového prostoru matice A: Vektory vr+1, . . . , vk
tvǒŕı bázi nulového prostoru matice A, singulárńı rozklad lze tedy
použ́ıt pro výpočet řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch
algebraických rovnic.

6. Výpočet báze oboru hodnot matice A: Vektory u1, . . . ,ur tvǒŕı
bázi prostoru R (A) = {y ∈ R

m : ∃x ∈ R
n takové, že Ax = y} .


