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RESENI SOUSTAV S OBDELNIKOVOU MATICI

UvaZujme soustavu m rovnic s n nezndmymi:

a1y + apxe + ... + axn = b
aix1 + anxe + ... 4+ amxp = b
amiXi + amx + ... + ampnXn = bm

Definujme matice:

dil1 4d12 ... din di1 412 ... din b1
dop1 da2 ... aop d21 a2 ... ap b2

A:= . . . 7Ab = . . . . b=
aml am2 --- amn ami am2 --- amn bm

Matice A se nazyva matice soustavy, matice Ay se nazyva
rozsifend matice soustavy. Vektor b se nazyva vektor pravé strany.



Symbolem h (M) budeme zna&it hodnost matice M, tj. pocet
linedrn& nezavislych ¥adkd matice M.

Matice M se nazyva ortonormalni, jestlize
MM =1,

kde | je jednotkova matice.



FROBENIOVA VETA:

UvaZujme soustavu Ax = b s matici A o rozmérech m x n. Plati
1) Je-li h(A) # h(Ap), potom soustava Ax = b nema FeSeni.

2) Je-li h(A) = h(Ap) a h(A) = n, potom soustava Ax = b ma
pravé jedno FeSeni.

3) Je-li h(A) = h(Ap) a h(A) < n, potom soustava Ax = b ma
nekone&n& mnoho fedeni.



Rekneme, e matice AT € R™™ je pseudoinverzni matice k matici
A € R™*" jestlize platf:

a) ATAAT = AT,

b) AAtA = A,

<) (ATA)" = A*A,

d) (AAT)T = AA*.



VETA:

1) Jestlize soustava Ax = b ma nekone&n& mnoho ¥eSeni, potom
x = A"b je ¥eSeni s nejmendi Euklidovskou normou.

2) Jestlize soustava Ax = b m3 pravé jedno Feseni, potom

x = ATb je ¥eSeni soustavy.

3) Jestlize soustava Ax = b nem3 Yegeni, potom x = ATb je tzv.
nejlepsi ¥eSeni ve smyslu nejmensich &tverci, tj. plati

Ib— Ax|[, <|b—Ayl,, yeR"

Cislo podmin&nosti matice A € R™*" je definovano

cond (A) = ||A[| [|AT]| . (1)



METODY RESENi SOUSTAV S OBDELNIKOVOU MATICI

e Reseni pomoci soustavy normalnich rovnic

e Singularni rozklad matice



1. SOUSTAVA NORMALNICH ROVNIC

VETA: UvaZujme soustavu Ax = b s matici A o rozmé&rech m x n.
P¥edpoklddejme, Ze m > n a h(A) = n. Potom soustava

ATAx=ATb

m3a pravé jedno FeSeni x* a toto FeSeni x* je FeSenim soustavy
Ax = b ve smyslu nejmensich &tverci.

Soustava ATAx = ATb se nazyva soustava normalnich rovnic.



Pokud n je vyrazn& mensi nez m, potom je soustava normalnich
rovnic vyrazn& mens$i nez pivodni soustava.

Matice normalni soustavy je symetrickd pozitivné definitni a k
jejimu Yeseni je tedy vhodné pouzit Choleského rozklad.

Cislo podminénosti matice soustavy normalnich rovnic je rovna
kvadrdtu &isla podminénosti matice plivodni soustavy:

K (ATA> = k2 (A).

Pro soustavy se Spatné podminénou matici je tedy FeSeni soustavy
normalnich rovnic $patné podminény problém.

Pseudoinverzni matici lze tedy vypocitat pomoci vztahu:

-1
At — (ATA) AT



2. SINGULARNI ROZKLAD

VETA: Kazdou matici A € R™*" |ze rozlo¥it na soudin
A=UxzV',

kde U € R™*™ V € R™" jsou ortonormalni matice a matice
Y € R™*" je diagondlni,

Y = diag(o1,02,...,0k), k =min(m,n),
jejiz diagonalni prvky spliuji
012002 ...20,>041=...=0,=0,

kde r = h(A).



Je ddna matice
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YavYs

Prvky 01,09, ...,0k se nazyvaji singularni ¢isla matice A.

i-ty sloupec matice U znalime u; a nazyvame i-ty levy singularni
vektor.

i-ty sloupec matice V znalime v; a nazyvdme j-ty pravy singuldrni
vektor.

Ztejmé plati

u,-TA:O','VT AV,':U,'I.I,'7 i:1,2,...,k.

i



Cisla A1,..., A, jsou nenulova vlastni &isla matice ATA &
A, ..., A\ jsou nenulova vlastni &isla matice AAT <
01 =+VA1,...,0, = /A, jsou nenulova singuldrni &isla matice A.

Vektory u; jsou normované vlastni vektory matice AAT .

Vektory v; jsou normované vlastni vektory matice AT A.



UZITi SINGULARNIHO ROZKLADU:
1. Vypocet pseudoinverzni matice:

At =VvIftuT,
kde X € R™™ je diagondlni matice

11 1
>:+—d1ag< — ...,,0,...,0).

o1 0o oy

2. Vypocet hodnosti matice: hodnost matice je rovna poctu
nenulovych singuldrnich &isel.

3. Uréeni spektralni normy matice:
1A[ly = o1,

tedy spektralni norma matice je rovna maximalnimu singularnimu
&islu.



4. Vypolet podminénosti matice vzhledem ke spektralni normé:

g1
condA = —.
Or

5. Vypocet baze nulového prostoru matice A: Vektory v,11,...,vg
tvofi bazi nulového prostoru matice A, singularni rozklad |ze tedy
pouZit pro vypolet ¥eSeni homogenni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic.

6. Vypoclet baze oboru hodnot matice A: Vektory uy, ..., u, tvofi
bazi prostoru R (A) = {y € R™ : Ix € R" takové, ze Ax=y}.



