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INTERPOLACE

Úloha: Určete funkci, která nabývá v daných bodech x0, . . . , xn,
p̌redepsané hodnoty f (x0) , . . . , f (xn), p̌ŕıpadně p̌redepsané
hodnoty derivaćı f ′ (x0) , . . . , f ′ (xn).

Interpolace je aproximace funkce jinou funkćı, která v daných
bodech nabývá p̌redepsaných hodnot, p̌ŕıpadně p̌redepsaných
hodnot derivaćı.

Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı uzly.

• Lagrangeova interpolace

• Hermiteova interpolace

• Interpolace pomoćı splinů



1. LAGRANGEOVA INTERPOLACE

Lagrangeova interpolace je aproximace funkce pomoćı polynomu,
který v daných bodech nabývá p̌redepsaných hodnot.

Uvažujme funkci f , která je definována na intervalu [a, b]. Mějme
dáno n + 1 navzájem r̊uzných bodů x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] a k nim
p̌ŕıslušné funkčńı hodnoty f (x0) , f (x1) , . . . , f (xn).

Polynom P stupně nejvýše n, pro který plat́ı

P (xi ) = f (xi ) , i = 0, 1, . . . , n,

se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı polynom.



VĚTA: Necht’ je funkce f definována na intervalu [a, b] a necht’

x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] jsou navzájem r̊uzné body. Potom existuje
právě jeden polynom stupně nejvýše n, pro který plat́ı

P (xi ) = f (xi ) , i = 0, 1, . . . , n,

Tento polynom lze vyjáďrit v tzv. Lagrangeově tvaru

P (x) =
n∑

i=0

li (x) f (xi ) ,

kde

li (x) =

n∏
j=0,j 6=i

(x − xj)

n∏
j=0,j 6=i

(xi − xj)

.



Odhad chyby:

Pokud nav́ıc f ∈ Cn+1 ([a, b]), potom plat́ı

|f (x)− P (x)| ≤
max
y∈[a,b]

∣∣f n+1 (y)
∣∣

(n + 1)!
|ωn+1 (x)| , x ∈ [a, b] ,

kde

ωn+1 (x) =
n∏

j=0

(x − xj) .

Cn+1 ([a, b]) označuje množinu všech funkćı definovaných na
intervalu [a, b], které maj́ı spojité parciálńı derivace až do řádu
n + 1.



Graf funkce |ω9 (x)| pro uzly −4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4.



Odhad chyby interpolace záviśı na vlastnostech interpolované
funkce f a také na rozložeńı interpolačńıch uzl̊u.

Nap̌ŕıklad pro ekvidistantńı uzly xi = a + ih, h = (b − a) /n,
i = 0, . . . , n, se funkce ωn+1 pro velká n v bĺızkosti okraj̊u velmi
měńı a nabývá zde velkých hodnot.

Interpolačńı polynomy vyš̌śıch stupňů často zejména na okraj́ıch
osciluj́ı. Tomu ř́ıkáme Rungeho jev. Proto interpolace polynomem
velkého stupně věťsinou neńı p̌ŕılǐs vhodná.



PŘ́IKLAD: Funkce f (x) = sin x a jej́ı Lagrange̊uv interpolačńı
polynom P pro uzly −4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4.



PŘ́IKLAD: Určete Lagrange̊uv interpolačńı polynom, jehož graf
procháźı body [−4, 1/17], [−3, 1/10], [−2, 1/5], [−1, 1/2], [0, 1],
[1, 1/2], [2, 1/5], [3, 1/10], [4, 1/17].



Lagrange̊uv interpolačńı polynom



Funkce f (x) = 1
1+x2

a jej́ı Lagrange̊uv interpolačńı polynom



Newtonův tvar Lagrangeova interpolačńıho polynomu

Pro n + 1 r̊uzných bodů x0, . . . , xn je prvńı poměrná diference
definována vzorcem

f [x0, x1] =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

a n-tá poměrná diference je definována rekurentně vzorcem

f [x0, . . . xn] =
f [x1, . . . xn]− f [x0, . . . xn−1]

xn − x0
.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom lze psát v Newtonově tvaru:

P (x) = f (x0) + (x − x0) f [x0, x1] + (x − x0) (x − x1) f [x0, x1, x2] +

+ . . . + (x − x0) . . . (x − xn−1) f [x0, . . . xn] .

Tento způsob vyžaduje méně operaćı než výpočet pomoćı
Lagrangeova vzorce.

Chceme-li do již vypočteného interpolačńıho polynomu zahrnout
daľśı uzel a daľśı funkčńı hodnotu, potom v Newtonově vzorci
pouze p̌ribude daľśı člen.



2. HERMITEOVA INTERPOLACE

Interpolačńı polynom stupně 2n + 1, který v daných uzlech nabývá
p̌redepsaných funkčńıch hodnot a jehož prvńı derivace nabývá
p̌redepsaných hodnot, se nazývá Hermite̊uv interpolačńı polynom.

VĚTA: Necht’ je funkce f definována a diferencovatelná na
intervalu [a, b] a necht’ x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] jsou navzájem r̊uzné
body. Potom existuje právě jeden polynom stupně nejvýše 2n + 1,
pro který plat́ı

P (xi ) = f (xi ) , P ′ (xi ) = f ′ (xi ) , i = 0, 1, . . . , n.

Pokud nav́ıc f ∈ C 2n+2 ([a, b]), potom plat́ı

|f (x)− P (x)| ≤
max
y∈[a,b]

∣∣f 2n+2 (y)
∣∣

(2n + 2)!
|ωn+1 (x)| .



PŘ́IKLAD: Určete Hermite̊uv interpolačńı polynom funkce
f (x) = 1

1+x2
pro uzly −4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4.



3. INTERPOLACE POMOĆI SPLINŮ

Spline je po částech polynomiálńı funkce, která má spojité derivace
do určitého řádu.

Necht’ x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] jsou navzájem r̊uzné body, pro které
plat́ı

x0 < x1 < . . . < xn.

Funkci, která je na každém intervalu [xi , xi+1], i = 0, . . . , n,
polynomem stupně nejvýše k a která má v intervalu [x0, xn] spojité
derivace až do řádu k − 1, nazýváme (obyčejným) splinem řádu k .



Pro danou funkci f definovanou na intervalu [x0, xn] je p̌ŕıslušný
interpolačńı spline s řádu k určen podḿınkami:

f (xi ) = s (xi ) , i = 0, . . . n,

a

s
(j)
i (xi ) = s

(j)
i+1 (xi ) , j = 0, . . . k − 1, i = 1, . . . n − 1,

kde si = s|[xi−1,xi ].

Takto definovaný spline řádu k pro danou funkci f neńı určen
jednoznačně. Spline je určen k + 1 parametry na každém intervalu
[xi , xi+1], i = 0, . . . n − 1, tedy celkem n (k + 1) parametry. Pro
interpolaci pomoćı splinu máme však pouze n + 1 podḿınek na
funkčńı hodnoty a k (n − 1) podḿınek na spojitost a spojitost
derivaćı, chyb́ı k − 1 podḿınek.



Konstrukce lineárńıho interpolačńıho splinu

Lineárńı interpolačńı spline interpoluj́ıćı danou funkci f uzlech
x0, . . . , xn, které jsou sěrazeny vzestupně, je dán vztahem:

s (x) = f (xi ) + (x − xi )
f (xi+1)− f (xi )

xi+1 − xi
,

kde x ∈ [xi , xi+1] , i = 0, . . . , n − 1.



PŘ́IKLAD: Určete lineárńı interpolačńı spline, jehož graf procháźı
body [−4, 1/17], [−3, 1/10], [−2, 1/5], [−1, 1/2], [0, 1], [1, 1/2],
[2, 1/5], [3, 1/10], [4, 1/17].



Kubický spline

Kubický spline je spline ťret́ıho řádu.

Přidáme-li podḿınky s ′ (x0) = f ′ (x0), s ′ (xn) = f ′ (xn), dostaneme
obyčejný kubický spline.

Přidáme-li ḿısto nich podḿınky s ′′ (x0) = s ′′ (xn) = 0, dostaneme
p̌rirozený kubický spline.



Konstrukce kubického interpolačńıho splinu
Budeme konstruovat kubický spline splňuj́ıćı podḿınku

s ′′ (x0) = f0, s ′′ (xn) = fn,

kde f0 a fn jsou dané hodnoty.

Označme Mi = s ′′ (xi ), hi = xi+1 − xi , i = 0, . . . , n.
Potom M0 = f0, Mn = fn a ostatńı hodnoty Mi urč́ıme řešeńım
soustavy:

hi−1Mi−1 + 2 (hi + hi−1)Mi + hiMi+1 =

= 6

(
f (xi+1)− f (xi )

hi
− f (xi )− f (xi−1)

hi−1

)
,

kde i = 1, . . . n − 1.

Matice soustavy je ťŕıdiagonálńı, osťre diagonálně dominantńı a
regulárńı.



Po nalezeńı hodnot Mi urč́ıme spline pomoćı vztahu:

s (x) =
(x − xi )

3

6hi
Mi+1 +

(xi+1 − x)3

6hi
Mi + (x − xi )Ai + Bi ,

kde x ∈ [xi , xi+1], i = 0, . . . , n − 1,

Ai =
f (xi+1)− f (xi )

hi
− Mi+1hi −Mihi

6

a

Bi = f (xi )−
Mih

2
i

6
.



PŘ́IKLAD: Určete kubický interpolačńı spline, jehož graf procháźı
body [−4, 1/17], [−3, 1/10], [−2, 1/5], [−1, 1/2], [0, 1], [1, 1/2],
[2, 1/5], [3, 1/10], [4, 1/17].



Lagrange̊uv polynom lineárńı spline kubický spline



VĚTA: Jestliže x0 < x1 < . . . < xn, f ∈ C 4 ([x0, xn]) a
∣∣f 4 (x)

∣∣ < K
pro x ∈ [a, b]. Potom pro kubický spline s interpoluj́ıćı funkci f v
uzlech x0, . . . , xn, který splňuje s ′ (x0) = f ′ (x0), s ′ (xn) = f ′ (xn),
plat́ı

s → f , s ′ → f ′, s ′′ → f ′′, s ′′′ → f ′′′,

pro h = maxi=1,...,n |xi − xi−1| → 0.


