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INTERPOLACE

Uloha: Urete funkei, kters nabyva v danych bodech xg, ..., x,,
predepsané hodnoty f (xp),...,f (x,), pfipadné& predepsané
hodnoty derivaci ' (xo), ..., " (xn).

Interpolace je aproximace funkce jinou funkci, kterd v danych
bodech nabyva ptfedepsanych hodnot, pfipadné pfedepsanych
hodnot derivaci.

Body xg, x1, . .., X, Se nazyvaji uzly.
e Lagrangeova interpolace

e Hermiteova interpolace

e Interpolace pomoci splind



1. LAGRANGEOVA INTERPOLACE

Lagrangeova interpolace je aproximace funkce pomoci polynomu,
ktery v danych bodech nabyvd predepsanych hodnot.

UvaZujme funkci f, kterd je definovdna na intervalu [a, b]. M&me
déno n+ 1 navzdjem riznych bodi xp, x1,...,x, € [a, b] a k nim
ptislusné funkéni hodnoty f (xp),f (x1),...,f (xn).

Polynom P stupné nejvyse n, pro ktery plati
P(xj))="f(x), i=0,1,...,n,

se nazyvd Lagrangelv interpolaéni polynom.



VETA: Necht je funkce f definovana na intervalu [a, b] a necht
X0, X1, - - -, Xn € [a, b] jsou navzdjem rizné body. Potom existuje
pravé jeden polynom stupné nejvyse n, pro ktery plati

P(xj)=f(x), i=0,1,...,n,

Tento polynom lze vyjadFit v tzv. Lagrangeové tvaru

Z/ ) (%),

kde



Odhad chyby:
Pokud navic f € C™1 ([a, b]), potom plati

n+1
Jmae [ )]

£ = POl < gy

w1 (X)], x € [a, b],

kde

n

wnr (x) = ] (= ).

j=0

C"™1([a, b]) oznatuje mnoZinu viech funkci definovanych na
intervalu [a, b], které maji spojité parcidlni derivace aZ do ¥adu
n+ 1.



Graf funkce |wg (x)| pro uzly —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4.

5000

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500




Odhad chyby interpolace zavisi na vlastnostech interpolované
funkce f a také na rozloZeni interpolacnich uzld.

Napfiklad pro ekvidistantni uzly x; = a+ ih, h= (b — a) /n,
i=0,...,n, se funkce wp11 pro velkd n v blizkosti okraji velmi
méni a nabyva zde velkych hodnot.

Interpolaéni polynomy vysSich stupfiti éasto zejména na okrajich
osciluji. Tomu ¥ikdme Rungeho jev. Proto interpolace polynomem
velkého stupné& vétSinou neni pFilis vhodna.



PRIKLAD: Funkce f (x) = sinx a jeji Lagrangelv interpola&ni

polynom P pro uzly —4,—-3,—-2,—-1,0,1,2,3,4.
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PRIKLAD: Uréete Lagrangeiv interpolaéni polynom, jehoZ graf
prochdzi body [—4,1/17], [-3,1/10], [-2,1/5], [-1,1/2], [0,1],
[1.1/2], [2,1/5], [3,1/10], [4,1/17].
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Lagrangeliv interpolaéni polynom
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Funkce f (x) = ﬁlﬁ a jeji Lagrangedv interpola¢ni polynom




Newtoniv tvar Lagrangeova interpolaéniho polynomu

Pro n+ 1 riznych bodl xp, ..., x, je prvni pomérna diference
definovdna vzorcem

f0a) = f ()

f [x0,x1] = o

a n-td pomé&rnd diference je definovana rekurentné vzorcem

flxi,...xa] = f[x0,. .. Xn-1]

flxo,...-xn] = a—
n

Lagrangelv interpolaéni polynom lze psat v Newtonové tvaru:

P(x) = f(x)+ (x—x0)f[x0,x1] + (x — x0) (x — x1) f [x0, x1, x2] +
+..o.+(x—x0)...(x = Xn—1) X0, - - - Xn] -

Tento zplisob vyZaduje méné& operaci neZ vypolet pomoci

Lagrangeova vzorce.

Chceme-li do jiz vypo&teného interpolagniho polynomu zahrnout
dalsi uzel a dalsi funkéni hodnotu, potom v Newtonové vzorci
pouze pfibude dalsi &len.



2. HERMITEOVA INTERPOLACE

Interpolaéni polynom stupné 2n + 1, ktery v danych uzlech nabyva
pfedepsanych funk&nich hodnot a jehoZ prvni derivace nabyva
ptedepsanych hodnot, se nazyva Hermitelv interpolaéni polynom.

VETA: Necht je funkce f definovéna a diferencovatelna na
intervalu [a, b] a necht xp,x1,..., X, € [a, b] jsou navzdjem riizné
body. Potom existuje pravé jeden polynom stupné nejvyse 2n + 1,
pro ktery plati

P(xi)="f(x), P (x)=Ff(x), i=0,1,....n
Pokud navic f € C2*2([a, b]), potom plati
max |22 (y)|

0 = POl < " gy bonsn (1




PRIKLAD: Uréete Hermitetiv interpolaéni polynom funkce
f (X) = rlXQ pro UZ|y _47 _37 _27 _17 07 ]-7 27 37 4.
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3. INTERPOLACE POMOCI SPLINU

Spline je po &stech polynomialni funkce, kterd ma spojité derivace
do urditého ¥adu.
Necht xg, x1, ..., X, € [a, b] jsou navzdjem riizné body, pro které
plati

X0 < Xx1 <...<Xp.

Funkci, kterd je na kazdém intervalu [x;, xj+1], i =0,...,n,
polynomem stupn& nejvyse k a kterd ma v intervalu [xg, x,] spojité
derivace aZ do ¥adu k — 1, nazyvdme (oby&ejnym) splinem ¥adu k.



Pro danou funkci f definovanou na intervalu [xp, x,] je p¥islusny
interpolaéni spline s ¥adu k uréen podminkami:

f(X,'):S(X,'), i:0,...n,

D) =sD (), j=0,..ck=1, i=1...n—-1,

kde s;j = s|[x_; x]-

Takto definovany spline ¥adu k pro danou funkci f neni uréen
jednozna&né&. Spline je uren k + 1 parametry na kaZzdém intervalu
[xi,xit1], i=0,...n—1, tedy celkem n(k + 1) parametry. Pro
interpolaci pomoci splinu mame vSak pouze n+ 1 podminek na
funk&ni hodnoty a k (n — 1) podminek na spojitost a spojitost
derivaci, chybi kK — 1 podminek.



Konstrukce linearniho interpolaéniho splinu

Linedrni interpolaéni spline interpolujici danou funkci f uzlech
X0, - - - » Xn, které jsou sefazeny vzestupné, je dan vztahem:
f (xi41) — f (xi)

) = £ (x) + (x =) T

kde x € [x;, x;+1], =0,...,n—1.



PRIKLAD: Ur&ete linedrni interpolaéni spline, jehoZ graf prochazi
body [—4,1/17], [-3,1/10], [-2,1/5], [-1,1/2], [0,1], [1,1/2],
[2,1/5], [3,1/10], [4,1/17].

-02 Il Il Il Il Il Il Il
“4 R B R



Kubicky spline

Kubicky spline je spline tfetiho ¥adu.

P¥iddme-li podminky s’ (xo) = ' (x0), s’ (xn) = ' (xn), dostaneme
obycejny kubicky spline.

P¥iddme-li misto nich podminky s” (xp) = s” (x») = 0, dostaneme
ptirozeny kubicky spline.



Konstrukce kubického interpolagniho splinu
Budeme konstruovat kubicky spline spliiujici podminku

S// (XO) — f07 S// (Xn) - fl‘h

kde fy a f, jsou dané hodnoty.

Oznatme M; = 5" (x;), hj = xj31 — x;, i =0,...,n.
Potom My = fy, M, = f, a ostatni hodnoty M; ur&ime ¥eSenim
soustavy:

hi_1M;_1 4+ 2 (hj + hi_1) M; + hiMj 11 =

—6 <f(xi+1)hi— f(xi) _ f(x) ;i_fl(xi—l)> ’

kdei=1,...n—1.

Matice soustavy je tfidiagonalni, ostfe diagonaln& dominantni a
reguldrni.



Po nalezeni hodnot M; uréime spline pomoci vztahu:

3
X — X;
s(x) = (6/7,)Mi+1 +

. A
WM,- +(x—x) A + B,

kde x € [xj, Xj+1], i =0,...,n—1,

f(xip1) —f(xi) Mig1hi — Mih;
h; 6

Ai =

. M;h?



PRIKLAD: Urtete kubicky interpolaéni spline, jehoZ graf prochdzi
body [—4,1/17], [-3,1/10], [-2,1/5], [-1,1/2], [0,1], [1,1/2],
[2,1/5], [3,1/10], [4,1/17].
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Lagrangelv polynom linedrni spline kubicky spline




VETA: Jestlize xg < x1 < ... < X, f € C*([x0, x]) a 14 (x)] < K
pro x € [a, b]. Potom pro kubicky spline s interpolujici funkci f v

uzlech xo, ..., x,, ktery spliiuje s’ (x0) = ' (x0), s’ (xn) = ' (xn),
plati

s—f, s—=f, =

pro h = maxj=1__n|x — xi—1| = 0.



