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NUMERICKA INTEGRACE

/abf(x) dx,

Uloha: Vypottéte

kde a,b € R.

Metody vypoctu:
e Vypocet pomoci primitivni funkce k funkci f (symbolicky
vypolet)
e Vypolet pomoci Taylorovy Fady funkce f

e Numerickd integrace

Numericka integrace funkce jedné proménné se také nazyva
kvadratura. Numerickd integrace funkce vice prom&nnych se také
nazyva kubatura.



NUMERICKA INTEGRACE

Dany integrdl budeme pocitat pfiblizné pomoci soultu:
b n
I(f) :/ f (x)dx ~ Zw;f(x;),
a i=0

kde x; € [a, b] se nazyvaji uzly, w; € R se nazyvaji vahy.
Vyraz na pravé strané se nazyva kvadraturni vzorec, oznacime
Qn (f) = il wif ().

Chybu budeme definovat predpisem E, (f) = I (f) — Qn (f).
Rekneme, 7e kvadraturni vzorec Q, (f) je ¥adu k, jestlize plati

E, (P (x)) =0,

pro v8echny polynomy P stupné nejvyse k.



(JEDNODUCHE) NEWTON-COTESOVY VZORCE

Definujme krok metody h = (b — a) /n. Budeme uvaZovat
ekvidistantni uzly x; = a+ih, i =0,..., n, nebo
x,-:a+(i—%) h,i=1,...,n Potom

/abf(x)dx%/aan(x)dx,

kde P, je Lagrangelv interpola&ni polynom stupn& n pro funkci f a
dané uzly.

Tento polynom lze vyjadFit v tzv. Lagrangeové tvaru
n
Po(x) =Yl (x)f (%),
i=0

kde




Platf

%

/abf(x)dx

Newtonovy-Cotesovy vzorce maji tvar

b n b
/ f(x)dx~ Z wif (x;), kde w; = / li (x) dx.
a i=0 a



Newton-Cotesovy vzorce maji pro danou volbu ekvidistantnich uzld
maximdlni ¥ad.

P¥i interpolaci polynomy vy$8ich stupiid miZe dojit k velkym
chybdm na okrajich intervalu, proto se Newton-Cotesovy vzorci
vy$8ich ¥adh prili$ nepouzivaji.



Pro konkrétni volbu stupné Lagrangeova interpolaéniho polynomu
a volbu uzld dostaneme konkrétni metodu:

ObdéInikové pravidlo
Lichob&Znikové pravidlo
Simpsonovo pravidlo (Simpsonovo 1/3 pravidlo)

Simpsonovo 3/8 pravidlo



1. OBDELNIKOVE PRAVIDLO

Pron=0axg = %b m4d Lagrangelyv interpolaéni polynom tvar

Po(X):f(a—;b),

z toho odvodime kvadraturni vzorec
b b
/ f(x)dx%/ Pn(x)dx:(b—a)f(a;b),
a a

08

06




Je-li f € C?([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

F2) (€)
o1 (b—a)’.

Eo(f):/bf(x)—Po(x)dx:



2. LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO

Pro n =1, xg = a, xy = b, ma Lagrangeliv interpolaéni polynom

tvar
(x—a)
(b—a)’

(x = b)
(a—b)

z toho odvodime kvadraturni vzorec

/f dXN/a Py (x) dx = L) F ()(b—a)

Pi(x) = f (a)

+f(b)




Je-li f € C2?([a, b]), potom existuje £ € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

(2
a(N=-" e o



3. SIMPSONOVO PRAVIDLO

Pron=2xp=a, xq = 2

polynom tvar

, Xo = b, ma Lagrangelv interpolaéni

) X)X o exo) (mxe) Ly (X x0) (x =)
P2 = b S bo—) e ba—xd 0 Ga—x) (e —x1)’
z toho odvodime kvadraturni vzorec

/abf(x)dx%/abPz(x)dx:g(f(a)+4f(a;b) +f(b)>,

kde h = (b — a) /2 je vzdalenost mezi uzly.
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Je-li f € C*([a, b]), potom existuje £ € [a, b] takové, Ze pro chybu

plati ]
W) (b-a
B2(f)=""4 < 2 ) ‘




4. SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO

Pron=3, h= b 2 xg=a, x1=a+h, xo=a-+2h, x3 = b,
dostaneme kvadraturm vzorec

/ab £(x) dx%%h (f(a)-|-3f (2"”; b) 43f (a+32b>+f(b)) ,




Je-li f € C*([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, %e pro chybu
plati

Es(f) =— 80



1. (SLOZENE) OBDELNIKOVE PRAVIDLO

Rozdé&lime interval [a, b] na m podintervald stejné délky h =
oznatime stfedy podintervalil x1,...,Xm, tj. ; =a+ (i —1/2) h, a
na kaZdém podintervalu pouZijeme obdélnikové pravidlo,
dostaneme tzv. sloZené obdélnikové pravidlo

b—a

m

b
/ f(x)dx%hZf(X,-),

i=1

Je-li f € C?([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

£(2)
_ 2 ©) (b—a)h°.

En(f) = "5







2. (SLOZENE) LICHOBEZNIKOVE PRAVIDLO

Rozd&lime interval [a, b] na m podintervalii stejné délky h = %,
oznatime x; = a4+ ih, i =0,..., m a na kaZzdém podintervalu
pouzijeme lichob&Znikové pravidlo, dostaneme tzv. slozené
lichobéznikové pravidlo

b
/ f(x)dx~ h(f(go) + (). (xme1) + f(;(m)>

Je-li f € C2([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati

(2)
En(f)=— f 12(5) (b—a) h°.







3. (SLOZENE) SIMPSONOVO PRAVIDLO

Rozd&lime interval [a, b] na m podintervalii stejné délky h =
m je sudé, oznalime x; = a+ih, i =0,..., m a na kaZdém

podintervalu [x2j, x2j42] pouZijeme jednoduché Simpsonovo

pravidlo, dostaneme tzv. sloZzené Simpsonovo pravidlo

b—a
m 1

b
[ G a3 (F (c0) + 48 (s2) 2 () . 41 (is) +  (3)

a

Je-li f € C*([a, b]), potom existuje & € [a, b] takové, Ze pro chybu
plati




4. (SLOZENE) SIMPSONOVO 3/8 PRAVIDLO
b—a

Rozdglime interval [a, b] na m podintervalii stejné délky h = 2-2,
m je délitelné 3, oznaéime x; = a+ih, i =0,..., m a na kaZzdém
podintervalu [x3;, x3i+3] pouZijeme jednoduché Simpsonovo 3/8
pravidlo, dostaneme tzv. sloZené Simpsonovo 3/8 pravidlo

b 3h m/3 m/3—1
/ f(x)dxa 5 [ (x0) +F (xm) +3> (F(xak—1) +F(x32)) +2 ) F(xax)
a k=1 k=1

Je-li f € C*([a, b]), potom pro chybu plati

34 (¢)

Em(f):_ 30

(b — a) h*.




PRIKLAD: Vypottste [; sin (27x?).




obdélnikové

lichob&Znikové

Simpsonovo

16
32
64
128
256
512
1024
2048

0.16962518890597
0.17119420389884
0.17157986357475
0.17167587226279
0.17169984913705
0.17170584177594
0.17170733983695
0.17170771434604

0.17584107153707
0.17273313022152
0.17196366706018
0.17177176531747
0.17172381879013
0.17171183396359
0.17170883786976
0.17170808885336

0.17152825575011

0.17169714978300

0.17170717933974
0.17170779806989
0.17170783661435
0.17170783902141
0.17170783917182
0.17170783918122




