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NUMERICKE RESENI ODR S POCATECNIMI
PODMINKAMI

Zkratka ODR znamena oby&ejna diferencialni rovnice.

Uloha: Uréete Yeenf soustavy ODR prvniho ¥adu

y{ = fl(valuy27”-7ym)7 (1)
yé = f2(Xa}’17}’27~-7)/m)7
yl,n = fm(x7.y17y27"'7.ym)7

na intervalu [a, b] s potateZnimi podminkami

vi(a) =p1,y2(a) = p2,-- -, Ym(a) = pm- (2)

Rekneme, Ze redlné funkce jedné prom&nné yi, v, ..., ym jsou
na [a, b] feSenim soustavy (1) s podminkami (2), jestlize jsou
spojité na [a, b], maji spojité derivace na (a, b), spliuji
soustavu (1) na (a, b) a podminky (2).



Danou soustavu s po¢ateénimi podminkami miZeme zapsat také
vektorové:

/

y =f(x,y) prox €[ab], y(a)=p.

Pro m = 1 dostavame jednu obycejnou diferencidlni rovnici s
pocateéni podminkou

y'=f(x,y) prox €[ab], y(a)=p.

Umluva: Budeme metody formulovat pro jednu diferencialini
rovnici, pro soustavu plati analogicky.



PRIKLAD: Ur&ete ¥eenf rovnice y’ = y2 na intervalu [0,2],
y(0)=1.

Metodou separace proménnych dostaneme y = ﬁ Tato funkce
neni definovana v bodé& 1. Na intervalu [0, 2] rovnice nem3 ¥eZeni.

PRIKLAD: Urtete Fefeni rovnice y’ = \/y na intervalu [0, 1],
y(0)=0.
Dana rovnice ma dvé YeSeni y =0a y = XTZ.

Reseni dané dlohy nemusi existovat nebo nemusi byt uréeno
jednoznaéné.



Postalujici podminka existence a jednoznalnosti feSeni

VETA: Jestlize jsou funkce fi, fa, . .., fm, Spojité na [a, b] x R" a

maji na tomto intervalu spojité a omezené parcidlni derivace g;",,
J
i,j=1,...,m, potom existuje pravé jedno ¥eSeniy = (y1,...,¥Ym)

soustavy (1) s pocate¢ni podminkou (2).



ODR m-tého ¥adu
y(m) =f (x,y,y’,y”7 . ,y(m71)>
s polate¢nimi podminkami
y(@)=puy (a) = p2...,y'" D (a) = pm,
|ze pomoci substituce
n=y. 2=y, ym=y"",

pfevést na soustavu ODR prvniho ¥adu

}/],_ = Y2,
) = »
.yr/n = f(X7YIaY27--~7}/m)7

s potatecnimi podminkami

n (a) = P1,)2 (a) :pz,...7ym(a) = Pm-



JEDNOKROKOVE METODY

Uloha: Ur&ete ¥egeni soustavy ODR y' = f (x,y), x € [a, b],
y(a)=p.

Rozd&lme interval [a, b] na N podintervali délky h = b;,"”, h se

nazyva integrani krok metody. Krajni body podintervall se
nazyvaji uzly metody. Ozna&ime je x, =a+nh, n=0,..., N.
Budeme hledat hodnoty pFiblizného ¥eSeni v uzlech, p¥ibliznou
hodnotu ¥eSeni v uzlu x, ozna&ime y,,.

Jednokrokové metody maji predpis:

Yn+1 :yn+h¢(xnaynah)7 nGNO, Yo=p.

Funkce ® se nazyva ptiriistkova funkce.



PYesné feseni dané dlohy oznaéme y*.
en(h) = yn — y* (xn) se nazyvd celkovd diskretiza&ni chyba.

on(h) = Mh_y*(x") — & (xp, y* (xn), h) se nazyva lokalni
relativni diskretizaéni chyba.

Rekneme, Ye metoda je p-tého ¥adu, jestlize |6, (h)| < ChP, kde C
je konstanta nezdvisld na h.
Mezi jednokrokové metody patfi

e Eulerova metoda

e Rungovy-Kuttovy metody



1. EULEROVA METODA

Taylorliv rozvoj funkce y se stfedem x, ma tvar

"

Y Gne1) =y )+ () Gonsn = 3 + 23 (g = )2,

pro n&jaké (nezndmé) & € [xn, Xp11].

Dosazenim y, = y (xn), ¥’ (xn) = f (Xn, ¥n), h = Xp+1 — Xn
dostaneme
Yn+1 = Yn+ f (Xn,yn) h+ O (h2)

Z toho odvodime predpis Eulerovy metody:

Yntl = Yn + hf (Xna)/n)a Yo=p-



Z uvedeného Taylorova rozvoje uréime vztah pro lokalni relativni
diskretiza¢ni chybu:

5,7 (h) _ }/(XnJrl) — y(X,,) ) (Xn;)/(Xn) , h)

h
- 7
_ y(XfH‘l)h .y(Xn) _y/ (Xn) _ y 2(&) h.
Z toho plyne, Ze
"
16, ()] < oxclo Y I

2

Z toho plyne, Ze Eulerova metoda je prvniho ¥adu.



Zaokrouhlovaci chyba u jednokrokovych metod vétSinou zavisi
nepfimo imérné na velikosti integra¢niho kroku, Ize ji pfiblizné
vyjadrit jako .
Chybu nelze neomezené zmen3ovat, Ize dosdhnou pouze urdité
mezni presnosti.
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PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —101y, x € [0, 1], y (0) = 2
Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.



PRIKLAD: Reste rovnici y/ = —101y, x € [0,1], y (0) = 2
Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.

RESENI: Definujme x; := 0,02/, y; = y (x;).

Dana metoda ma predpis

Yn+1 = Yn + hf (Xn,¥n) = yn —101-0,02 y, = —1,02y,, yo = 2.

Potom

n
Y2
3
ya

~1,02-2=—2,04
—1,02- (—2,04) = 2,0808
—1,02-2,0808 = —2,1224
~1,02-2,1224 = 2,1649



graf pfiblizného YeSeni
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P¥esné Yeeni dané rovnice je funkce y* (x) = 2e 7100 x € [0, 1].
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Eulerova metoda pro danou rovnici a danou volbu kroku je
nestabilni. Musime zvolit mensi integraéni krok.



Volba integratniho kroku

Pro velky integra¢ni krok nemusi byt vysledek dostate¢n& presny
nebo metoda miZe byt nestabilni.

Pro velmi maly integraéni krok miZe byt dand metoda pf¥ilis
vypocetn& ndro¢nad nebo mize dojit ke katastrofalni kumulaci
zaokrouhlovacim chyb.



Interval absolutni stability jednokrokovych metod (zjednodu%eng)

KaZdou jednokrokovou metodu charakterizuje interval absolutni
stability.

Jestlize je A < 0, kde X je odhad 6—;, potom volime integraéni krok
h tak, aby hX leZelo v intervalu absolutni stability. Jinak by dand
metoda nebyla stabilni.

Jestlize je A > 0, potom volime integraéni krok nezavisle na
intervalu absolutni stability.

Interval absolutni stability Eulerovy metody je interval (—2,0).



PRIKLAD: Reste rovnici y' = —101y, x € [0,1], y (0) = 2
Eulerovou metodou. Pro jakou volbu kroku je Eulerova metoda pro
tuto rovnici stabilni?

f(x,y) = —101y, %; = —101.
Podminka —101h € (—2,0) je spln&na pro
h € (0;2/101) = (0; 0, 0198).

Eulerova metoda je pro danou rovnici stabilni, pokud krok h je
mensi nez 0,0198.



PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —101y, x € [0,1], y (0) = 2
Eulerovou metodou.

h=0,01 h = 0,001 h = 0,0001
N = 100 N = 1000 N = 10000




