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NUMERICKÉ ŘEŠEŃI ODR S POČÁTEČŃIMI
PODMÍNKAMI

Zkratka ODR znamená obyčejná diferenciálńı rovnice.

Úloha: Určete řešeńı soustavy ODR prvńıho řádu

y ′1 = f1 (x , y1, y2, . . . , ym) , (1)

y ′2 = f2 (x , y1, y2, . . . , ym) ,

. . .

y ′m = fm (x , y1, y2, . . . , ym) ,

na intervalu [a, b] s počátečńımi podḿınkami

y1 (a) = p1, y2 (a) = p2, . . . , ym (a) = pm. (2)

Řekneme, že reálné funkce jedné proměnné y1, y2, . . . , ym jsou
na [a, b] řešeńım soustavy (1) s podḿınkami (2), jestliže jsou
spojité na [a, b], maj́ı spojité derivace na (a, b), splňuj́ı
soustavu (1) na (a, b) a podḿınky (2).



Danou soustavu s počátečńımi podḿınkami můžeme zapsat také
vektorově:

y′ = f (x , y) pro x ∈ [a, b] , y (a) = p.

Pro m = 1 dostáváme jednu obyčejnou diferenciálńı rovnici s
počátečńı podḿınkou

y ′ = f (x , y) pro x ∈ [a, b] , y (a) = p.

Úmluva: Budeme metody formulovat pro jednu diferenciálńı
rovnici, pro soustavu plat́ı analogicky.



PŘ́IKLAD: Určete řešeńı rovnice y ′ = y2 na intervalu [0, 2],
y (0) = 1.

Metodou separace proměnných dostaneme y = 1
1−x . Tato funkce

neńı definována v bodě 1. Na intervalu [0, 2] rovnice nemá řešeńı.

PŘ́IKLAD: Určete řešeńı rovnice y ′ =
√
y na intervalu [0, 1],

y (0) = 0.

Daná rovnice má dvě řešeńı y = 0 a y = x2

4 .

Řešeńı dané úlohy nemuśı existovat nebo nemuśı být určeno
jednoznačně.



Postačuj́ıćı podḿınka existence a jednoznačnosti řešeńı

VĚTA: Jestliže jsou funkce f1, f2, . . . , fm, spojité na [a, b]× Rn a
maj́ı na tomto intervalu spojité a omezené parciálńı derivace ∂fi

∂yj
,

i , j = 1, . . . ,m, potom existuje právě jedno řešeńı y = (y1, . . . , ym)
soustavy (1) s počátečńı podḿınkou (2).



ODR m-tého řádu

y (m) = f
(
x , y , y ′, y ′′, . . . , y (m−1)

)
s počátečńımi podḿınkami

y (a) = p1, y
′ (a) = p2, . . . , y

(m−1) (a) = pm,

lze pomoćı substituce

y1 = y , y2 = y ′, . . . , ym = y (m−1),

p̌revést na soustavu ODR prvńıho řádu

y ′1 = y2,

y ′2 = y3
...

y ′m = f (x , y1, y2, . . . , ym) ,

s počátečńımi podḿınkami

y1 (a) = p1, y2 (a) = p2, . . . , ym (a) = pm.



JEDNOKROKOVÉ METODY

Úloha: Určete řešeńı soustavy ODR y ′ = f (x , y), x ∈ [a, b],
y (a) = p.

Rozdělme interval [a, b] na N podinterval̊u délky h = b−a
N , h se

nazývá integračńı krok metody. Krajńı body podinterval̊u se
nazývaj́ı uzly metody. Označ́ıme je xn = a + nh, n = 0, . . . ,N.
Budeme hledat hodnoty p̌ribližného řešeńı v uzlech, p̌ribližnou
hodnotu řešeńı v uzlu xn označ́ıme yn.
Jednokrokové metody maj́ı p̌redpis:

yn+1 = yn + hΦ (xn, yn, h) , n ∈ N0, y0 = p.

Funkce Φ se nazývá p̌ŕır̊ustková funkce.



Přesné řešeńı dané úlohy označme y∗.

en (h) = yn − y∗ (xn) se nazývá celková diskretizačńı chyba.

δn (h) = y∗(xn+1)−y∗(xn)
h − Φ (xn, y

∗ (xn) , h) se nazývá lokálńı
relativńı diskretizačńı chyba.

Řekneme, že metoda je p-tého řádu, jestliže |δn (h)| ≤ Chp, kde C
je konstanta nezávislá na h.

Mezi jednokrokové metody paťŕı

• Eulerova metoda

• Rungovy-Kuttovy metody



1. EULEROVA METODA

Taylor̊uv rozvoj funkce y se sťredem xn má tvar

y (xn+1) = y (xn) + y ′ (xn) (xn+1 − xn) +
y ′′ (ξ)

2
(xn+1 − xn)2 ,

pro nějaké (neznámé) ξ ∈ [xn, xn+1].

Dosazeńım yn ≈ y (xn), y ′ (xn) = f (xn, yn), h = xn+1 − xn
dostaneme

yn+1 = yn + f (xn, yn) h +O
(
h2
)

Z toho odvod́ıme p̌redpis Eulerovy metody:

yn+1 = yn + hf (xn, yn) , y0 = p.



Z uvedeného Taylorova rozvoje urč́ıme vztah pro lokálńı relativńı
diskretizačńı chybu:

δn (h) =
y (xn+1)− y (xn)

h
− Φ (xn, y (xn) , h)

=
y (xn+1)− y (xn)

h
− y ′ (xn) =

y ′′ (ξ)

2
h.

Z toho plyne, že

|δn (h)| ≤
maxx∈[a,b] |y ′′ (x)|

2
h = Ch.

Z toho plyne, že Eulerova metoda je prvńıho řádu.



Zaokrouhlovaćı chyba u jednokrokových metod věťsinou záviśı
nep̌ŕımo úměrně na velikosti integračńıho kroku, lze ji p̌ribližně
vyjáďrit jako C

h .
Chybu nelze neomezeně zmenšovat, lze dosáhnou pouze určité
mezńı p̌resnosti.



PŘ́IKLAD: Řešte rovnici y ′ = −101y , x ∈ [0, 1], y (0) = 2
Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.



PŘ́IKLAD: Řešte rovnici y ′ = −101y , x ∈ [0, 1], y (0) = 2
Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.

ŘEŠEŃI: Definujme xi := 0, 02i , yi ≈ y (xi ).

Daná metoda má p̌redpis

yn+1 = yn + hf (xn, yn) = yn − 101 · 0, 02 yn = −1, 02yn, y0 = 2.

Potom

y1 = −1, 02 · 2 = −2, 04

y2 = −1, 02 · (−2, 04) = 2, 0808

y3 = −1, 02 · 2, 0808 = −2, 1224

y4 = −1, 02 · 2, 1224 = 2, 1649



graf p̌ribližného řešeńı



Přesné řešeńı dané rovnice je funkce y∗ (x) = 2e−101x , x ∈ [0, 1].



Přesné řešeńı dané rovnice je funkce y∗ (x) = 2e−101x , x ∈ [0, 1].

Eulerova metoda pro danou rovnici a danou volbu kroku je
nestabilńı. Muśıme zvolit menš́ı integračńı krok.



Volba integračńıho kroku

Pro velký integračńı krok nemuśı být výsledek dostatečně p̌resný
nebo metoda může být nestabilńı.

Pro velmi malý integračńı krok může být daná metoda p̌ŕılǐs
výpočetně náročná nebo může doj́ıt ke katastrofálńı kumulaci
zaokrouhlovaćım chyb.



Interval absolutńı stability jednokrokových metod (zjednodušeně)

Každou jednokrokovou metodu charakterizuje interval absolutńı
stability.

Jestliže je λ < 0, kde λ je odhad ∂f
∂y , potom voĺıme integračńı krok

h tak, aby hλ leželo v intervalu absolutńı stability. Jinak by daná
metoda nebyla stabilńı.

Jestliže je λ > 0, potom voĺıme integračńı krok nezávisle na
intervalu absolutńı stability.

Interval absolutńı stability Eulerovy metody je interval (−2, 0).



PŘ́IKLAD: Řešte rovnici y ′ = −101y , x ∈ [0, 1], y (0) = 2
Eulerovou metodou. Pro jakou volbu kroku je Eulerova metoda pro
tuto rovnici stabilńı?

f (x , y) = −101y , ∂f
∂y = −101.

Podḿınka −101h ∈ (−2, 0) je splněna pro
h ∈ (0; 2/101) = (0; 0, 0198).

Eulerova metoda je pro danou rovnici stabilńı, pokud krok h je
menš́ı než 0, 0198.



PŘ́IKLAD: Řešte rovnici y ′ = −101y , x ∈ [0, 1], y (0) = 2
Eulerovou metodou.

h = 0, 01 h = 0, 001 h = 0, 0001
N = 100 N = 1000 N = 10000


