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NUMERICKE RESENI ODR S POCATECNIMI
PODMINKAMI

Uloha: Ur&ete Yeeni soustavy ODR prvniho ¥adu

y ' =f(x,y), x€[a,b], y(a)=p.

Jednokrokové metody maji predpis:
yn+1:yn+h¢(xnaynah)7 nGNO, Yo=p.

Mezi jednokrokové metody pat¥i
e Eulerova metoda

e Rungeovy-Kuttovy metody



1. EULEROVA METODA
Eulerova metoda ma predpis
Yn+1 = Yo+ hf (%o, ¥n) . yo=p.

Eulerova metoda je prvniho ¥adu, ¢asto je proto tfeba pro dosaZenfi
dané presnosti volit velmi maly krok.

Interval absolutni stability Eulerovy metody je interval (—2,0).



Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku:

Uvazujme jednokrokovou metodu p-tého ¥adu.

Oznatme x2" uzly pro krok 2h a y2h ¥eeni touto metodou s
krokem 2h.

Oznatme x/ uzly pro krok h a y/ Yeeni touto metodou s krokem h.
Platf

2h h
_,h _ x h ~ Yn — Yon
€2n (h) - y2n .y <X2n) ~ 2P _ 1 .



PRIKLAD: Reste rovnici y' = —y cosx, x € [0;0,6], y (0) = 2,
Eulerovou metodou s krokem h = 0,1. Uréete odhad chyby
metodou polovi¢niho kroku.



PRIKLAD: Reste rovnici y' = —y cosx, x € [0;0,6], y (0) = 2,
Eulerovou metodou s krokem h = 0,1. Uréete odhad chyby
metodou polovi¢niho kroku.

Pro krok h = 0,2 dostaneme
X,?’z =0, 2n, y,?fl = y,9’2 — 0,2)/,?’2 cosx,(,)’2, yg’z = 2.
Pro krok h = 0,1 dostaneme
X,?’l =0,1n, y,?_fl = y,?’l -0, 1y,?’1 cosx,(,)’l, yg’l = 2.

PYesné YeZeni dané dlohy je funkce y* (x) = 2e~ " *.



Pro odhad chyby plati:

02 01

e (0.1) =y —¥" (Xg;,l) ~ % =y = Yoy

h=0,1 h=0,2 odhad
n| x| Yot n| x| 22 en(0,1) || y*(xn) | €2n(0,1)
0 0 | 2,0000 | 0 0 2,0000 0,0000 2,0000 | 0,0000
10,1 | 1,8000
2102 (16209 | 1| 0,2 | 1,6000 || -0,0209 | 1,6396 | -0,0187
3103 | 1,4620
4104 13224 2| 0,4 | 1,2864 || -0,0360 | 1,3549 | -0,0325
5105 | 1,2006
6|06 |1092 3| 06 | 10495 | -0,0457 | 1,1371 | -0,0419




—e—odhad e, 0.1)




2. RUNGEOVY-KUTTOVY METODY

P¥irtstkova funkce ma tvar
& (x,y, h) = wiky + waky + ... + wsks,
kde

kl = f(Xay)v

i1
ki = f (x+a;h,y+h25ijkj) , 1 =2,...,s.

Jj=1

Konstanty w;, o, Bjj se voli tak, aby metoda byla ¥adu p.



Rungeova-Kuttova metoda prvniho ¥adu je Eulerova metoda.

Rungeova-Kuttova metoda druhého ¥adu
Jedna z Rungeovych-Kuttovych metod druhého ¥adu nazyvana
také Heunova metoda ma predpis

h
Ynt1 = Yo+ 5 (kl + k2)

ki = f(xn,¥n)
ky = f(Xn+haYn+hk1)

Tato metoda m4 interval absolutni stability (—2,0).



Rungeova-Kuttova metoda t¥etiho ¥adu
Rungeova-Kuttova metoda tfetiho fddu ma predpis:

Yn+1
k1

ko

k3

Tato metoda ma interval absolutni stability (—2,51;0).

h
Yn + 1 (ki + 3k3),
f (Xna}/n) ,

h h
f n ~rJn 7k ’
(x +3y+31>

2h 2h
f (Xn + ?,yn + 3k2> .



Rungeova-Kuttova metoda ¢tvrtého ¥adu
Jedna z Rungeho-Kuttovych metod &tvrtého ¥adu ma predpis:

h
Yol = yn+6(k1+2k2+2k3+k4),

ki = f(Xn¥n),
h h
k2 = f(Xn+2,yn+2k1>,

h h
k3 = f(Xn+27yn+2k2>>

ky = f(Xn+ha)/n+hk3)'

Interval absolutni stability je interval (—2,78;0). Tato metoda je
nejpouzivangjsi explicitni jednokrokovou metodou.



PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —y cosx, x € [0;0,6], y (0) = 2,.
Porovnejte ¥eSeni Eulerovou metodou, Heunovou metodou a
Rungeho-Kuttovou metodu &tvrtého ¥adu pro krok h =0, 1.



PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —y cosx, x € [0;0,6], y (0) = 2,.
Porovnejte ¥eSeni Eulerovou metodou, Heunovou metodou a
Rungeho-Kuttovou metodu &tvrtého ¥adu pro krok h =0, 1.

Heunova metoda ma predpis:

0,1
5 (ki + ko),

ki = —ynCosXp,
ko = —(yn+0,1k1)cos(x,+0,1).

Ynt1 = Yn+



Rungeho-Kuttova metoda &tvrtého ¥adu ma predpis:

Yn+1

kq
ko

k3
kq

0,1
6

Yn+ —— (ki + 2ko + 2ks + ka)

— ¥ COS Xp,

Lo1, L0l
Yn > 1 ) COS | Xp 5

— +Ek cos +0’1
Yn > 2 Xn >

—(yn+0,1k3) cos(x, +0,1).

)

).
).



Tabulka hodnot pfiblizného Feseni pro jednotlivé metody

Xn Euler Heun RK4

0 | 2,00000000 | 2,00000000 | 2,00000000
0,1 | 1,80000000 | 1,81044962 | 1,80997647
0,2 | 1,62089925 | 1,640438880 | 1,63964213
0,3 | 1,46204033 | 1,48941834 | 1,48828909
0,4 | 1,32236628 | 1,35623417 | 1,35490199
0,5 | 1,20056828 | 1,23974634 | 1,23827833
0,6 | 1,09520850 | 1,13867676 | 1,13712718
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PRIKLAD: Reéte soustavu

y{ = N,
vy = —999y; — 1000yx,

s podminkami
y1(0) =2,y2(0) =1.

Budeme danou soustavu ¥esit Eulerovou metodou. Neni zadan
interval, budeme proto poditat p¥iblizné ¥eSeni, dokud se toto
FeSeni bude vyznamn& meénit, tj. dokud se FeSeni neustali.



Eulerova metoda pro feSeni dané soustavy ma predpis

Vo1 = ya+th(—yh),
Y21 = y2+h(—999y} —1000y?),

kde yo1 =2, yg =1



Zvolme nejprve krok h = 0,01. Hodnoty pfiblizného YeSeni u slozky
y?2 vyrazn& nariistaji, po nékolika krocich je hodnota v&t¥i nez
maximalni &islo typu double. Metoda je pro danou soustavu a
zvoleny krok nestabilni.

Graf pfiblizného Yedeni y?
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Pro volbu kroku h = 0,001 je jiZ vypocet stabilni.

Budeme pocitat priblizné YeSeni, dokud se toto FeSeni bude
vyznamné& mé&nit, tj. na intervalu [0,5]. Po&et kroki oznatime N,
plati 5 = hN.



Graf ptiblizného Feeni y2 a presného Fedeni yo
h = 0,001 h = 10,0001 h = 0,00001
N = 5000 N = 50000 N = 500000




Ptesné FeSeni soustavy je y; (x)=2e7%, y» (x)=—2e ™ +3e1000x,
Funkce y» je sou¢tem nasobku velmi rychle klesajici funkce e~1000x
a nasobku pomaleji klesajici funkce e™*. Abychom zachytili pokles
prvni funkce, musime zvolit velmi maly krok. Dana soustava pat¥i

mezi soustavy se silnym tlumenim.

Graf y; Graf y»

05




Soustavy se silnym tlumenim

ReZeni rovnice nebo soustavy rovnic se n&kdy skldda z nékolika
sloZek, z nichz jedna klesd velmi rychle a jind pomérné pomalu.
Takové soustavy se nazyvaji soustavy se silnym tlumenim (stiff
systems).

Rychle klesajici slozka omezuje velikost kroku, pro dosaZeni
stability a pozadované presnosti je nutné volit velmi maly krok.
Vétsinou poclitame ptiblizné ¥eSeni, dokud se toto FeSeni neustali.
Pomalu klesajici slozka potom urluje délku intervalu, na kterém
politdme FeSeni. Je tedy nutné poditat s velmi malym krokem na
relativné dlouhém intervalu a vypolet pfiblizného ¥eSeni pomoci
dosud uvedenych metod vyZaduje extrémni mnoZstvi kroki.

Dosud uvedené explicitni jednokrokové metody proto nejsou
vhodné k Feseni takovych soustav. K jejich feSeni se pouZzivaji spise
implicitni metody nebo metody typu prediktor-korektor, které jsou
kombinaci explicitnich a implicitnich metod.



3. IMPLICITNI EULEROVA METODA

Tato metoda ma predpis

Ynt+1 = Yn + hf (Xn41,¥n41) 5 Yo = p-
Tato metoda je stabilni nezdvisle na velikosti kroku, proto Fikame,
Ze je absolutné stabilni.

V kaZzdém kroku je obecné t¥eba fesit nelinedrni rovnici nebo
nelinedrni soustavu.

Implicitni Eulerova metoda je prvniho ¥adu.



PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —101y, x € [0,1], y (0) = 2
Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.

graf pfiblizného YeSeni a pfesného FeSeni
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Eulerova metoda pro danou rovnici a danou volbu kroku je
nestabilni.



PRIKLAD: Reste rovnici y’ = —101y, x € [0,1], y (0) = 2
implicitni Eulerovou metodou s krokem h = 0, 02.

Implicitni Eulerova metoda ma predpis:

Yn+1 = Yn + hf (Xn+1>)/n+1) =Yn— 0302 : 101}/n+1> Yo = 2.

Z toho plyne
Yn Yn

Vil = 1770,02-101  3,02°
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P¥i volb& metody pro ¥eSeni daného problému bereme v Gvahu
e stabilitu metod

e ¥ad metody (m3 vliv na polet krokid k dosaZeni dané
presnosti)

e vypoletni ndro&nost jednoho kroku metody (polet
vyhodnoceni pravé strany)
Kromé uvedenych explicitnich a implicitnich jednokrokovych

metod, je moZné pouzit mnohokrokové metody nebo metody typu
prediktor-korektor.



4. GEAROVY METODY

jsou vhodné k FeSeni soustav se silnym tlumenim. Tyto metody
jsou stabilni nezavisle na velikosti kroku. V kaZdém kroku je
obecné t¥eba Yesit nelinedrni rovnici nebo nelinedrni soustavu.

Gearova metoda druhého ¥adu ma predpis:

4 1

2
Yn+1 = g}/n - §Yn—1 + ghf (Xn+1a)/n+1); Yo=p.

Hodnotu y; uréime pomoci néjaké jednokrokové metody druhého
radu.

Gearova metoda ¢tvrtého ¥adu ma predpis:

48 36 16

3 12
Yol = gyn—gyn—ﬁgyn—z—gyn—ﬁghf (Xnt1,Ynt1) s Yo = p.

Hodnoty yi, y», y3 uréime pomoci vhodné metody &tvrtého Fadu.



