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NUMERICKE RESENI OKRAJOVYCH ULOH

Uloha: Regte diferencilni rovnici
y'=f (x,y,y’) na(a, b)
s Dirichletovou okrajovou podminkou
y(a) =a, y(b) =5

VETA: Postatujici podminka existence ¥esen{
JestliZe existuji konstanty k, I, m takové, Ze plati

of
< z
/ o (x,y,2)

e )

<m

)

0< k< ‘g;(x,y,z)

na mnoZiné [a, b] x R?, potom existuje ¥e$eni rovnice
y"="f(x,y,y') na(a,b), y(a) =«, y(b) =B.



METODA SITi

Rozdé&lme interval [a, b] na N podintervalii délky h = 252, h se
nazyva krok metody.

Krajni body podintervalii se nazyvaji uzly metody. Ozna&ime je
Xp =a-+nh, n=0,...,N. MnoZina uzl{ se nazyva sit.

Budeme hledat hodnoty pFiblizného ¥eSeni v uzlech, p¥ibliznou
hodnotu ¥efeni v uzlu x, ozna&ime y,,.



Aproximace derivaci pomoci diferenci

Pro y € C*(a, b) existuji body &; a & takové, Ze &1 € [xp, X, + H]
a & € [x, — h, xp] a Tayloriv rozvoj funkce y se stfedem x,
v bodech x, + h a x, — h ma tvar
h? h3 h*
L)y(xn + h) = y(xm) + hy'(xa) + 25" () + 570" (n) + 57y (&),
h? hé h"1 4
2.)y(xn — h) = y(xa) — hy'(xa) + ?y”(x,,) - ?ym(xn) + Ey( )(‘52)-

Ze vztahu 1.) vyjad¥ime y’ (x) a dostaneme

y/ (Xn) _ y(Xn + h/))_}/(xn) +O(h) ~ )/n+1h— Yn

Tento vztah pro pFiblizny vypocet derivace se nazyva dopredna
diference. Vidime, Ze chyba je ¥adu O (h) pro y € C2([a, b]).



Ze vztahu 2.) vyjadiime y’ (x) a dostaneme

y’(xn):y(X")—}/;(X"_h)—FO(h)%

Yn = Yn-1
h

Tento vztah pro pfiblizny vypocet derivace se nazyva zpétna
diference. Vidime, %e chyba je ¥adu O (h) pro y € C?({a, b]).

Pomoci rozdilu 1.) - 2.) dostaneme

/ _y(Xn+h)_y(Xn_h) 2\ . Yn+l — Yn—1
Y () = 2h TO) =7,

Tento vztah pro pfiblizny vypocet derivace se nazyva centralni
diference. Vidime, Ze chyba je ¥adu O (h?) pro y € C3([a, b]).



Pomoci souttu 1.) + 2.) dostaneme vztah pro pfFiblizny vypo&et
druhé derivace

y”(xn) _ Y(Xn+h)_2yif2)<n)+Y(Xn_h)+O(h2)

Yn+1 — 2)/n + Yn—-1
h2

Vidime, e chyba je ¥adu O (h?) pro y € C*([a, b)).



Nyni v dané rovnici

7

y'=f(x,y,y)nala b], y(a) =a, y(b) =B,

nahradime derivace v uzlech x, diferencemi

/ Y+l —Yn-1  y o Ynt+l — 2Yn + Yn—1
y (Xn) ~ Ta y (Xn) ~ h2 .

Dostaneme soustavu sitovych rovnic

] _ — Yn—
Yn+1 Ij/;—i_ynl — f(Xn)yn)W>un:17”'7N_la

Yo = «a, yn=27p.

Budeme rozliSovat dva ptipady:
e f je linedrni vzhledem k y a y/,

e f je nelinedrni vzhledem k y a y’.



1. Budeme predpoklddat, Ze prava strana f je linedrni vzhledem k
y a y’, potom m3 dana rovnice tvar

y'=a(x)y' +b(x)y+c(x)nala,b], y(a)=a, y(b)=5.

Déle budeme pFedpokladat, Ze funkce a, b a ¢ jsou spojité na
intervalu [a, b] a Ze b(x) > 0 pro x € [a, b]. Potom m3 dand dloha
pravé jedno FeSeni.

Po nahrazeni derivaci v uzlech diferencemi dostaneme soustavu

Yn+1 — 2Yn + Yn-1 - 3 Yn+1 — Yn—1
h? " 2h
Yo = &, YNT= /Ba

+bayn+cn, n=1,...,N -1,

kde a, = a(xn), bp = b(xn) a cn = ¢ (xn).
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Do rovnic dosadime yy = a a yy = B a dostaneme soustavu:
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2

max |an|’
n=0,...,

Matice soustavy je tfidiagonalni a je reguldrni pro h <

N

Soustavu Ize efektivné ¥esit nap¥iklad pomoci Gaussovy eliminace.

VETA: Jestlize y € C*([a, b]), funkce a, b, ¢ jsou spojité, b je
kladnd na [a,b] a h < potom plati

max |ap|’
n=0,..., N

_ < 2
e lyn — ¥y (xn)| < Ch7,

kde C je konstanta nezdvisld na h.



PRIKLAD: Rete diferencialni rovnici
v+ xu' —u=—-x*>—2na [0,1],

metodou siti s krokem h = 0.25.

u(0)

0, u(1)



PRIKLAD: Reste diferencidlni rovnici

' +xu' —u=-x>—2na [0,1], u(0)=0, u(l)=0,
metodou siti s krokem h = 0.25.
Pro dany krok definujme uzly xp =0, x; = 0,25, xo = 0,5,
x3=0,75a x4 = 1.

Pro p¥iblizné ¥eseni v uzlech dostaneme soustavu

Yn+1 — 2)/n + Yn—1 +x Yn+1 — Yn—-1
0.252 " 2.0.25

Yo = 07 ya =0.

_YH:_XI%_27 n:17273>



Po tpravé dostaneme soustavu

—33 16,5 0 Vi —2,0625
15 33 17 ||wm|=]| -2,25
0 14,5 -33) \y; —2,5625

P¥esné Fedeni je funkce y* (x) = x (1 — x).

Xn Yn y* (xn)

0,25 | 0,18750000 | 0,18750000
0,5 | 0,25000000 | 0,25000000
0,75 | 0,18750000 | 0,18750000




Graf pfiblizného a pFesného FeSeni

0.25¢ — Y|

0.2r 1

0.15¢ 1

Pokud je ¥eSeni okrajové tlohy polynomem stupné nejvyse dva,
potom je pfiblizné ¥eSeni rovno presnému FeSeni v danych uzlech
(aZ na zaokrouhlovaci chyby).



PRIKLAD: Reéte diferencilni rovnici

u" +4x*u=2cosx* na [0,1], wu(0)=0, u(l)=0,8415.



PRIKLAD: Reéte diferencilni rovnici

u" +4x*u=2cosx* na [0,1], wu(0)=0, u(l)=0,8415.

Pro dany krok h = % definujme uzly x, = nh, n=20,... N.

Pro pFiblizné ¥eSeni v uzlech dostaneme soustavu

Ynt1 — 2Yn + Yn-1
12

+ 4x2y, =2cosx2, n=1,..., N —1,
Yo = 0, yny=0,8415.

Pesné Yedeni je funkce y* (x) = sin x2.



N maxN|y,, —y* (xn)|

n=0,...,

0.01106093167274
0.00290927547469
16 0.00072459078434
32 0.00018105547419
64 0.00004530125902
128 0.00001132465831
256 0.00000283112352
512 0.00000070778433
1024 | 0.00000017694625
2048 | 0.00000004423605

P¥i zdvojnasobeni poctu podintervall klesne chyba pfiblizné na
¢tvrtinu predchozi chyby.




Graf p¥iblizného a p¥esného ¥eSeni pro krok h = 0,25
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PRIKLAD: Metodou siti ¥ete diferencialni rovnici

100(x+1) 100x _ 4 o200x
u! = € ( Tooe 1)2 € na [0,1], w(0)=0, u(l)=0.
2100 _




PRIKLAD: Metodou siti ¥ete diferencialni rovnici

100(x+1) 100x _ 4 o200x
u! = € ( Tooe 1)2 € na [0,1], w(0)=0, u(l)=0.
2100 _

Pro dany krok h = % definujme uzly x, = nh, n=0,..., N.
v

Pro pFiblizné ¥eSeni v uzlech dostaneme soustavu

Vgl — 2yn + Y1 elOO(Xn+1) + e100x, __ 4 o200x, . N1
h? (el00 — 1)? M= 5 M= 5

Yo = 07 YNZO




relativni chyba
N max e =y Om)l/ max | [y* ()
32 0.59230026107415
64 2.16618436768732
128 0.53108834863991
256 0.14828577892237
512 0.03810311682051
1024 0.00952490602195
2048 0.00238548021040
4096 0.00059662767045




Grafy pfiblizného a pfesného ¥eSeni
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2. Jestlize f je nelinedrni vzhledem k y a y’, potom je soustava
sitovych rovnic

Yn+1 —2Yn+ Yn-1 Yn+1 — Yn—1
2 f (x,,,y,,, BT

), n=1,...,N—1,
Yo = «, )/NZIB

nelinedrni. Tuto soustavu ¥feSime numericky nap¥iklad Newtonovou
metodou.



