
NUMERICKÉ METODY
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2.1 Mocninná metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Kapitola 1

Řešeńı soustav lineárńıch
algebraických rovnic

V této kapitole se budeme zabývat základńımi metodami pro řešeńı soustav lineárńıch al-
gebraických rovnic. Řešeńı těchto soustav představuje základńı matematický úlohu, která
se často vyskytuje v mnoha r̊uzných oblastech, např́ıklad ve statistice, optimalizaci, mate-
matické analýze, numerické matematice a také v daľśıch discipĺınách jako je fyzika, chemie
a ekonomie.
Nejprve si nadefinujeme některé základńı pojmy a po té se budeme věnovat základńım
př́ımým a iteračńım metodám pro řešeńı soustav s regulárńı matićı.

1.1 Základńı pojmy

Vektory a matice jsou charakterizovány pomoćı vektorových a maticových norem. Zopa-
kujeme si proto nejprve pojem norma a normovaný lineárńı prostor. V této kapitole se
zaměř́ıme na vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel, nicméně uvedené definice lze
formulovat a dokázat analogicky pro množinu komplexńıch č́ısel.

Definice 1. Nezáporná funkce ∥·∥ definovaná na vektorovém prostoru V nad tělesem R
se nazývá norma, jestliže plat́ı

a) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0,

b) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ∀x, y ∈ V ,

c) ∥cx∥ = |c| ∥x∥ ∀x ∈ V, ∀c ∈ R.

Dvojici (V, ∥·∥) nazýváme normovaný lineárńı prostor.

Z definice plyne, že ∥x∥ = ∥−x∥, protože

∥x∥ = ∥(−1) (−x)∥ = |−1| ∥−x∥ = ∥−x∥ . (1.1)
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Pokud (V, ∥·∥) je normovaný lineárńı prostor, potom lze snadno ukázat, že ρ (x, y) =
∥x− y∥ je metrika na V a ř́ıkáme, že metrika ρ je indukovaná normou ∥·∥.
V následuj́ıćım textu bude V označovat vektorový prostor, ∥·∥ bude značit normu na tomto
vektorovém prostoru a metrikou budeme rozumět metriku indukovanou touto normou,
pokud nebude uvedeno jinak.

Lemma 2. Pro všechna x, y ∈ V plat́ı, že ∥x∥ − ∥y∥ ≤ ∥x− y∥ a |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥.

Důkaz. Z trojúhelńıkové nerovnosti, tj. vlastnosti b) v definici normy, plyne, že

∥x∥ = ∥x− y + y∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y∥ . (1.2)

T́ım je dokázáno prvńı tvrzeńı. Vzhledem k tomu, že

|∥x∥ − ∥y∥| =

{
∥x∥ − ∥y∥ , pokud ∥x∥ ≥ ∥y∥ ,
∥y∥ − ∥x∥ , pokud ∥y∥ ≥ ∥x∥ ,

(1.3)

a z prvńıho tvrzeńı lemmatu plyne, že

∥x∥ − ∥y∥ ≤ ∥x− y∥ , ∥y∥ − ∥x∥ ≤ ∥y − x∥ = ∥x− y∥ , (1.4)

plat́ı |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ pro všechna x, y ∈ V . □

Věta 3. Jestlǐze (V, ∥·∥) je normovaný lineárńı prostor, potom norma ∥·∥ je spojitá funkce
na V (vzhledem k metrice indukované touto normou).

Důkaz. Uvažujme libovolné x ∈ V . Připomeňme, že funkce f je spojitá v bodě x, jestliže
ke každému ϵ > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé y ∈ V splňuj́ıćı ρ (x, y) < δ plat́ı
|f (x)− f (y)| < ϵ.
V našem př́ıpadě ρ (x, y) = ∥x− y∥ a f (x) = ∥x∥. Podle předchoźıho lemmatu plat́ı
|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥. Z toho plyne, že stač́ı položit δ = ϵ a dostaneme, že pokud
∥x− y∥ < δ = ϵ, potom |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ ≤ ϵ a norma ∥·∥ je tedy spojitá. □

Definice 4. Normu definovanou na vektorovém prostoru Rn nazýváme vektorová norma.

Př́ıkladem vektorové normy je p–norma definovaná pro x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn předpisem

∥x∥p =


(

n∑
k=1

|xk|p
)1/p

pro p ∈ N,

max
k=1,...,n

|xk| pro p = ∞.
(1.5)

Takto definovaná 2-norma se také nazývá euklidovská norma a tato norma reprezentuje
délku vektoru. Norma ∥·∥∞ se také označuje jakomaximová norma. Snadno se přesvědč́ıme,
že takto definovaná p-norma je skutečně norma, platnost vlastnost́ı a) a c) je zřejmá a
vlastnost b) pro p-normu je Minkowského nerovnost.
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Definice 5. Dvě normy ∥·∥A a ∥·∥B definované na vektorovém prostoru Rn se nazývaj́ı
ekvivalentńı, jestliže existuj́ı kladné konstanty c a C takové, že plat́ı

c ∥x∥A ≤ ∥x∥B ≤ C ∥x∥A ∀x ∈ Rn. (1.6)

Věta 6. Tranzitivita norem. Jestlǐze normy ∥·∥A a ∥·∥B jsou ekvivalentńı a zároveň
normy ∥·∥B a ∥·∥C jsou ekvivalentńı, potom jsou ekvivalentńı také normy ∥·∥A a ∥·∥C.

Důkaz. Z předpoklad̊u věty plyne, že existuj́ı kladné konstanty c, C, d,D takové, že

c ∥x∥B ≤ ∥x∥A ≤ C ∥x∥B , d ∥x∥B ≤ ∥x∥C ≤ D ∥x∥B , ∀x ∈ Rn, (1.7)

což implikuje

∥x∥C ≤ D ∥x∥B ≤ D

c
∥x∥A , ∥x∥A ≤ C ∥x∥B ≤ C

d
∥x∥C , ∀x ∈ Rn, (1.8)

tedy ekvivalenci norem ∥·∥A a ∥·∥C . □

Vzhledem k tomu, že vektorový prostor Rn je konečně-dimenzionálńı, plat́ı, že všechny
normy definované na tomto prostoru jsou ekvivalentńı.

Věta 7. Libovolné dvě normy ∥·∥A a ∥·∥B definované na vektorovém prostoru Rn jsou
ekvivalentńı.

Důkaz. Dokážeme, že libovolná norma ∥·∥A je ekvivalentńı s normou ∥·∥1. Vı́me, že jed-
notkové vektory ek, k = 1, . . . , n, tj. vektory které maj́ı na k-té pozici 1 a ostatńı prvky
nulové, tvoř́ı bázi prostoru Rn. Potom

x = (x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

xkek (1.9)

a plat́ı

∥x∥A ≤
n∑

k=1

|xk| ∥ek∥A ≤ max
k=1,...,n

∥ek∥A
n∑

k=1

|xk| ≤ C ∥x∥1 , C = max
k=1,...,n

∥ek∥A . (1.10)

Nyńı uvažujme metrický prostor (V, ρ), kde ρ je metrika indukovaná 1-normou. V tomto
prostoru je norma ∥·∥A spojitá, protože plat́ı |∥x∥A − ∥y∥A| ≤ ∥x− y∥A ≤ C ∥x− y∥1.
Množina B = {x ∈ Rn : ∥x∥1 = 1} je kompaktńı (vzhledem k ρ) a funkce ∥·∥A tedy nabývá
na B minima. Označme xmin bod tohoto minima a uvažujme x ̸= 0. Pro y = x/ ∥x∥1 plat́ı
∥y∥1 = 1 a

∥x∥A = ∥y∥A ∥x∥1 ≥ c ∥x∥1 , c = ∥xmin∥A . (1.11)

Ze vztah̊u (1.10) a (1.11) plyne ekvivalence 1-normy a libovolné vektorové normy. Normy
∥·∥A a ∥·∥1 jsou tedy ekvivalentńı a normy ∥·∥B a ∥·∥1 jsou ekvivalentńı, z čehož dle
předchoźı věty o tranzitivitě norem plyne i ekvivalence norem ∥·∥A a ∥·∥B. □

Kromě vektorových norem budeme pracovat s maticovými normami.
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Definice 8. Nezáporná funkce ∥·∥ definovaná na prostoru Rn×n, tj. prostoru všech reálných
matic velikosti n × n, se nazývá maticová norma, jestliže jsou splněny vlastnosti a), b) a
c) z definice normy a nav́ıc plat́ı

d) ∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥ ∀A,B ∈ Rn×n.

V tomto textu se zaměř́ıme na reálné matice. Pro komplexńı matice je maticová norma
definovaná analogicky a také většinu prezentovaných vět lze analogicky odvodit i pro kom-
plexńı matice.
Uved’me si nyńı př́ıklady maticových norem. Pro matici A ∈ Rn×n budeme definovat
maticovou normu ∥·∥ generovanou vektorovou normou ∥·∥ předpisem

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

. (1.12)

Maticovou a vektorovou normu v této definici často znač́ıme stejně, nebot’ z kontextu
je vždy zřejmé, jestli se jedná o maticovou nebo vektorovou normu. Maticovou normu
generovanou p-normou nazýváme také p-norma.
Dále pro matici A = (aij)

n
i,j=1 definujme Frobeniovu (Schurovu) normu předpisem

∥A∥F =

(
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij|2
)1/2

. (1.13)

Snadno lze ověřit, že takto definované normy splňuj́ı podmı́nky a)-d) v definici normy,
a jsou to tedy skutečně maticové normy.
Zaměřme se nyńı na maticovou normu generovanou vektorovou normou. Nevýhoda výše
uvedené definice je ta, že zde vystupuje supremum přes nekonečnou množinu. Následuj́ıćı
věta definici zjednodušuje v tom smyslu, že generovanou normu lze určit také jako maxi-
mum na kompaktńı množině, což je jednodušš́ı úloha.

Věta 9. Jestlǐze ∥·∥ je maticová norma generovaná vektorovou normou ∥·∥, potom pro
každou matici A ∈ Rn×n plat́ı ∥A∥ = max

∥x∥=1
∥Ax∥.

Důkaz. Plat́ı

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= sup
x ̸=0

∥∥∥∥A x

∥x∥

∥∥∥∥ = sup
∥y∥=1

∥Ay∥ , (1.14)

protože pro y = x
∥x∥ je

∥y∥ =

∥∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥∥ =
∥x∥
∥x∥

= 1. (1.15)

Vzhledem k tomu, že f (x) = ∥Ax∥ je spojitá funkce a množina

B = {x : ∥x∥ = 1} (1.16)
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je kompaktńı, nabývá f na B maxima a můžeme tedy supremum na pravé straně rovnice
(1.14) nahradit maximem. □

Pokud budeme pracovat s vektorovými a maticovými normami, budeme často potřebovat,
aby tyto normy byly v určitém vztahu, který popisuje následuj́ıćı definice.

Definice 10. Řekneme, že maticová norma ∥·∥ je konzistentńı s vektorovou normou ∥·∥,
jestliže plat́ı

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ ∥x∥ ∀x ∈ Rn ∀A ∈ Rn×n. (1.17)

Pokud nav́ıc ke každé matici A ∈ Rn×n existuje nenulový vektor x takový, že plat́ı

∥Ax∥ = ∥A∥ ∥x∥ , (1.18)

potom řekneme, že maticová norma ∥·∥ vyhovuje vektorové normě ∥·∥.

Věta 11. Jestlǐze ∥·∥ je maticová norma generovaná vektorovou normou ∥·∥, potom je tato
maticová norma s touto vektorovou normou konzistentńı a této normě vyhovuje.

Důkaz. Uvažujme libovolnou matici A ∈ Rn×n. Tato matice a nulový vektor x ∈ Rn vztah
(1.17) splňuj́ı. Pro nenulový vektor x ∈ Rn plat́ı

∥Ax∥
∥x∥

≤ sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= ∥A∥ , (1.19)

tedy plat́ı (1.17) a tato maticová norma je konzistentńı s př́ıslušnou vektorovou normou.
Vzhledem k tomu, že f (x) = ∥Ax∥ je spojitá funkce a množina

B = {x : ∥x∥ = 1} (1.20)

je kompaktńı, nabývá f na B maxima. Označme ho xmax. Plat́ı tedy

∥Axmax∥ = max
∥x∥=1

∥Ax∥ = ∥A∥ = ∥A∥ ∥xmax∥ . (1.21)

Nalezli jsme tedy vektor x = xmax, pro který plat́ı (1.18), z čehož plyne, že maticová norma
generovaná normou vektoru této vektorové normě vyhovuje. □

Spektrálńı poloměr ρ (A) matice A ∈ Rn×n je definován jako v absolutńı hodnotě největš́ı
vlastńı č́ıslo matice A, tedy

ρ (A) := max {|λ| : λ je vlastńı č́ıslo matice A} . (1.22)

V následuj́ıćım textu budeme vždy symbolem aij značit prvek matice A na pozici (i, j)
a analogicky symbolem xi značit i-tou složku vektoru x. Některé z maticových norem
definovaných vztahem (1.12) můžeme vyjádřit explicitně pomoćı následuj́ıćı věty.
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Věta 12. Pro každou matici A ∈ Rn×n plat́ı:

a) ∥A∥1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij|.

b) ∥A∥∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij|.

c) ∥A∥2 =
√

ρ (ATA).

d) Je-li matice A symetrická, potom ∥A∥2 = ρ (A).

Důkaz. a) Pro libovolný vektor x ∈ Rn plat́ı

∥Ax∥1 =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij| |xj| (1.23)

≤ max
j=1,...,n

(
n∑

i=1

|aij|

)
n∑

j=1

|xj| ≤ ∥x∥1 max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij| .

Z toho plyne, že

∥A∥1 = sup
x ̸=0

∥Ax∥1
∥x∥1

≤ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij| . (1.24)

Označme p index, ve kterém nastává maximum, tj. pro který plat́ı

n∑
i=1

|aip| = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij| (1.25)

a označme x̃ ∈ Rn jednotkový vektor takový, že x̃p = 1 a x̃i = 0 pro všechna i ̸= p.
Potom plat́ı ∥x̃∥1 = 1 a

∥Ax̃∥1 =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|aip| = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij| . (1.26)

Z toho plyne, že

∥A∥1 = sup
x ̸=0

∥Ax∥1
∥x∥1

≥ ∥Ax̃∥1
∥x̃∥1

≥ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij| . (1.27)

Důsledkem nerovnost́ı (1.24) a (1.27) je tvrzeńı věty 12.
b) Důkaz tvrzeńı b) je analogický jako d̊ukaz v části a). Pro libovolný vektor x ∈ Rn plat́ı

∥Ax∥∞ = max
i=1,...,n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikxk

∣∣∣∣∣ ≤ max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| |xk| (1.28)

≤ max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| max
k=1,...,n

|xk| = ∥x∥∞ max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| .
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Z toho plyne, že

∥A∥∞ = sup
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

≤ max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| . (1.29)

Označme p index, ve kterém nastává maximum, tj. pro který plat́ı
n∑

k=1

|apk| = max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| . (1.30)

a definujme vektor x̃ předpisem

x̃k =

{
1, apk = 0,
|apk|
apk

apk ̸= 0.
(1.31)

Potom ∥x̃∥∞ = 1 a plat́ı

∥Ax̃∥∞ = max
i=1,...,n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikx̃k

∣∣∣∣∣ ≥
n∑

k=1

|apkx̃k| =
n∑

k=1

|apk| = max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| , (1.32)

z čehož plyne, že

∥A∥∞ = sup
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

≥ ∥Ax̃∥∞
∥x̃∥∞

≥ max
i=1,...,n

n∑
k=1

|aik| . (1.33)

c) Matice ATA je symetrická, nebot’
(
ATA

)T
= ATA. Uvažujme libovolný vektor x ∈ Rn.

Vzhledem k tomu, že norma je nezáporná funkce a euklidovskou normu můžeme vyjádřit
pomoćı skalárńıho součinu, dostaneme

0 ≤ ∥Ax∥22 = (Ax)T Ax = xTATAx. (1.34)

Matice ATA je tedy pozitivně semidefinitńı. Z toho plyne, že jej́ı vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn

jsou reálná a nezáporná a existuj́ı vlastńı vektory u1, . . . ,un př́ıslušné těmto vlastńım
č́ısl̊um, které tvoř́ı ortonormálńı bázi. Označme koeficienty vektoru x v této bázi c1, . . . , cn.
Vzhledem k ortonormalitě báze plat́ı, že uT

i uj = 0 pro i ̸= j a uT
i ui = 1, a proto

∥x∥22 = xTx =

(
n∑

i=1

ciui

)T ( n∑
j=1

cjuj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

cicju
T
i uj =

n∑
i=1

c2i . (1.35)

Pro 2-normu dostaneme vztah

∥Ax∥22 = (Ax)T Ax = xTATAx =

(
n∑

i=1

ciui

)T

ATA

(
n∑

j=1

cjuj

)
(1.36)

=
n∑

i=1

cicju
T
i A

TAuj =
n∑

i=1

cicjλju
T
i uj =

n∑
i=1

c2iλi (1.37)

≤ ρ
(
ATA

) n∑
i=1

c2i = ρ
(
ATA

)
∥x∥22 . (1.38)
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Maticová 2-norma tedy splňuje

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

≤
√

ρ (ATA). (1.39)

Pro maximálńı vlastńı č́ıslo λ̃ a jemu př́ıslušný vlastńı vektor x̃ plat́ı

∥Ax̃∥22 = x̃TATAx̃ = λ̃ ∥x̃∥22 . (1.40)

To implikuje nerovnost

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

≥ ∥Ax̃∥2
∥x̃∥2

≥
√

ρ (ATA). (1.41)

d) Symetrická matice A ∈ Rn×n má reálná vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn a př́ıslušné vlastńı
vektory u1, . . . ,un jsou lineárně nezávislé. Pro i = 1, . . . , n dostaneme

ATAui = λiA
Tui = λiAui = λ2

iui (1.42)

a tedy ρ (A) =
√
ρ (ATA).

□

Norma ∥·∥2 tedy na základě vlastnost́ı c) a d) souviśı se spektrálńım poloměrem matice
a proto se často nazývá spektrálńı norma. Následuj́ıćı věta uvád́ı nutnou podmı́nku pro to,
aby určitá maticová norma vyhovovala nějaké normě vektoru. Symbol I označuje jednot-
kovou matici.

Věta 13. Jestlǐze ∥·∥ je maticová norma, která vyhovuje nějaké normě vektoru, potom
∥I∥ = 1.

Důkaz. Pokud maticová norma ∥·∥ vyhovuje normě vektoru ∥·∥, potom existuje vektor
x ̸= 0 pro který plat́ı

∥x∥ = ∥Ix∥ = ∥I∥ ∥x∥ . (1.43)

Z toho plyne, že ∥I∥ = 1. □

Pomoćı této věty lze snadno ukázat, že Frobeniova norma nevyhovuje žádné normě vektoru.
Plat́ı totiž, že ∥I∥F =

√
n ̸= 1.

Věta 14. Ke každé maticové normě existuje norma vektoru, která je s ńı konzistentńı.

Důkaz. Uvažujme maticovou normu ∥·∥. Pro x ∈ Rn definujme vektorovou normu vztahem
∥x∥ = ∥G∥, kde G ∈ Rn×n je matice, jej́ıž prvńı sloupec je vektor x a ostatńı sloupce jsou
nulové. Potom pro libovolnou matici A ∈ Rn×n je AG matice, jej́ıž prvńı sloupec je Ax
a ostatńı sloupce jsou nulové a plat́ı

∥Ax∥ = ∥AG∥ ≤ ∥A∥ ∥G∥ = ∥A∥ ∥x∥ . (1.44)
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Zkonstruovali jsme tedy vektorovou normu, která je konzistentńı s uvažovanou maticovou
normou. □

Zkonstruujeme-li vektorovou normu konzistentńı s Frobeniovou normou pomoćı postupu
uvedeného v d̊ukazu této věty, vyjde nám, že Frobeniova norma je konzistentńı s euklidov-
skou normou, tj. vektorovou normou ∥·∥2.
Důsledkem této věty je dále následuj́ıćı věta o odhadu spektrálńıho poloměru.

Věta 15. Pro každou matici A ∈ Rn×n a libovolnou normu matice ∥·∥ plat́ı ρ (A) ≤ ∥A∥.

Důkaz. K dané maticové normě ∥·∥ existuje dle předchoźı věty vektorová norma ∥·∥, která
je s ńı konzistentńı. Uvažujme vlastńı č́ıslo λ matice A a vlastńı vektor u př́ıslušný tomuto
vlastńımu č́ıslu, tj. plat́ı Au = λu. Potom plat́ı

|λ| ∥u∥ = ∥λu∥ = ∥Au∥ ≤ ∥A∥ ∥u∥ . (1.45)

Po vyděleńı tohoto vztahu ∥u∥ dostaneme |λ| ≤ ∥A∥ a tedy ρ (A) ≤ ∥A∥. □

1.2 Podmı́něnost matice

Budeme se zabývat numerickým řešeńım soustavy m rovnic s n neznámými:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
...

...
...,

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm,

(1.46)

kde aij, bi ∈ R pro i = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n. Tuto soustavu můžeme zapsat ve tvaru

Ax = b, (1.47)

kde

A=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 ,x=


x1

x2

...

xn

 ,b=


b1

b2
...

bm

 .

Matice A se nazývá matice soustavy, vektor x se nazývá vektor neznámých, vektor b se
nazývá vektor pravé strany.
Matice soustavy, která má mnohem v́ıce nulových prvk̊u než nenulových prvk̊u, se nazývá
ř́ıdká. Matice, která neńı ř́ıdká, se nazývá plná.
Ještě předt́ım než uvedeme metody pro řešeńı soustav, zaměř́ıme se na čtvercové matice
a seznámı́me se s problémem podmı́něnosti matice. Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad.
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Př́ıklad 16. a) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000001

má řešeńı x = 1, y = 1.

b) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000002

má řešeńı x = 0, y = 2.

c) Soustava x + y = 2

x + y = 2

má nekonečně mnoho řešeńı x = t, y = 2− t, t ∈ R.

Vid́ıme, že zde velmi malé změny v koeficientech matice a vektoru pravé strany vedly
k velkým změnám v řešeńı. Pokud je matice a vektor pravé strany zadán nepřesně, což
je např́ıklad v př́ıpadě, že byly źıskány pomoćı měřeńı nebo numerických výpočt̊u, potom
vypočtené řešeńı může být velmi odlǐsné od přesného řešeńı přesně zadané soustavy. Taková
situace může nastat u špatně podmı́něných matic.
Řekneme, že matice je špatně podmı́něná, jestliže relativně malé změny prvk̊u matice nebo
vektoru pravé strany zp̊usob́ı relativně velké změny v řešeńı soustavy. Řekneme, že matice
je dobře podmı́něná, jestliže relativně malé změny prvk̊u matice a vektoru pravé strany
zp̊usob́ı relativně malé změny v řešeńı.
Nyńı se budeme zabývat závislost́ı relativńı chyby řešeńı soustavy na relativńı chybě
v zadáńı matice soustavy a vektoru pravé strany. K odvozeńı vztahu popisuj́ıćımu tuto
závislost je potřeba následuj́ıćı lemma.

Lemma 17. Předpokládejme, že ∥·∥ je maticová norma generovaná normou vektoru ∥·∥
a A ∈ Rn×n. Pokud ∥A∥ < 1, potom matice I+A je regulárńı a plat́ı

∥∥(I+A)−1
∥∥ ≤ 1

1− ∥A∥
,
∥∥I− (I+A)−1

∥∥ ≤ ∥A∥
1− ∥A∥

. (1.48)

Důkaz. Nejprve dokážeme sporem, že I+A je regulárńı. Předpokládejme tedy, že ∥A∥ < 1
a matice I+A je singulárńı. Potom soustava (I+A)x = 0 má nenulové řešeńı x. Pro x ̸= 0
tedy plat́ı, že

Ax = −Ix = −x. (1.49)

Z toho plyne, že λ = −1 je vlastńı č́ıslo matice A. Z definice spektrálńıho poloměru a vě-
ty 15 plyne, že |λ| = 1 ≤ ρ (A) ≤ ∥A∥. To je ve sporu s předpokladem ∥A∥ < 1.
Označme nyńı B = (I+A)−1. Vynásobeńım tohoto vztahu zprava matićı I+A dostaneme
B+BA = I. Plat́ı

∥B∥ = ∥B+BA−BA∥ ≤ ∥B+BA∥+ ∥BA∥ ⇒ ∥B+BA∥ ≥ ∥B∥ − ∥BA∥ , (1.50)
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a tedy
1 = ∥I∥ = ∥B+BA∥ ≥ ∥B∥ − ∥BA∥ ≥ ∥B∥ − ∥B∥ ∥A∥ . (1.51)

Vyděleńım tohoto vztahu výrazem 1−∥A∥ dostaneme prvńı ze vztah̊u uvedených v (1.48).
Dále plat́ı, že

∥I−B∥ = ∥BA∥ ≤ ∥B∥ ∥A∥ ≤ ∥A∥
1− ∥A∥

. (1.52)

T́ım je dokázán druhý vztah v (1.48). □

Nyńı již můžeme uvést větu o podmı́něnosti matice.

Věta 18. Předpokládejme, že ∥·∥ je maticová norma generovaná vektorovou normou ∥·∥,
A ∈ Rn×n je regulárńı matice a ∆A je matice taková, že ∥A−1∆A∥ < 1. Potom plat́ı∥∥x∆ − x∗

∥∥
∥x∗∥

≤ ∥A∥ ∥A−1∥
1− ∥A−1∆A∥

(
∥∆A∥
∥A∥

+
∥∆b∥
∥b∥

)
, (1.53)

přičemž x∗ je řešeńı soustavy Ax = b a x∆ je řešeńı soustavy (A+∆A)x = b+∆b.

Důkaz. Z předpokladu věty a předchoźıho lemmatu plyne, že matice I + A−1∆A je re-
gulárńı. Matice A+∆A = A (I+A−1∆A) je proto také regulárńı. Plat́ı

x∗ − x∆ = x∗ − (A+∆A)−1 (b+∆b) (1.54)

= x∗ −
(
A
(
I+A−1∆A

))−1
(b+∆b)

= x∗ −
(
I+A−1∆A

)−1
A−1 (b+∆b)

= x∗ −
(
I+A−1∆A

)−1
A−1b+

(
I+A−1∆A

)−1
A−1∆b

= x∗ −
(
I+A−1∆A

)−1
x∗ +

(
I+A−1∆A

)−1
A−1∆b

=
(
I−

(
I+A−1∆A

)−1
)
x∗ +

(
I+A−1∆A

)−1
A−1∆b.

Z toho plyne, že∥∥x∗ − x∆
∥∥ ≤

∥∥∥I− (I+A−1∆A
)−1
∥∥∥ ∥x∗∥+

∥∥∥(I+A−1∆A
)−1
∥∥∥∥∥A−1

∥∥ ∥∆b∥ . (1.55)

Nyńı použijeme předchoźı lemma a dostaneme

∥∥x∗ − x∆
∥∥ ≤ ∥A−1∆A∥

1− ∥A−1∆A∥
∥x∗∥+ ∥A−1∥

1− ∥A−1∆A∥
∥∆b∥ . (1.56)

Ze vztahu Ax∗ = b dostaneme ∥b∥ ≤ ∥A∥ ∥x∗∥ a tedy

1

∥x∗∥
≤ ∥A∥

∥b∥
. (1.57)
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Vztah (1.56) vyděĺıme ∥x∗∥, využijeme (1.57) a dostaneme∥∥x∗ − x∆
∥∥

∥x∗∥
≤ ∥A−1∥ ∥∆A∥

1− ∥A−1∆A∥
∥A∥
∥A∥

+
∥A−1∥

1− ∥A−1∆A∥
∥∆b∥ ∥A∥

∥b∥
(1.58)

=
∥A∥ ∥A−1∥

1− ∥A−1∆A∥

(
∥∆A∥
∥A∥

+
∥∆b∥
∥b∥

)
.

T́ım je věta dokázána. □

Ve větě 18 se nejčastěji uvažuje spektrálńı norma ∥·∥2. Na levé straně odhadu (1.53) se
vyskytuje relativńı chyba řešeńı soustavy, na pravé straně potom relativńı chyba v zadáńı
matice soustavy ∥∆A∥2 / ∥A∥2, relativńı chyba v zadáńı vektoru pravé strany ∥∆b∥2 / ∥b∥2
a konstanta ∥A∥2 ∥A−1∥2, která charakterizuje změny v řešeńı soustavy. Tato konstanta se
nazývá č́ıslo podmı́něnosti matice A a znač́ı se condA, tj.

condA = ∥A∥2
∥∥A−1

∥∥
2
. (1.59)

Plat́ı, že condA ≥ 1. Pokud je č́ıslo podmı́něnosti condA velké, je matice A špatně pod-
mı́něná. Pokud je toto č́ıslo malé, je matice dobře podmı́něná.

1.3 Př́ımé metody pro řešeńı soustav

Nyńı se budeme věnovat řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. V této kapitole
budeme uvažovat pouze soustavy se čtvercovou regulárńı matićı s reálnými koeficienty
a reálným vektorem pravé strany. Metody pro řešeńı takových soustav se děĺı na př́ımé
a iteračńı. Př́ımé metody jsou takové metody, které po konečně mnoha kroćıch dávaj́ı přesné
řešeńı. To nastane ale pouze tehdy, když poč́ıtáme přesně. Realizujeme-li je numericky,
je výsledné řešeńı zat́ıženo zaokrouhlovaćımi chybami. U metod iteračńıch konstruujeme
posloupnost vektor̊u, která konverguje k přesnému řešeńı. Toto děleńı je sṕı̌se tradičńı,
existuj́ı také metody, např. metoda sdružených gradient̊u, které byly odvozeny jako př́ımé,
ale použ́ıvaj́ı se jako iteračńı.
Př́ımé metody se použ́ıvaj́ı předevš́ım pro soustavy s malou plnou matićı a v některých
speciálńıch př́ıpadech také pro soustavy s velkou ř́ıdkou matićı. Při použit́ı pro velké ř́ıdké
matice je však třeba dbát na to, aby při použit́ı těchto metod nedocházelo k zaplněńı
matice, tedy aby z velkého množstv́ı nulových prvk̊u nevznikaly nenulové a ř́ıdká matice se
nestala plnou. Iteračńı metody se použ́ıvaj́ı sṕı̌se pro soustavy s velkými ř́ıdkými maticemi.

1.3.1 Gaussova eliminace

Uvažujme soustavu Ax = b, kde A je čtvercová regulárńı matice řádu n. Po konečném
počtu krok̊u dostaneme pomoćı známých ekvivalentńıch úprav soustavu s horńı trojúhel-
ńıkovou matićı, která je ekvivalentńı s p̊uvodńı soustavou. Tato část algoritmu se nazývá
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př́ımý chod Gaussovy eliminace. Zpětný chod Gaussovy eliminace spoč́ıvá v řešeńı trojúhel-
ńıkové soustavy.

Př́ımý chod Gaussovy eliminace:
for k = 1, . . . , n− 1

for i = k + 1, . . . , n

d =
aik
akk

for j = k, . . . , n
aij = aij − d akj

end
bi = bi − aikbk

end
end

Zpětný chod Gaussovy eliminace:
for i = n, . . . , 1

xi =
1

aii

(
bi −

n∑
j=i+1

aijxj

)
end

Gaussova eliminace v této podobě je pro obecné matice numericky nestabilńı. Zaokrouhlo-
vaćı chyby mohou velmi negativně ovlivnit výsledek. Ke kumulaci zaokrouhlovaćıch chyb
může doj́ıt zejména tehdy, děĺıme-li č́ısly, která jsou v absolutńı hodnotě hodně malá. Z to-
hoto d̊uvodu je Gaussova eliminačńı metoda prováděna s použit́ım pivotace, která spoč́ıvá
v prohozeńı řádk̊u tak, abychom při výpočtu koeficientu d nedělili malým č́ıslem.
Prvek akk, který je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici (k, k) a kterým děĺıme,
se nazývá pivot. Pokud je tento prvek malý, může doj́ıt k velké zaokrouhlovaćı chybě.
Proto provedeme pivotaci, tedy mezi prvky na pozićıch (k, k) , . . . , (n, k) nalezneme prvek,
který je v absolutńı hodnotě největš́ı. Řádek s t́ımto prvkem vyměńıme s k-tým řádkem.
Tento proces se nazývá částečná nebo také sloupcová pivotace. Gaussova eliminace s úplnou
pivotaćı, při které se vyměňuj́ı nejen řádky ale také sloupce, je časově náročněǰśı a proto
se tolik nepouž́ıvá.
Gaussova eliminace matice řádu n vyžaduje celkem 2n3

3
+O (n2) operaćı s plovoućı řádovou

čárkou.
Modifikaćı Gaussovy eliminace je Gaussova-Jordanova eliminace, která převád́ı matici sou-
stavy pomoćı elementárńıch úprav na diagonálńı matici. Celkový počet operaćı je v tomto
př́ıpadě n3 + O (n2), proto je pro velká n výhodněǰśı použ́ıt k řešeńı soustav Gaussovu
eliminaci než určovat inverzńı matici.
Uvažujme nyńı Gaussovu eliminaci pro tzv. tř́ıdiagonálńı matici. Tř́ıdiagonálńı matice je
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matice, kde aij = 0 pro |i− j| > 1. Má tedy tvar

A =



s1 t1 0 0 . . . 0

r2 s2 t2 0 0

0 r3 s3 t3 0
...

. . .
...

0 0 rn−1 sn−1 tn−1

0 . . . 0 0 rn sn


.

Pokud Gaussovu eliminaci provád́ıme tak, abychom neupravovali prvky pod diagonálou,
které jsou již nulové, potom Gaussova eliminace pro tř́ıdiagonálńı matice vyžaduje pouze
O (n) operaćı s plovoućı řádovou čárkou.
Gaussova eliminace je tedy vhodná k řešeńı soustav s malými plnými maticemi a některými
speciálńımi typy ř́ıdkých matic, např́ıklad tř́ıdiagonálńı matice. Při použit́ı Gaussovy elimi-
nace na obecné velké ř́ıdké matice je třeba dbát na to, aby z nulových prvk̊u nevznikaly ne-
nulové. Ř́ıdká matice by se pak stala plnou. T́ım pádem bychom k jej́ımu uložeńı potřebovali
mnohem v́ıce paměti a kromě toho by metoda mohla být velmi časově náročná. Někdy se
proto provád́ı permutace řádk̊u a sloupc̊u tak, aby nenulové prvky byly na vhodných po-
zićıch, např́ıklad bĺızko diagonály, a při eliminace nedocházelo k zaplněńı matice.

1.3.2 LU rozklad

Pokud řeš́ıme v́ıce soustav se stejnou matićı a r̊uznými pravými stranami je výhodné
rozložit matici soustavy A na součin A = LU, kde matice L je dolńı trojúhelńıková
matice s jedničkami na diagonále a U je horńı trojúhelńıková matice. Dolńı trojúhelńıková
matice je matice, která má nulové prvky nad hlavńı diagonálou, tedy na pozićıch (i, j), kde
i < j. Horńı trojúhelńıkovou matićı rozumı́me matici, která má nulové prvky pod hlavńı
diagonálou, tedy na pozićıch (i, j), kde i < j. Matici U źıskáme pomoćı Gaussovy eli-
minace, zat́ımco matice L obsahuje s opačným znaménkem koeficienty, kterými násob́ıme
řádky při odeč́ıtáńı od jiných řádk̊u při eliminaci. Soustavu Ax = b můžeme zapsat ve
tvaru LUx = b. Označme y = Ux. Potom řešeńı soustavy pomoćı LU-rozkladu spoč́ıvá v
řešeńı dvou trojúhelńıkových soustav: Ly = b a Ux = y.
Odvozeńı LU rozkladu je založeno na Gaussově eliminaci, protože odečteńı lj,i násobku
j-tého řádku od i-tého řádku matice A lze reprezentovat vynásobeńım matice A matićı
Lj,i, která má na diagonále jedničky, na pozici (j, i) má prvek −lj,i a ostatńı prvky má
nulové. Plat́ı tedy:
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Lj,iA =



1 0 . . . 0

0 1 0
...

...

0 . . . −lj,i . . . 1 . . . 0
...

...

0 0 . . . 0 1





a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

aj,1 aj,2 . . . aj,n
...

...
...

an1 an2 . . . ann



=



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

aj,1 − lj,iai,1 aj,2 − lj,iai,2 . . . aj,n − lj,iai,n
...

...
...

an1 an2 . . . ann


.

Koeficient lj,i je zvolen tak, aby po vynásobeńı matićı Lj,i byla ve výsledné matici na pozici
(j, i) nula. Dostaneme

Ln,n−1 . . .L3,1L2,1A = U,

kde U je horńı trojúhelńıková matice. Vyjádř́ıme A:

A = L−1
2,1L

−1
3,1 . . .L

−1
n,n−1U,

a polož́ıme L = L−1
2,1L

−1
3,1 . . .L

−1
n,n−1. Matice L má tvar

1 0 . . . 0

l2,1 1 0

l3,1 l3,2 1
...

ln,1 ln,2 . . . ln,n−1 1


a splňuje A = LU.

Nı́že je uvedena varianta algoritmu př́ımého chodu Gaussovy eliminace, kde jsou koeficienty
ukládány pod diagonálu. Dı́ky tomu jsou po skončeńı eliminace pod diagonálou prvky
matice L. Na diagonále a nad diagonálou jsou prvky matice U. Pomoćı tohoto algoritmu
tedy dostaneme LU rozklad.

LU rozklad pomoćı Gaussovy eliminace
for k = 1, . . . , n− 1
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for i = k + 1, . . . , n
aik =

aik
akk

for j = k + 1, . . . , n
aij = aij − aikakj

end
bi = bi − aikbk

end
end
Tato metoda pro řešeńı jedné soustavy je podobně časově náročná jako Gaussova eliminace,
vyžaduje 2n3

3
+ O (n2) operaćı s plovoućı řádovou čárkou. Při řešeńı v́ıce soustav se stej-

nou matićı a r̊uznými pravými stranami provád́ıme př́ımý chod Gaussovy eliminace pouze
jednou a pro každou pravou stranu pak provád́ıme dvakrát zpětný chod, který vyžaduje
pouze O (n2) operaćı. Docháźı tedy k významné redukci výpočtového času.
Kromě uvedeného postupu lze LU rozklad źıskat také např́ıklad pomoćı Doolitlova nebo
Crootova algoritmu.

Pro obecné matice LU rozklad nemuśı existovat. Pokud je však matice regulárńı, potom je
vždy možné změnit pořad́ı řádk̊u této matice tak, aby LU rozklad existoval.

Také LU rozklad většinou provád́ıme s pivotaćı. Potom má rozklad tvar A = PLU, kde P
je permutačńı matice, tj. matice, která má v každém řádku a sloupci právě jednu jedničku,
jinak pouze nuly. Vynásobeńı permutačńı matici je ekvivalentńı změně pořad́ı řádk̊u.

1.3.3 Choleského rozklad

Pokud je matice soustavy A ∈ Rn×n symetrická a pozitivně definitńı, potom lze k řešeńı
soustavy použ́ıt Choleského rozklad, který má tvar A = LLT , kde L ∈ Rn×n je dolńı
trojúhelńıková matice. Choleského rozklad symetrické pozitivně definitńı matice existuje,
ale neńı určen jednoznačně.

Věta 19. Ke každé symetrické pozitivně definitńı matici A ∈ Rn×n existuje dolńı trojúhel-
ńıková matice L ∈ Rn×n taková, že plat́ı A = LLT .

Důkaz. Dokážeme nav́ıc, že existuje taková matice L s kladnými prvky na diagonále.
Budeme postupovat indukćı. Pro n = 1 je A = (a11) a vzhledem k tomu, že A je pozitivně
definitńı plat́ı a11 > 0. Stač́ı tedy položit l11 =

√
a11.

Nyńı předpokládejme, že ke každé symetrické pozitivně definitńı matici Ã ∈ Rn×n existuje
dolńı trojúhelńıková matice L̃ ∈ Rn×n s kladnými prvky na diagonále splňuj́ıćı Ã = L̃L̃T .
Zvolme libovolnou symetrickou pozitivně definitńı matici A řádu n + 1 a zapǐsme ji ve
tvaru

A =

(
Ã a

aT ann

)
, (1.60)

kde Ã ∈ Rn×n a a ∈ Rn. Potom Ã je pozitivně definitńı a má Choleského rozklad Ã = L̃L̃T .
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Nyńı budeme hledat vektor b a č́ıslo α tak, aby platilo

A =

(
Ã a

aT ann

)
=

(
L̃ 0

bT α

)(
L̃ b

0 α

)T

=

(
L̃L̃T L̃b

bT L̃T bTb− α2

)
. (1.61)

Dostali jsme rovnice L̃b = a a bTb−α2 = ann. Matice L̃ je dolńı trojúhelńıková s kladnými
prvky na diagonále, je tedy regulárńı a plat́ı b = L̃−1a. Č́ıslo α ∈ C lze určit ze vztahu
α2 = bTb − ann a tedy existuje. Zbývá ukázat, že α lze volit reálné kladné. Ze vztahu
(1.61) a pozitivńı definitnosti matice A plyne, že

0 < detA =
(
det L̃

)2
α2. (1.62)

Přitom det L̃ > 0, protože je tento determinant roven součinu prvk̊u na diagonále matice
L̃ a tyto diagonálńı prvky jsou dle indukčńıho předpokladu kladné. T́ım pádem α2 > 0 a
α lze tedy skutečně volit reálné kladné. Nalezli jsme tedy reálný vektor b a kladné č́ıslo α
splňuj́ıćı (1.61) a t́ım jsme určili Choleského rozklad matice A. □

Zkusme nyńı určit Choleského rozklad pro symetrickou pozitivně definitńı matici A veli-
kosti 3× 3. Součin A = LLT rozeṕı̌seme po složkách:

a1,1 a2,1 a3,1

a2,1 a2,2 a3,2

a3,1 a3,2 a3,3

 =


l1,1 0 0

l2,1 l2,2 0

l3,1 l3,2 l3,3



l1,1 l2,1 l3,1

0 l2,2 l3,2

0 0 l3,3



=


l21,1 l1,1l2,1 l1,1l3,1

l1,1l2,1 l22,1 + l22,2 l2,1l3,1 + l2,2l3,2

l1,1l3,1 l2,1l3,1 + l2,2l3,2 l23,1 + l23,2 + l23,3

 .

Porovnáńım prvk̊u matice na levé a pravé straně tohoto vztahu dostaneme vzorce pro
výpočet prvk̊u matice L,

l1,1 =
√
a1,1, l2,1 =

a2,1
l1,1

, l3,1 =
a3,1
l1,1

, l2,2 =
√
a2,2 − l22,1, l3,2 =

a3,2 − l2,1l3,1
l2,2

, (1.63)

a

l3,3 =
√

a3,3 − l23,1 − l23,2. (1.64)

Analogicky lze určit vzorce pro matici L velikosti n×n a t́ım odvodit následuj́ıćı algoritmus.

Choleského rozklad

for r = 1 : n
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lrr =

(
arr −

r−1∑
s=1

l2rs

)1/2

for i = r + 1 : n

lir =
1
lrr

(
air −

r−1∑
s=1

lrslis

)
end

end

Při řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic pomoćı Choleského rozkladu postupu-
jeme podobně jako u LU rozkladu. To znamená, že po určeńı matice L řeš́ıme dvě soustavy
s trojúhelńıkovými maticemi a to Ly = b a LTx = y. Choleského rozklad vyžaduje asi
polovinu času a paměti ve srovnáńı s Gaussovou eliminaćı a LU rozkladem.

1.4 Maticové iteračńı metody

Tyto metody spoč́ıvaj́ı v konstrukci posloupnosti vektor̊u, která je dána předpisem:

xi+1 = Bxi + c, i = 0, 1, . . . , (1.65)

kde x0 je zvolený počátečńı vektor. Matice B se nazývá iteračńı matice. Matice B a vektor
c jsou zvoleny tak, že pro přesné řešeńı x∗ p̊uvodńı soustavy plat́ı x∗ = Bx∗ + c.
Konvergenci posloupnost́ı vektor̊u a matic budeme chápat jako konvergenci po složkách.

Definice 20. Řekneme, že posloupnost vektor̊u
{
xk
}∞
k=1

, xk ∈ Rn, konverguje k x ∈ Rn,

jestliže pro každé i = 1, . . . , n posloupnost reálných č́ısel xk
i konverguje k xi.

Řekneme, že posloupnost matic
{
A(k)

}∞
k=1

, kde A(k) ∈ Rm×n, konverguje k A ∈ Rm×n,

jestliže pro každé i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n posloupnost reálných č́ısel akij konverguje k aij.

V této definici je použit horńı index (k) pro označeńı k-té matice v posloupnosti, aby bylo
odlǐseno indexováńı matic a umocněńı matice A na k-tou, které je značeno standardně Ak

a objevuje se v následuj́ıćı definici.

Definice 21. Řekneme, že matice A je konvergentńı, jestliže posloupnost
{
Ak
}∞
k=1

kon-
verguje k nulové matici.

Věta 22. Oldenburgerova
Matice A ∈ Rn×n je konvergentńı právě tehdy, když ρ (A) < 1.

Důkaz. Každou matici A ∈ Rn×n lze zapsat v Jordanově tvaru A = TJT−1. Matice T je
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regulárńı a matice J je blokově diagonálńı,

J =



J1 0 . . . 0 0

0 J2 0 0
...

. . .
...

0 0 Jp−1 0

0 0 . . . 0 Jp


, Ji =



λi 1 0 . . . 0

0 λi 1 0
...

. . . . . .

0 0 λi 1

0 0 . . . 0 λi


, (1.66)

přičemž i = 1, . . . , p a λ1, . . . , λp jsou vlastńı č́ısla matice A. Potom

A2 = TJT−1TJT−1 = TJ2T−1 (1.67)

a analogicky Ak = TJkT−1. Z toho plyne, že Ak konverguje k nulové matici právě tehdy,
když Jk konverguje k nulové matici. Plat́ı

Jk =



Jk
1 0 . . . 0 0

0 Jk
2 0 0

...
. . .

...

0 0 Jk
p−1 0

0 0 . . . 0 Jk
p


, (1.68)

kde mocniny Jordanových blok̊u maj́ı tvar

Jk
i =



λk
i

(
k
1

)
λk−1
i

(
k
2

)
λk−2
i . . .

(
k

ni−1

)
λk−ni+1
i

0 λk
i

(
k
1

)
λk−1
i . . .

(
k

ni−2

)
λk−ni+2
i

...
. . . . . .

0 0 λk
i

(
k
1

)
λk−1
i

0 0 . . . 0 λk
i


. (1.69)

Z toho plyne, že Jk
i konverguje k nulové matici právě tehdy, když |λi| < 1. T́ım pádem

matice Jk a tedy i matice Ak konverguj́ı pro k → ∞ k nulové matici právě tehdy, když
ρ (A) < 1. □

Pomoćı této věty nyńı snadno odvod́ıme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku konvergence ma-
ticových iteračńıch metod.

Věta 23. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence
Posloupnost {xi}∞i=0 konverguje k přesnému řešeńı soustavy Ax = b pro libovolný počátečńı
vektor x0 právě tehdy, když ρ (B) < 1.
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Důkaz. Označme x∗ přesné řešeńı soustavy Ax = b. Pro chybu metody plat́ı

xi − x∗ = Bxi−1 + c−Bx∗ − c = Bxi−1 −Bx∗ = B
(
xi−1 − x∗) (1.70)

= B2
(
xi−2 − x∗) = Bi

(
x0 − x∗) .

Z toho plyne, že {xi}∞i=0 konverguje k x∗ právě tehdy, když Bi konverguje k nulové matici,
což je podle předchoźı věty právě tehdy, když ρ (B) < 1. □

Vzhledem k tomu, že spektrálńı poloměr matice B můžeme odhadnout maticovou normou
této matice, plat́ı následuj́ıćı věta o postačuj́ıćı podmı́nce konvergence.

Věta 24. Postačuj́ıćı podmı́nka konvergence
Posloupnost {xi}∞i=0 konverguje k přesnému řešeńı soustavy Ax = b pro libovolný počátečńı
vektor x0, pokud ∥B∥ < 1 pro některou z maticových norem ∥ ∥.

Důkaz. Pokud ∥B∥ < 1, potom ρ (B) < ∥B∥ < 1 a dle předchoźı věty posloupnost {xi}∞i=0

konverguje k přesnému řešeńı dané soustavy □

Pokud posloupnost {xi}∞i=0 kontruovaná podle předpisu dané metody konverguje k přesnému
řešeńı soustavy Ax = b pro libovolný počátečńı vektor x0, potom budeme ř́ıkat, že metoda
konverguje. V daľśım textu uvedeme několik konkrétńıch maticových iteračńıch metod a
budeme se zabývat t́ım, pro jaké typy matic tyto metody konverguj́ı.

1.4.1 Jacobiho metoda

Rozložme matici soustavy A na součet

A = D+ L+U, (1.71)

kde D je diagonálńı matice, L je dolńı trojúhelńıková matice s nulami na diagonále a U
je horńı trojúhelńıková matice s nulami na diagonále. Předpokládejme, že D je regulárńı,
potom plat́ı

Ax = b ⇔ Dx+ (L+U)x = b ⇔ Dx = − (L+U)x+ b. (1.72)

To je dále ekvivalentńı se vztahem

x = −D−1 (L+U)x+D−1b. (1.73)

Z posledńı rovnice odvod́ıme předpis Jacobiho metody:

xi+1 = −D−1 (L+U)xi +D−1b, i = 0, 1, . . . . (1.74)

Tento předpis můžeme rozepsat po složkách:

xi+1
j =

1

ajj

(
bj −

j−1∑
k=1

ajkx
i
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
, j = 1, . . . , n, i = 0, 1, . . . . (1.75)
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V tomto př́ıpadě je iteračńı matice dána vztahemB = −D−1 (L+U) a posloupnost {xi}∞i=0

konverguje k přesnému řešeńı právě tehdy, když ρ (−D−1 (L+U)) < 1. Tuto podmı́nku
splňuj́ı např́ıklad ostře diagonálně dominantńı matice.

Definice 25. Matice A ∈ Rn×n se nazývá ostře diagonálně dominantńı, jestliže

|aii| >
i−1∑
j=1

|aij|+
n∑

j=i+1

|aij| , i = 1, . . . , n. (1.76)

Věta 26. Jestlǐze matice A ∈ Rn×n je ostře diagonálně dominantńı, potom A je regulárńı.

Důkaz. Provedeme d̊ukaz sporem. Předpokládejme, že matice A je ostře diagonálně do-
minantńı a singulárńı. Potom soustava Ax = 0 má řešeńı x ̸= 0. tato soustava rozeṕı̌seme
po složkách

n∑
i=1

aijxj = aiixi +
∑
j ̸=i

aijxj = 0, i = 1, . . . , n. (1.77)

Označme xs = max
j=1,...,n

xj a položme i = s. Potom plat́ı

|ass| |xs| = |assxs| =

∣∣∣∣∣∑
j ̸=s

asjxj

∣∣∣∣∣ ≤∑
j ̸=s

|asj| |xj| ≤
∑
j ̸=s

|asj| |xs| . (1.78)

Z toho plyne, že

|ass| ≤
∑
j ̸=s

|asj| , (1.79)

což je ve sporu s předpokladem, že matice A je ostře diagonálně dominantńı. □

Věta 27. Jestlǐze matice A ∈ Rn×n je ostře diagonálně dominantńı, potom Jacobiho me-
toda konverguje.

Důkaz. Uvažujme vlastńı č́ıslo λ iteračńı matice B a vlastńı vektor x př́ıslušný tomuto
vlastńımu č́ıslu. Potom Bx = λx a tedy

−D−1 (L+U)x = λx. (1.80)

Z toho plyne, že
(L+U)x = −Dλx. (1.81)

Tento vztah rozepsaný po složkách má tvar∑
i ̸=j

aijxj = −λaiixi, i = 1, . . . , n. (1.82)
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Z toho plyne, že

|λ| |aii| |xi| ≤
∑
i ̸=j

|aij| |xj| . (1.83)

Označme |xs| = max
j=1,...,n

|xj|. Pro i = s dostaneme

|λ| ≤

∑
s̸=j

|asj| |xj|

|ass| |xs|
≤

∑
s ̸=j

|asj| |xs|

|ass| |xs|
≤

∑
s ̸=j

|asj|

|ass|
< 1. (1.84)

Z toho plyne, že ρ (B) < 1 a Jacobiho metoda tedy konverguje. □

1.4.2 Gaussova-Seidelova metoda

Tato metoda se lǐśı od předchoźı t́ım, že při výpočtu složek vektoru xi+1 použijeme mı́sto
složek vektoru xi složky vektoru xi+1, pokud již byly vypočteny.
Uvažujme matice D, L a U jako u Jacobiho metody. Plat́ı:

Ax = b ⇔ (D+ L)x+Ux = b ⇔ (D+ L)x = −Ux+ b, (1.85)

což dále je ekvivalentńı se vztahem

x = − (D+ L)−1Ux+ (D+ L)−1 b. (1.86)

Z posledńı rovnosti odvod́ıme předpis Gaussovy-Seidelovy metody:

xi+1 = − (D+ L)−1Uxi + (D+ L)−1 b, i = 0, 1, . . . . (1.87)

Tento předpis můžeme rozepsat po složkách:

xi+1
j =

1

ajj

(
bj −

j−1∑
k=1

ajkx
i+1
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
, j = 1, . . . , n, i = 0, 1, . . . . (1.88)

V tomto př́ıpadě posloupnost {xi}∞i=0 konverguje k přesnému řešeńı právě tehdy, když

ρ
(
− (D+ L)−1U

)
< 1. (1.89)

Tuto podmı́nku splňuj́ı ostře diagonálně dominantńı matice a také symetrické pozitivně
definitńı matice.

Věta 28. Jestlǐze matice A ∈ Rn×n je ostře diagonálně dominantńı, potom Gaussova-
Seidelova metoda konverguje.
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Důkaz. Uvažujme vlastńı č́ıslo λ iteračńı matice B a vlastńı vektor x př́ıslušný tomuto
vlastńımu č́ıslu. Potom Bx = λx a tedy

− (D+ L)−1Ux = λx. (1.90)

Z toho plyne, že
−Ux = λ (D+ L)x. (1.91)

Tento vztah rozepsaný po složkách má tvar

−
n∑

j=i+1

aijxj = λ

i∑
j=1

aijxj. (1.92)

Označme |xs| = max
j=1,...,n

|xj|. Pro i = s dostaneme

|λ|

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

asjxj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=s+1

|asj| |xj| ≤
n∑

j=s+1

|asj| |xs| . (1.93)

Budeme upravovat levou stranu této nerovnosti:

|λ|

∣∣∣∣∣
s∑

j=1

asjxj

∣∣∣∣∣ ≥ |λ|

(
|assxs| −

s−1∑
j=1

|asjxj|

)
≥ |λ|

(
|assxs| −

s−1∑
j=1

|asj| |xj|

)
(1.94)

≥ |λ|

(
|ass| |xs| −

s−1∑
j=1

|asj| |xs|

)
.

(1.95)

Z toho plyne, že

|λ| ≤

n∑
j=s+1

|asj|

|ass| −
s−1∑
j=1

|asj|
. (1.96)

Matice A je ostře diagonálně dominantńı, proto plat́ı

|ass| −
s−1∑
j=1

|asj| >
n∑

j=s+1

|asj| . (1.97)

Ve vztahu (1.96) je tedy čitatel menš́ı než jmenovatel a proto |λ| < 1. Takže ρ (B) < 1
a Gaussova-Seidelova metoda tedy konverguje. □

Věta 29. Jestlǐze matice A ∈ Rn×n je symetrická a pozitivně definitńı, potom Gaussova-
Seidelova metoda konverguje.
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Důkaz. Uvažujme vlastńı č́ıslo λ iteračńı matice B a vlastńı vektor x př́ıslušný tomuto
vlastńımu č́ıslu. Jak je uvedeno v předchoźım d̊ukazu, potom plat́ı

−Ux = λ (D+ L)x. (1.98)

Tento vztah vynásob́ıme vektorem xT zleva a dostaneme

−xTUx = λ
(
xTDx+ xTLx

)
. (1.99)

Vzhledem k tomu, že A je symetrická, plat́ı U = LT . To dosad́ıme do předchoźıho vztahu
a dále tento vztah umocńıme na druhou. Dostaneme(

xTLTx
)2

= λ2
((

xTDx
)2

+ 2
(
xTDx

) (
xTLx

)
+
(
xTLx

)2)
(1.100)

= λ2
((

xTLx
)2

+
(
xTDx

) ((
xTDx

)
+ 2

(
xTLx

)))
= λ2

((
xTLx

)2
+
(
xTDx

) (
xTAx

))
.

Matice A je pozitivně definitńı, což znamená, že xTAx > 0. Uvažujme jednotkový vektor
ei ∈ Rn, tedy vektor, který má na i-té pozici 1 a na ostatńıch pozićıch 0. Potom

0 < eTi Aei = Aii. (1.101)

Matice A má tedy kladné diagonálńı prvky a proto

xTDx =
n∑

i=1

Aiix
2
i > 0. (1.102)

Z toho plyne, že(
xTLTx

)2
= λ2

((
xTLx

)2
+
(
xTDx

) (
xTAx

))
≥ λ2

(
xTLx

)2
. (1.103)

Takže plat́ı λ2 < 1, a tedy |λ| < 1. Z toho již plyne, že Gaussova-Seidelova metoda
konverguje. □

1.4.3 SOR metoda

Název SOR metoda vycháźı z anglického successive overrelaxation method a tato metoda
se označuje také jako superrelaxačńı metoda. Tuto metodu můžeme chápat jako modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, která se použ́ıvá za účelem urychleńı konvergence. V př́ıpadě
této metody konstruujeme posloupnost vektor̊u podle vzorce:

xi+1 = (1− ω)xi + ωx̃i+1, (1.104)
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kde
x̃i+1 = − (D+ L)−1Uxi + (D+ L)−1 b, i = 0, 1, . . . . (1.105)

Parametr ω se nazývá relaxačńı faktor a voĺı se z intervalu (0, 2), obvykle ω ∈ (1, 2). Pro
symetrické pozitivně definitńı matice soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci
posloupnosti {xi}∞i=0 k řešeńı. Volbou ω = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu. Po
úpravě dostaneme

xi+1 = (D+ ωL)−1 (−ωU+ (1− ω)D)xi + ω (D+ ωL)−1 b, i = 0, 1, . . . . (1.106)

Tento předpis můžeme rozepsat po složkách:

xi+1
j =

ω

ajj

(
bj −

j−1∑
k=1

ajkx
i+1
k −

n∑
k=j+1

ajkx
i
k

)
+ (1− ω)xi

j, (1.107)

kde j = 1, . . . , n a i = 0, 1, . . ..

1.5 Metoda sdružených gradient̊u

Budeme předpokládat, že matice soustavy A je reálná symetrická a pozitivně definitńı.
Metoda sdružených gradient̊u je založena na následuj́ıćı větě.

Věta 30. Předpokládejme, že matice A ∈ Rn×n je symetrická a pozitivně definitńı. Potom
vektor x∗ je přesným řešeńım soustavy Ax = b právě tehdy, když x∗ je bodem minima
funkce

F (x) =
1

2
xTAx− xTb. (1.108)

Důkaz. Funkce F je funkce n proměnných. Urč́ıme jej́ı stacionárńı bod. Plat́ı, že

∇F (x) = Ax− b = 0 (1.109)

právě tehdy, když x je řešeńım soustavy Ax = b. Hessova matice je matice ∇2F (x) = A,
je tedy pozitivně definitńı a stacionárńı bod je bodem minima funkce F . □

Metoda sdružených gradient̊u spoč́ıvá v hledáńı minima funkce F . To budeme hledat
následuj́ıćım zp̊usobem: Budeme konstruovat posloupnost vektor̊u xi tak, že v i-tém kroku
zvoĺıme směr vi a urč́ıme č́ıslo αi tak, aby vektor

xi+1 = xi + αiv
i (1.110)

byl bodem minima funkce F na př́ımce xi + tvi, t ∈ R. Urč́ıme proto hodnotu funkce F
na této př́ımce v závislosti na t, tedy

g (t) = F
(
xi + tvi

)
=

1

2

(
xi + tvi

)T
A
(
xi + tvi

)
+
(
xi + tvi

)T
b (1.111)

=
1

2

(
xi
)T

Axi +
t

2

(
vi
)T

Axi +
t2

2

(
vi
)T

Avi +
t

2

(
xi
)T

Avi −
(
xi
)T

b− t
(
vi
)T

b.
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Urč́ıme stacionárńı bod funkce g,

g′ (t) =
1

2

(
vi
)T

Axi +
1

2

(
xi
)T

Avi + t
(
vi
)T

Avi −
(
vi
)T

b (1.112)

=
(
vi
)T

Axi + t
(
vi
)T

Avi −
(
vi
)T

b

Z toho dostaneme, že g′ (t) = 0 pro

t =
(vi)

T
b− (vi)

T
Axi

(vi)T Avi
. (1.113)

Tento bod t je tedy stacionárńı bod. Vzhledem k tomu, že

g′′ (t) =
(
vi
)T

Avi > 0, (1.114)

jedná se o bod minima. Symbolem ri označme reziduum ri = b−Axi a ⟨·, ·⟩ budeme značit
skalárńı součin, tj. ⟨u,v⟩ = uTv. Potom optimálńı velikost kroku αi je rovna uvedenému
stacionárńımu bodu funkce g a můžeme ji zapsat ve tvaru

αi =
⟨ri,vi⟩
⟨Avi,vi⟩

. (1.115)

Volbou vi dostaneme konkrétńı metodu. V př́ıpadě metody sdružených gradient̊u voĺıme
A-ortogonálńı vektory. To jsou vektory, pro které plat́ı:〈

Avi,vj
〉
= 0, i ̸= j, a

〈
Avi,vi

〉
̸= 0. (1.116)

Tyto vektory lze určit pomoćı Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace vektor̊u rezidúı. To
znamená, že nejprve polož́ıme

v0 = r0. (1.117)

Nyńı předpokládejme, že vektory v0, . . . ,vk−1 jsou A-ortogonálńı a definujme

vk = rk +
k−1∑
j=0

βkjv
j. (1.118)

Koeficienty βkj je potřeba určit tak, aby tento nový vektor v
k bylA-ortogonálńı k vektor̊um

v0, . . . ,vk−1. To znamená, aby platilo:

0 =
〈
vk,Avl

〉
=
〈
rk,Avl

〉
+

k−1∑
j=0

βkj

〈
vj,Avl

〉
, l = 0, . . . , k − 1. (1.119)

Protože vektory v0, . . . ,vk−1 jsou A-ortogonálńı, plat́ı〈
vj,Avl

〉
= 0 (1.120)
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pro j ̸= l a j, l = 0, . . . , k − 1. Z toho plyne, že

βkl = −
〈
rk,Avl

〉
⟨vl,Avl⟩

. (1.121)

Vzhledem k tomu, že v prostoru Rn lze určit maximálně n A-ortogonálńıch vektor̊u, muśı
existovat nějaký index N ≤ n takový, že vN = 0. V následuj́ıćım textu ukážeme, že potom
rN = b−AxN = 0, což znamená, že xN je přesné řešeńı. Dále ukážeme, že u této metody
jsou vektory rezidúı ortogonálńı a že vztah (1.118) lze ještě zjednodušit. Uved’me nejprve
následuj́ıćı lemma.

Lemma 31. a) Pro k, s ≤ N plat́ı

rk = rk−1 − αk−1Avk−1 = r0 −
k−1∑
j=0

αjAvj. (1.122)

b) Pro k < s plat́ı
〈
rk,Avs

〉
= 0.

c) Pro s ∈ N plat́ı ⟨rs, rs⟩ = ⟨rs,vs⟩.

Důkaz. a) Plat́ı

rk = b−Axk = b−A
(
xk−1 + αk−1v

k−1
)
= b−Axk−1 − αk−1Avk−1 (1.123)

= rk−1 − αk−1Avk−1 = r0 −
k−1∑
j=0

αjAvj.

b) Ze vztahu (1.118) a A-ortogonality vektor̊u v0, . . .vs plyne, že

〈
rk,Avs

〉
=

〈
vk −

k−1∑
j=0

βkjv
j,Avs

〉
= 0 pro k < s. (1.124)

c) Pro s ∈ N plat́ı

⟨rs, rs⟩ =

〈
vs −

s−1∑
j=0

βsjv
j, rs

〉
= ⟨vs, rs⟩ −

s−1∑
j=0

βsj

〈
vj, rs

〉
(1.125)

S využit́ım A-ortogonality vektor̊u v0, . . .vs a vztahu pro αj dostaneme pro j < s vztah

〈
vj, rs

〉
=

〈
vj, r0 −

s−1∑
l=0

αlAvl

〉
=
〈
vj, r0

〉
−

s−1∑
l=0

αl

〈
vj,Avl

〉
(1.126)

=
〈
vj, r0

〉
− αj

〈
vj,Avj

〉
=
〈
vj, r0

〉
− ⟨rj,vj⟩

⟨Avj,vj⟩
〈
vj,Avj

〉
=

〈
vj, r0 − rj

〉
=

〈
vj,

j−1∑
l=0

αlAvl

〉
= 0.
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Po dosazeńı tohoto vztahu do (1.125) již dostaneme ⟨rs, rs⟩ = ⟨rs,vs⟩. □

Ze vztahu c) v tomto lemmatu plyne, že pokud vN = 0, potom je〈
rN , rN

〉
=
〈
rN ,vN

〉
= 0 (1.127)

a tedy rN = 0. To znamená, že pokud v algoritmu vyjde vektor vN určuj́ıćı směr v násle-
duj́ıćım kroku nulový, znamená to, že vektor xN je přesným řešeńım dané soustavy. V
následuj́ıćı větě ukážeme, že rezidua jsou ortogonálńı a že některé z koeficient̊u βkl jsou
nulové.

Věta 32. a) Vektory r0, . . . rN−1 jsou ortogonálńı, pokud jsou nenulové.
b) Pro l < k − 1 je βkl = 0 a

βk,k−1 =

〈
rk, rk

〉
⟨rk−1, rk−1⟩

. (1.128)

Důkaz. a) Dokážeme, že
〈
rk, rs

〉
= 0 pro k < s a to indukćı podle s. Pro s = 1 s využit́ım

předchoźıho lemmatu a vztahu v0 = r0 dostaneme〈
r0, r1

〉
=

〈
r0, r0 − α0Av0

〉
=
〈
r0, r0

〉
− α0

〈
r0,Av0

〉
(1.129)

=
〈
r0, r0

〉
− ⟨r0,v0⟩

⟨v0,Av0⟩
〈
r0,Av0

〉
= 0.

Nyńı předpokládejme, že plat́ı
〈
rk, rs

〉
= 0 pro k < s, a dokážeme, že potom tento vztah

plat́ı také pro s+1. Pro k < s na základě indukčńıho předpokladu a předchoźıho lemmatu
plat́ı 〈

rk, rs+1
〉
=
〈
rk, rs − αsAvs

〉
=
〈
rk, rs

〉
− αs

〈
rk,Avs

〉
= 0. (1.130)

Pro k = s plat́ı〈
rs, rs+1

〉
= ⟨rs, rs⟩ − ⟨rs, αsAvs⟩ = ⟨rs, rs⟩ − αs ⟨rs,Avs⟩ (1.131)

= ⟨rs, rs⟩ − ⟨rs,vs⟩
⟨vs,Avs⟩

⟨rs,Avs⟩

= ⟨rs, rs⟩ − ⟨rs,vs⟩
⟨vs,Avs⟩

〈
vs −

s−1∑
j=0

βsjv
j,Avs

〉
= ⟨rs, rs⟩ − ⟨rs,vs⟩ = 0.

b) Ze vztahu rl+1 = rl − αlAvl vyjádř́ıme

Avl =
rl − rl+1

αl

(1.132)

Z toho pro l < k − 1 plyne, že

βkl = −
〈
rk,Avl

〉
⟨vl,Avl⟩

= −
〈
rk, rl

〉
−
〈
rk, rl+1

〉
αl ⟨vl,Avl⟩

= 0. (1.133)
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Dále s využit́ım vzorce pro αk−1 dostaneme

βk,k−1 = −
〈
rk, rk−1

〉
−
〈
rk, rk

〉
αk−1 ⟨vk−1,Avk−1⟩

=

〈
rk, rk

〉
αk−1 ⟨vk−1,Avk−1⟩

(1.134)

=

〈
rk, rk

〉
⟨rk−1,vk−1⟩

=

〈
rk, rk

〉
⟨rk−1, rk−1⟩

.

□

Výše uvedený postup nyńı shrneme v následuj́ım algoritmu.

Algoritmus metody sdružených gradient̊u:
Je dáno: x0, A symetrická pozitivně definitńı, b.
r0 = b−Ax0

v0 = r0

for i = 0, 1, 2, 3, . . .

αi =
⟨ri,vi⟩
⟨vi,Avi⟩

xi+1 = xi + αiv
i

ri+1 = ri − αiAvi

βi =
⟨ri+1,ri+1⟩

⟨ri,ri⟩

vi+1 = ri+1 + βiv
i

end

Jak již bylo zmı́něno, poč́ıtáme-li bez zaokrouhlovaćıch chyb, vede tato metoda po n nebo
méně kroćıch k přesnému řešeńı. Jedná se tedy o př́ımou metodu. Jelikož je však řád matice
n často velké č́ıslo, použ́ıvá se tato metoda jako iteračńı, nebot’ dává řešeńı s požadovanou
přesnost́ı mnohem dř́ıve než po n iteraćıch.
Rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u je charakterizována odhadem

∥∥xk − x∗∥∥
A
≤ 2

(√
κ2 (A)− 1√
κ2 (A) + 1

)k ∥∥x0 − x∗∥∥
A
, (1.135)

kde ∥·∥A je energetická norma

∥x∥A =
√

⟨Ax,x⟩ (1.136)

a κ2 označuje podmı́něnost vzhledem k ∥·∥2 normě

κ2 (A) = ∥A∥2
∥∥A−1

∥∥
2
. (1.137)

Vid́ıme, že rychlost konvergence metody sdružených gradient̊u záviśı na č́ısle podmı́něnosti
matice soustavy. Konvergenci můžeme urychlit pomoćı předpodmı́něńı. To znamená, že
mı́sto úlohy Ax = b budeme řešit ekvivalentńı úlohu

P−1AP−TPTx = P−1b, (1.138)
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tedy
Ãx̃ = b̃, (1.139)

kde
Ã = P−1AP−T , x̃ = PTx, b̃ = P−1b. (1.140)

MaticeP se nazývá předpodmiňovač a voĺıme ji tak, aby byla regulárńı a aby č́ıslo podmı́něnosti
matice P−1AP−T bylo menš́ı než č́ıslo podmı́něnosti matice A. Mezi nejjednodušš́ı volbu
patř́ı

P =


√
a11 0 . . . 0

0
√
a22 0

...
. . .

0 . . . 0
√
ann

 . (1.141)

Tento předpodmiňovač ovšem vede ke sńıžeńı č́ısla podmı́něnosti pouze u některých typ̊u
matic. Obecně volba vhodného předpodmiňovače záviśı na vlastnostech dané matice.
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Kapitola 2

Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch
vektor̊u matic

Volba metody pro nalezeńı vlastńıch č́ısel záviśı na tom, zda řeš́ıme částečný problém
vlastńıch č́ısel, tedy zda potřebujeme nalézt největš́ı nebo několik největš́ıch vlastńıch č́ısel,
nebo úplný problém vlastńıch č́ısel, tedy zda chceme nalézt všechna vlastńı č́ısla.
Nejprve si zopakujeme základńı pojmy z lineárńı algebry týkaj́ıćı se problematiky vlastńıch
č́ısel. Č́ıslo λ se nazývá vlastńı č́ıslo matice A ∈ Rn×n, jestliže existuje nenulový vektor x
takový, že plat́ı

Ax = λx. (2.1)

Vektor x se potom nazývá vlastńı vektor matice A.
Plat́ı

Ax = λx ⇔ Ax− λx = 0 ⇔ (A− λI)x = 0, (2.2)

kde I označuje jednotkovou matici. Homogenńı soustava má netriviálńı řešeńı právě tehdy,
když je determinant matice soustavy roven nule. Vlastńı č́ısla maticeA proto muśı splňovat
podmı́nku

det (A− λI) = 0. (2.3)

Polynom
p (λ) = det (A− λI) (2.4)

se nazývá charakteristický polynom. Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla je jeho násobnost
jako kořene charakteristického polynomu. Vlastńı č́ısla matice A jsou tedy kořeny jej́ıho
charakteristického polynomu. Výpočet vlastńıch č́ısel jako kořen̊u charakteristického po-
lynomu se př́ılǐs nepouž́ıvá, protože je výpočetně náročný a nav́ıc numericky nestabilńı,
nebot’ koeficienty charakteristického polynomu jsou citlivé na malé změny v prvćıch ma-
tice. Sṕı̌se se použ́ıvá postup opačný a to převedeńı problému nalezeńı kořen̊u polynomu
na problém nalézt vlastńı č́ısla matice.
Základńı věta algebry ř́ıká, že polynom stupně n má právě n kořen̊u, pokud každý kořen
poč́ıtáme tolikrát, kolik je jeho násobnost. Každá matice řádu n má tedy právě n vlastńıch
č́ısel, pokud je poč́ıtáme v jejich násobnosti.
Ze vztahu (2.3) ihned plyne následuj́ıćı věta.
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Věta 33. Vlastńı č́ısla trojúhelńıkové matice jsou jej́ı diagonálńı prvky.

Řekneme, že čtvercová matice A je podobná matici B, jestliže existuje regulárńı matice T
taková, že plat́ı

B = T−1AT. (2.5)

Věta 34. Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla včetně jejich násobnosti.

Mnoho metod pro výpočet vlastńıch č́ısel matice je založeno na myšlence postupně trans-
formovat matici na matice j́ı podobné a nalézt podobnou matici, která je trojúhelńıková.
Potom diagonálńı prvky podobné matice budou vlastńı č́ısla p̊uvodńı matice.

2.1 Mocninná metoda

Mocninná metoda slouž́ı k výpočtu dominantńıho vlastńıho č́ısla. Předpokládejme, že ma-
tice A je reálná čtvercová matice řádu n jej́ıž vlastńı č́ısla λi splňuj́ı

|λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| (2.6)

a předpokládejme, že matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u v1, . . . ,vn.
Zvolme x0 a konstruujme posloupnost

xi+1 = Axi, i = 1, 2, . . . . (2.7)

Protože plat́ı
xi+1 = Axi = A2xi−1 = . . . = Ai+1x0, i = 1, 2, . . . , (2.8)

nazývá se tato metoda mocninná metoda. Vlastńı vektory tvoř́ı bázi prostoru Rn, můžeme
tedy x0 vyjádřit v této bázi:

x0 = c1v
1 + . . .+ cnv

n. (2.9)

Z toho plyne, že

xi = Aix0 = c1A
iv1 + . . .+ cnA

ivn (2.10)

= c1λ
i
1v

1 + . . .+ cnλ
i
nv

n (2.11)

= c1λ
i
1

(
v1 +

c2
c1

(
λ2

λ1

)i

v2 . . .+
cn
c1

(
λn

λ1

)i

vn

)
, (2.12)

za předpokladu c1 ̸= 0. Pro i → ∞ se xi bĺıž́ı násobku vlastńıho vektoru v1 a plat́ı
xi+1 ≈ λ1x

i. Aproximaci dominantńıho vlastńıho č́ısla λi
1 vypočteme porovnáńım složek

vektor̊u xi a xi+1, např́ıklad porovnáńım v absolutńı hodnotě největš́ıch složek:

λi
1 =

max1≤j≤n

∣∣xi+1
j

∣∣
max1≤j≤n

∣∣xi
j

∣∣ (2.13)
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nebo pomoćı pod́ılu

λi
1 =

(
xk
)T

Axk

(xk)T xk
. (2.14)

Potom λi
1 pro i → ∞ konverguje k dominantńımu vlastńımu č́ıslu.

Algoritmus mocninné metody:
zvol x0

for k = 0, 1, 2, . . .

xk+1 = Axk

xk+1 = xk+1

∥xk+1∥
λk+1 =

(
xk+1

)T
Axk+1

end

Rychlost konvergence záviśı na pod́ılu λ2

λ1
. Pokud se absolutńı hodnoty vlastńıch č́ısel λ1 a

λ2 př́ılǐs nelǐśı, potom je tato konvergence velmi pomalá. Pokud je |λ1| o hodně větš́ı než
|λ2|, je mocninná metoda efektivńı metodou k výpočtu dominantńıho vlastńıho č́ısla.

2.1.1 Inverzńı mocninná metoda

Pomoćı inverzńı mocninné metody můžeme nalézt v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı
č́ıslo matice. Předpokládejme, že matice A je reálná čtvercová matice řádu n jej́ıž vlastńı
č́ısla λi splňuj́ı

|λ1| > |λ2| ≥ . . . > |λn| > 0, (2.15)

a předpokládejme, že matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u v1, . . . ,vn.
Potom matice A−1 má vlastńı č́ısla 1

λi
, i = 1, . . . , n, která splňuj́ı∣∣∣∣ 1λn

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣ 1

λn−1

∣∣∣∣ ≥ . . . ≥
∣∣∣∣ 1λ1

∣∣∣∣ > 0, (2.16)

a stejné vlastńı vektory jako maticeA. Mocninnou metodou tedy můžeme určit dominantńı
vlastńı č́ıslo 1

λn
matice A−1 a tedy v absolutńı hodnotě nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λn matice A.

2.1.2 Inverzńı mocninná metoda se spektrálńım posunem

Inverzńı mocninná metoda konverguje poměrně rychle, pokud absolutńı hodnota vlastńıho
č́ısla λn je výrazně menš́ı než absolutńı hodnota ostatńıch vlastńıch č́ısel. Toho můžeme
využ́ıt k urychleńı konvergence mocninné metody. Známe-li dobrý odhad µ vlastńıho č́ısla
λn, potom mocninná metoda aplikovaná na matici A−µI bude rychle konvergovat, nebot’

nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A−µI je rovno λn−µ, což je bĺızko nule. Inverzńı mocninná
metoda aplikovaná naA−µI se nazývá inverzńı mocninná metoda se spektrálńım posunem.
Použ́ıvá se také v př́ıpadě, že známe aproximaci vlastńıho č́ısla a chceme vypoč́ıtat vlastńı
vektor př́ıslušný tomuto vlastńımu č́ıslu.
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Algoritmus inverzńı mocninné metody se spektrálńım posunem:
zvol x0

for k = 1, 2, 3, . . .
řeš soustavu (A− µI)xk = xk−1

xk = xk

∥xk∥
λk
n =

(
xk
)T

Axk

end

V každé iteraci řeš́ıme soustavu (A− µI)xk = xk−1. Protože matice soustavy je stále stejná
a měńı se pouze pravá strana, je výhodné použ́ıt k řešeńı soustavy LU rozklad. Inverzńı
mocninná metoda konverguje lineárně.
Konvergenci můžeme ještě urychlit, pokud v každé iteraci bude posun µ roven aktuálńımu
odhadu vlastńıho č́ısla λk

n. Tato metoda se nazývá metoda Rayleighových pod́ıl̊u. Je známo,
že konverguje kvadraticky, ale LU rozklad muśıme provést v každé iteraci. Je-li matice A
symetrická, potom dokonce konverguje kubicky.

2.2 QR algoritmus

Jak jsme se již zmı́nili, podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla. Mnoho algoritmů pro
výpočet vlastńıch č́ısel matice je proto založeno na převodu matice na matici s ńı podobnou,
která má jednodušš́ı tvar. Pokud bude výsledná matice např́ıklad horńı trojúhelńıková,
potom jej́ı vlastńı č́ısla budou prvky na diagonále.
Jedńım takovým algoritmem je QR algoritmus. Tento algoritmus použ́ıvá rozklad matice
na součin ortonormálńı matice Q a horńı trojúhelńıkové matice R, kterému ř́ıkáme QR
rozklad. Připomeňme, že matice Q se nazývá ortonormálńı, jestliže plat́ı QTQ = I.

Věta 35. Každou matici A ∈ Rm×n, m ≥ n, lze rozložit na součin A = QR, kde Q ∈
Rm×m je ortonormálńı matice a R ∈ Rm×n je horńı trojúhelńıková matice.

QR algoritmus:
A0 = A
for k = 1, 2, 3, . . .

proved’ QR rozklad matice Ak−1: Ak−1 = QkRk

Ak = RkQk

end

Ukážeme, že matice Ak je podobná matici A:

Ak = RkQk = QT
kQkRkQk (2.17)

= QT
kAk−1Qk

= QT
kQ

T
k−1 . . .Q

T
1Ak−1Q1Q2 . . .Qk

= (Q1Q2 . . .Qk)
T A0Q1Q2 . . .Qk

= QTA0Q = QTAQ,
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kde Q = Q1Q2 . . .Qk je ortonormálńı, protože je součinem ortonormálńıch matic.
Lze ukázat, že maticeAk konverguj́ı k maticiT, která je horńı trojúhelńıková. Z této matice
urč́ıme aproximace vlastńıch č́ısel matice A. Vlastńı vektory př́ıslušné těmto vlastńım
č́ısl̊um můžeme určit např́ıklad pomoćı inverzńı metody s posunem, kde za posun voĺıme
vypočtenou aproximaci vlastńıho č́ısla.
Nevýhodou QR algoritmu v této podobě může být jeho pomalá konvergence. Pro poddia-
gonálńı prvky matic Ak =

(
akij
)n
i,j=1

, k ∈ N, plat́ı

akij ≤
|λi|
|λj|

ak−1
ij , k ∈ N, (2.18)

za předpokladu, že pro vlastńı č́ısla matice A plat́ı

|λ1| > |λ2| > . . . > |λn| . (2.19)

Pokud maj́ı nějaká dvě vlastńı č́ısla přibližně stejnou absolutńı hodnotu, potom je konver-
gence poddiagonálńıch prvk̊u k nule velmi pomalá. Konvergenci můžeme urychlit podobně
jako v př́ıpadě inverzńı mocninné metody zavedeńım posun̊u.

QR algoritmus s posuny:

A0 = A
for k = 1, 2, 3, . . .

urči posun µk

proved’ QR rozklad Ak−1 − µkI = QkRk

Ak = RkQk + µkI
end

Potom plat́ı

akij ≤
|λi − µk|
|λj − µk|

ak−1
ij , k ∈ N, (2.20)

Za parametr µk můžeme zvolit např́ıklad prvek, který je v pravém dolńım rohu matice
Ak−1, tedy prvek ak−1

nn . Tato volba se nazývá Rayleighe̊uv posun.
Daľśı nevýhodou je vysoká výpočetńı náročnost QR rozkladu. QR rozklad plné matice
řádu n vyžaduje O (n3) operaćı. Je-li matice Ak v horńım Hessenbergově tvaru, potom i
v daľśıch iteraćıch dostaneme matice v horńım Hessenbergově tvaru a QR rozklad takové
matice vyžaduje O (n2) operaćı. Proto nejprve převedeme matici na horńı Hessenberg̊uv
tvar, což vyžaduje O (n3) operaćı a potom provedeme QR algoritmus, ve kterém budeme v
každém kroku potřebovat pouze O (n2) operaćı. Je-li matice symetrická, potom jej́ı převod
na horńı Hessenberg̊uv tvar vede na tř́ıdiagonálńı matici. To je výhodné, nebot’ QR rozklad
tř́ıdiagonálńı matice vyžaduje pouze O (n) operaćı.

2.2.1 Výpočet QR rozkladu pomoćı Householderovy transfor-
mace

QR rozklad lze provést pomoćı několika algoritmů, např́ıklad pomoćı Householderových
transformaćı, Givensovy rovinné rotace nebo Grammovy-Schmidtovy ortogonalize. Nejprve
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si uvedeme QR rozklad pomoćı Householderovy transformace.
Definujme Householderovu transformaci matice A vztahem

Ak = HkAk−1, k = 1, . . . , n− 1, (2.21)

kde A0 = A a Householderovy matice budeme pro k = 1, . . . , n− 1 definovat

Hk = I− 2wk
(
wk
)T

, (2.22)

kde wk je vektor jednotkové délky. Potom Hk je ortonormálńı, nebot’

HT
kHk =

(
I− 2wk

(
wk
)T)T (

I− 2wk
(
wk
)T)

(2.23)

= I− 2wk
(
wk
)T − 2wk

(
wk
)T

+ 4wk
(
wk
)T

wk
(
wk
)T

(2.24)

= I− 2wk
(
wk
)T − 2wk

(
wk
)T

+ 4wk
(
wk
)T

(2.25)

= I. (2.26)

Vektory wk voĺıme

wk =
zk

∥zk∥2
, (2.27)

a složky vektoru zk jsou definovány

zkj =


0, j < k,

ak−1
kk − sign (akk) (

∑m
l=k a

2
lk)

1/2
, j = k,

ak−1
jk , j > k.

(2.28)

Potom v prvńıch k sloupćıch bude mı́t matice Ak pod diagonálou nuly a matice

R = An = Hn . . .H2H1A (2.29)

je horńı trojúhelńıková a matice

Q = H1H2 . . .Hn (2.30)

je ortonormálńı, nebot’ je součinem ortonormálńıch matic. A plati A = QR.

2.2.2 Výpočet QR rozkladu pomoćı Givensovy rovinné rotace

Definujme transformaci:
Ak = Gk−1Ak−1, A0 = A, (2.31)

kde Gk−1 = Gk−1
i,j,ϕ je Givensova matice rovinné rotace. To je matice, která má na diagonále

jedničky, kromě pozic (i, i) a (j, j), kde je cosϕ, na pozici (i, j) má prvek sinϕ, na pozici
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(j, i) má prvek − sinϕ a ostatńı prvky jsou nulové, tj.

Gk−1 = Gk−1
i,j,ϕ =



1
. . .

1

cosϕ sinϕ

1
. . .

1

− sinϕ cosϕ
. . .

1



. (2.32)

Snadno se ověř́ı, žeGT
k−1Gk−1 = I. MaticeGk−1 je tedy ortonormálńı. Za indexy i, j voĺıme

postupně j = 1, . . . , n− 1, i = j + 1, . . . , n. Úhel ϕ voĺıme tak, aby platilo

cosϕ =
ak−1
jj√(

ak−1
jj

)2
+
(
ak−1
ij

)2 , sinϕ =
ak−1
ij√(

ak−1
jj

)2
+
(
ak−1
ij

)2 . (2.33)

Potom vynásobeńım matice Ak−1 matićı Gk−1 = Gk−1
i,j,ϕ vynulujeme prvek na pozici (i, j)

a nav́ıc ostatńı již vynulované prvky z̊ustávaj́ı nulové. T́ımto zp̊usobem tedy vynulujeme
všechny nenulové prvky pod diagonálou a máme

R = Gm−1 . . .G0A = QTA, Q = G0 . . .Gm−1, (2.34)

kde m = (n−1)n
2

označuje počet poddiagonálńıch prvk̊u. Potom

A = QR, (2.35)

kde R je horńı trojúhelńıková a Q je ortonormálńı, protože je součinem ortonormálńıch
matic.
Pokud ak−1

ij je již nulový, potom matice Gk−1 = Gk−1
i,j,ϕ je rovna jednotkové matici a

provád́ıme tedy jen tolik krok̊u kolik je nenulových poddiagonálńıch prvk̊u. Proto je vhodné
tuto metodu použ́ıt pro QR rozklad matice, která má mnoho prvk̊u pod diagonálou nu-
lových.

2.2.3 Převod na horńı Hessenberg̊uv tvar

Necht’ A je matice řádu n. Tuto matici převedeme na horńı Hessenberg̊uv tvar pomoćı
Householderových matic:

Ak = PkAk−1Pk, k = 1, . . . n− 2, (2.36)
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kde A0 = A a Householderovy matice budeme pro k = 1, . . . , n− 1 definovat

Pk = I− 2wk
(
wk
)T

, (2.37)

kde wk je vektor jednotkové délky. Vektory wk voĺıme

wk =
zk

∥zk∥2
, (2.38)

a složky vektoru zk jsou definovány

zkj =


0, j ≤ k,

ak−1
k+1,k − sign

(
ak−1
k+1,k

) (∑n
l=k+1

(
ak−1
lk

)2)1/2
, j = k + 1,

ak−1
jk , j > k + 1.

(2.39)

Potom je matice An−2 v horńım Hessenbergově tvaru a matice

Q = P1P2 . . .Pn−2 (2.40)

je ortonormálńı, protože je součinem ortonormálńıch matic. Plat́ı An−2 = QTAQ, matice
A2 je tedy podobná s matićı A a tyto matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla.
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Kapitola 3

Řešeńı soustav s obdélńıkovými
maticemi

V prvńı kapitole jsme se zabývali řešeńım soustav lineárńıch algebraických rovnic se čtver-
covou regulárńı matićı, nyńı se budeme zabývat obecněǰśımi soustavami s obdélńıkovými
maticemi. Budeme řešit soustavu Ax = b, kde A ∈ Rm×n, x ∈ Rn a b ∈ Rm. Matici

Ab =
(
A | b

)
(3.1)

nazýváme rozš́ıřená matice soustavy. Symbolem h (A) budeme značit hodnost matice A,
tedy počet lineárně nezávislých řádk̊u matice A. Z lineárńı algebry je známa následuj́ıćı
věta.

Věta 36. Frobeniova věta
Předpokládejme, že A ∈ Rm×n a b ∈ Rm.
a) Je-li h (A) < h (Ab), potom soustava Ax = b nemá řešeńı.
b) Je-li h (A) = h (Ab) a h (A) = n, potom soustava Ax = b má právě jedno řešeńı.
c) Je-li h (A) = h (Ab) a h (A) < n, potom soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı.

Zat́ımco v prvńı kapitole jsme se zaměřili na soustavy s regulárńı matićı, které maj́ı právě
jedno řešeńı, nyńı se zaměř́ıme na soustavy, které maj́ı nekonečně mnoho řešeńı a kromě
toho také na takzvané nejlepš́ı řešeńı soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u v př́ıpadě, že
daná soustava nemá přesné řešeńı.

3.1 Singulárńı rozklad

K řešeńı soustav s obdélńıkovými maticemi můžeme použ́ıt singulárńı rozklad matice sou-
stavy.

Věta 37. Věta o singulárńım rozkladu.
Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit na součin

A = USVT , (3.2)
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kde U ∈ Rm×m a V ∈ Rn×n jsou ortonormálńı matice a matice S ∈ Rm×n je diagonálńı
s nezápornými diagonálńımi prvky σ1, σ2, . . . , σk, k = min (m,n).

Důkaz. Předpokládejme, že m ≤ n. Potom matice ATA je pozitivně semidefinitńı, nebot’

xTATAx = (Ax)T Ax = ∥Ax∥22 ≥ 0. (3.3)

Z toho plyne, že vlastńı č́ısla matice ATA jsou nezáporná a vlastńı vektory ortogonálńı.
Jordan̊uv rozklad matice má tvar ATA = VJVT , kde J je diagonálńı matice s vlastńımi
č́ısly λ1, . . . , λn na diagonále a V je ortonormálńı matice, jej́ıž sloupce jsou vlastńı vektory
matice ATA. Potom plat́ı (AV)T AV = J. Označme (AV)i i-tý sloupec matice AV a
předpokládejme, že vlastńı č́ısla jsou uspořádána sestupně a počet kladných vlastńıch č́ısel
je r. Potom plat́ı, že (AV)Ti (AV)i = λi. Pro λi kladné definujme

wi =
(AV)i√

λi

, i = 1, . . . , r. (3.4)

Potom wT
i wi = 1 a wT

i wj = 0 pro i ̸= j. To znamená, že vektory wi jsou ortonormálńı.
Tyto vektory w1, . . . ,wr doplńıme vektory wr+1, . . . ,wn na ortonormálńı bázi. Definujme
nyńı matici U tak, že jej́ı sloupce jsou postupně vektory w1, . . . ,wn. Dále definujme matici
S o rozměrech m×n tak, že jej́ı diagonálńı prvky budou postupně

√
λ1, . . . ,

√
λr a ostatńı

prvky jsou nulové. Pro i = 1, . . . , r je i-tý sloupec matice AV roven
√
λiwi, což je také

i-tý sloupec matice US. Pro i = r, . . . , n jsou i-té sloupce matice AV i matice US nulové.
Z toho plyne, že AV = US a tedy A = USVT .
Pokud m > n, potom aplikujeme analogický postup na matici AAT . □

Z d̊ukazu uvedené věty plyne, že singulárńı rozklad neńı určen jednoznačně, č́ısla σ1, . . . , σn

mohou být na diagonále matice S v r̊uzném pořad́ı. Často se ovšem singulárńı rozklad
určuje tak jako v uvedeném d̊ukazu, kde jsou singulárńı č́ısla uspořádáno sestupně.
Diagonálńı prvky σ1, σ2, . . . , σk matice S se nazývaj́ı singulárńı č́ısla matice A. Dále i-tý
sloupec matice U se nazývá i-tý levý singulárńı vektor, i-tý sloupec matice V se nazývá
i-tý pravý singulárńı vektor. Zřejmě plat́ı

uT
i A = σiv

T
i , Avi = σiui, i = 1, 2, . . . , k. (3.5)

Singulárńı rozklad má v lineárńı algebře mnohé aplikace. Některé z nich uvád́ıme ńıže.

a) Výpočet pseudoinverzńı matice

V daľśım textu budeme definovat pseudoinverzńı matice a ukážeme, že singulárńı
rozklad můžeme použ́ıt k výpočtu těchto matic.

b) Určeńı hodnosti matice

Dále můžeme singulárńı rozklad můžeme použ́ıt k výpočtu hodnosti matice, nebot’

hodnost matice je rovna počtu nenulových singulárńıch č́ısel.
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c) Výpočet spektrálńı normy matice

Kromě toho se singulárńı rozklad použ́ıvá k určeńı spektrálńı normy matice. Spektrálńı
norma byla definována pro čtvercové matice. Pro obecnou matici A ∈ Rm×n je
spektrálńı norma definována analogicky:

∥A∥2 = sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

. (3.6)

Spektrálńı norma matice A je rovna jej́ımu maximálńımu singulárńımu č́ıslu,

∥A∥2 = σmax, σmax = max
i=1,...,k

σi. (3.7)

d) Výpočet č́ısla podmı́něnosti matice

Z toho dále plyne vztah pro výpočet č́ısla podmı́něnosti matice vzhledem ke spektrálńı
normě

condA =
σmax

σmin

, (3.8)

přičemž σmin označuje minimálńı nenulové singulárńı č́ıslo matice A. Č́ıslo podmı́-
něnosti bylo definováno pro čtvercové regulárńı matice, v daľśım textu bude tato
definice zobecněna a č́ıslo podmı́něnosti bude definováno pro všechny matice. Zde
uvedený vztah plat́ı pro všechny nenulové matice.

e) Řešeńı soustav homogenńıch rovnic

Vektory vr+1, . . . ,vk tvoř́ı bázi nulového prostoru matice A, singulárńı rozklad lze
tedy použ́ıt pro výpočet řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic.

f) Určeńı báze prostoru R (A)

Vektory u1, . . . ,ur tvoř́ı bázi prostoru

R (A) = {y ∈ Rm : ∃x ∈ Rn takové, že Ax = y} . (3.9)

Metody pro numerický výpočet singulárńıho rozkladu se podobaj́ı metodám pro výpočet
vlastńıch č́ısel matice, spoč́ıvaj́ı v převedeńı na matici v jednodušš́ım tvaru a následném
rozkladu této jednodušš́ı matice. Např́ıklad funkce DGESVD, která je součást́ı knihovny
LAPACK, nejprve matici převede na bidiagonálńı matici pomoćı Householderovy transfor-
mace a tato bidiagonálńı matice je potom rozložena pomoćı QR algoritmu.

3.2 Řešeńı soustav s obdélńıkovou matićı

Nyńı se zaměř́ıme na řešeńı soustav s obdélńıkovou matićı. Nejprve zobecńıme pojem in-
verzńı matice a zavedeme takzvanou pseudoinverzńı matici.
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Definice 38. Řekneme, že matice A+ ∈ Rn×m je pseudoinverzńı k matici A ∈ Rm×n,
jestliže jsou splněny podmı́nky:

a) A+AA+ = A+,

b) AA+A = A,

c) (A+A)
T
= A+A,

d) (AA+)
T
= AA+.

Matice A+ se také nazývá Mooreova-Penroseova pseudoinverzńı matice.

Pokud je matice A regulárńı, potom inverzńı matice k A splňuje všechny podmı́nky uve-
dené v této definici a pseudoinverzńı matice A+ k regulárńı matici A je tedy rovna A−1.
Následuj́ıćı věta se zabývá existenćı a jednoznačnost́ı pseudoinverzńı matice.

Věta 39. Ke každé matici A existuje právě jedna matice, která je k ńı pseudoinverzńı.

Důkaz. Uvažujme matici A ∈ Rm×n a jej́ı singulárńı rozklad A = USVT a definujme X =
VS+UT , kde S+ je matice pseudoinverzńı k S. Pokud σ1, . . . , σr jsou nenulové diagonálńı
prvky matice S a prvek σk je na pozici (k, k), potom S+ je diagonálńı matice velikosti
n ×m, která má na pozici (k, k) prvek 1/σk pro i = 1, . . . , r a ostatńı prvky jsou nulové.
Nejprve se všimněme, že plat́ı

SS+ =

(
I 0

0 0

)
, S+S =

(
I 0

0 0

)
, (3.10)

kde I je jednotková matice velikosti r × r a 0 jsou nulové matice. Na základě toho se
již snadno ověř́ı, že S+ splňuje podmı́nky a)-d) z předchoźı definice a je tedy skutečně
pseudoinverńı k S.
Ukážeme, že maticeX je pseudoinverzńı k maticiA, to je splňuje vlastnosti a)-d) z předchoźı
definice.

a) AXA = USVTVS+UTUSVT = USS+SVT = USVT = A.

b) XAX = VS+UTUSVTVS+UT = VS+SS+UT = VSUT = X.

c) (AX)T =
(
USVTVS+UT

)T
=

(
U

(
I 0

0 0

)
UT

)T

= U

(
I 0

0 0

)
UT = AX.

d) (XA)T =
(
VS+UTUSVT

)T
=

(
V

(
I 0

0 0

)
VT

)T

= V

(
I 0

0 0

)
VT = XA.
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Všechny vlastnosti z definice jsou tedy splněny a ke každé matici tedy existuje matice k ńı
pseudoinverńı.
Zbývá ukázat, že je tato matice určena jednoznačně. Předpokládejme, že matice X a Y
jsou pseudoinverzńı k A. Potom plat́ı:

X = XAX = X (AX)T = XXTAT = XXTATYTAT = XYTAT (3.11)

= X (AY)T = XAY = XAYAY = XA (YA)T Y = XAATYTY

= (XA)T ATYTY = ATXTATYTY = ATYTY = YAY = Y.

Z toho již plyne, že pseudoinverzńı matice k matici A je určena jednoznačně. □

Pomoćı pseudoinverzńı matice můžeme zobecnit definici č́ısla podmı́něnosti obdélńıkové
matice A ∈ Rm×n vzhledem ke spektrálńı normě následovně:

cond (A) = ∥A∥2
∥∥A+

∥∥
2
. (3.12)

Důkaz věty nám zároveň dává návod, jak určit pseudoinverzńı matici k dané matici pomoćı
singulárńıho rozkladu. Pokud singulárńı rozklad matice A má tvar A = USVT , potom
pseudoinverzńı matice k matici A je dána vztahem A+ = VS+UT . V následuj́ıćı větě
uvedeme daľśı možnost, jak určit pseudoinverńı matici, a to v př́ıpadě, že matice soustavy
má v́ıce řádk̊u než sloupc̊u.

Věta 40. Jestlǐze A ∈ Rm×n, přičemž m > n a h (A) = n, potom matice ATA je regulárńı

a A+ =
(
ATA

)−1
AT .

Důkaz. Nejprve ukážeme, že je matice ATA regulárńı. K tomu použijeme d̊ukaz sporem.
Předpokládejme tedy, že ATA je singulárńı. Potom existuje nenulový vektor x takový, že
ATAx = 0 a proto plat́ı

0 = xTATAx = (Ax)T Ax = ∥Ax∥22 . (3.13)

Z toho vyplývá, že Ax = 0. To je ovšem ve sporu s předpokladem, že h (A) = n, nebot’

tento předpoklad dle Frobeniovy věty zaručuje, že soustava Ax = 0 má právě jedno a to
nulové řešeńı.
Nyńı ověř́ıme, že A+ =

(
ATA

)−1
AT splňuje podmı́nky a)-d) z definice pseudoinverzńı

matice.
a) AA+A = A

(
ATA

)−1
ATA = A.

b) A+AA+ =
(
ATA

)−1
ATA

(
ATA

)−1
AT =

(
ATA

)−1
AT = A+.

c) (AA+)
T
=
(
A
(
ATA

)−1
AT
)T

= A
((

ATA
)−1
)T

AT = A
(
ATA

)−1
AT = AA+.

d) (A+A)
T
=
(
ATA

)−1
ATA = IT = I = A+A □

Věta 41. Jestlǐze A ∈ Rm×n, přičemž m < n a h (A) = m, potom matice AAT je regulárńı

a A+ = AT
(
AAT

)−1
.
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Důkaz. Důkaz je analogický d̊ukazu předchoźı věty. □

Nyńı se již zaměř́ıme na řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic s obecnou matićı.
Pokud taková soustava nemá řešeńı, je potřeba v některých aplikaćıch určit vektor, pro
který je euklidovská norma rezidua minimálńı. Takový vektor nazýváme nejlepš́ı řešeńı
soustavy Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.

Definice 42. Jestliže soustava Ax = b nemá řešeńı, potom vektor x̃ nazýváme nejlepš́ı
řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u soustavy Ax = b, pokud

∥b−Ax̃∥2 ≤ ∥b−Ax∥2 ∀x ∈ Rn. (3.14)

Řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic s obdélńıkovou matićı můžeme vyjádřit
pomoćı pseudoinverzńı matice.

Věta 43. Předpokládejme, že A ∈ Rm×n a b ∈ Rm.
a) Jestlǐze m = n a A je regulárńı, potom A+ = A−1 a soustava Ax = b má právě jedno
řešeńı x = A+b = A−1b.
b) Jestlǐze m < n a h (A) = m, potom soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı
a vektor x = A+b je jedno z těchto řešeńı.
c) Jestlǐze m > n a h (A) = n, potom soustava Ax = b nemá řešeńı a vektor x̃ = A+b je
nejlepš́ı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u této soustavy.

Důkaz. a) Toto tvrzeńı plyne z Frobeniovy věty a definice pseudoinverzńı matice.
b) Počet řešeńı plyne z Frobeniovy věty. Dle předchoźı věty máme

x = A+b = AT
(
AAT

)−1
b.

Tento vztah vynásob́ıme matićı A zleva a obdrž́ıme

Ax = AAT
(
AAT

)−1
b = b. (3.15)

Vektor x = A+b je tedy řešeńım soustavy Ax = b.
c) Počet řešeńı opět plyne z Frobeniovy věty. Z věty 40 vyplývá, že

x̃ = A+b =
(
ATA

)−1
ATb. (3.16)

Tento vztah vynásob́ıme matićı ATA zleva a dostaneme

ATAx̃ = ATb. (3.17)

Dále plat́ı

∥b−Ax∥22 = ⟨b−Ax,b−Ax⟩ (3.18)

= ⟨b−Ax̃+Ax̃−Ax,b−Ax̃+Ax̃−Ax⟩
= ⟨b−Ax̃,b−Ax̃⟩+ ⟨b−Ax̃,A (x̃− x)⟩
+ ⟨A (x̃− x) ,b−Ax̃⟩+ ⟨A (x̃− x) ,A (x̃− x)⟩ .
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S použit́ım (3.17) odvod́ıme, že plat́ı

⟨b−Ax̃,A (x̃− x)⟩ =
〈
ATb−ATAx̃, (x̃− x)

〉
= 0. (3.19)

Dosazeńım (3.19) do (3.18), dostaneme

∥b−Ax∥22 = ∥b−Ax̃∥22 + ∥A (x̃− x)∥22 ≥ ∥b−Ax̃∥22 . (3.20)

□

Nejlepš́ı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u určité soustavy můžeme tedy určit pomoćı
pseudoinverńı matice, kterou umı́me vypoč́ıtat pomoćı singulárńıho rozkladu nebo pomoćı
vztahu z věty 40. Daľśı možnost́ı se zabývá následuj́ıćı věta.

Věta 44. Uvažujme soustavu Ax = b, kde A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, m > n a h (A) = n.
Potom soustava

ATAx = ATb (3.21)

má právě jedno řešeńı x̃ a toto řešeńı x̃ je řešeńım soustavy Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u.

Důkaz. Tato věta vyplývá z d̊ukazu tvrzeńı c) předchoźı věty. □

Soustava (3.21) se nazývá soustava normálńıch rovnic. Řešit p̊uvodńı soustavu pomoćı této
věty může být vhodné zejména pokud počet proměnných je výrazně menš́ı než počet rovnic,
protože soustava (3.21) je potom výrazně menš́ı než p̊uvodńı soustava. Matice této soustavy
je symetrická pozitivně definitńı a k jej́ımu řešeńı je tedy vhodné použ́ıt Choleského rozklad.
Nevýhodou tohoto postupu je to, že č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy normálńıch rovnic
je rovno kvadrátu č́ısla podmı́něnosti matice p̊uvodńı soustavy:

cond
(
ATA

)
= (cond (A))2 . (3.22)

Pro soustavy se špatně podmı́něnou matićı je tedy řešeńı soustavy normálńıch rovnic špatně
podmı́něná úloha.

3.3 Řešeńı soustav pomoćı QR rozkladu

Daľśı metoda řešeńı soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u je založena na QR rozkladu
matice soustavy. Připomeňme, že podle Věty 35 lze každou matici A ∈ Rm×n, m ≥ n,
rozložit na součin A = QR, kde Q ∈ Rm×m je ortogonálńı matice a R ∈ Rm×n je horńı
trojúhelńıková matice.
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Budeme předpokládat, že matice má plnou sloupcovou hodnost, to znamená h (A) = n.
Plat́ı

∥b−Ax∥22 = ∥b−QRx∥22 = (b−QRx)T (b−QRx) (3.23)

= (b−QRx)T QQT (b−QRx)

=
(
QTb−QTQRx

)T (
QTb−QTQRx

)
=

∥∥QTb−Rx
∥∥2
2
.

Označme nyńı

Q =
(
Q1 | Q2

)
, R =

(
R1

R2

)
, (3.24)

kde Q1 ∈ Rm×n, Q2 ∈ Rm×(m−n), R1 ∈ Rn×n a R2 ∈ R(m−n)×n je nulová matice. Potom
dostaneme

∥b−Ax∥2 =

∥∥∥∥∥
(
QT

1 b−R1x

QT
2 b

)∥∥∥∥∥
2

. (3.25)

Z toho vyplývá, že ∥b−Ax∥2 nabývá minima v bodě x∗, který splňuje

R1x
∗ = QT

1 b. (3.26)

Algoritmus metody:

1. Proved’ QR rozklad A = QR =
(
Q1 | Q2

)(R1

R2

)
2. Řeš trojúhelńıkovou soustavu R1x = QT

1 b. Řešeńı x
∗ této soustavy je řešeńım soustavy

Ax = b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u.
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