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Kapitola 1

Reseni soustav linearnich
algebraickych rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladnimi metodami pro feSeni soustav linedrnich al-
gebraickych rovnic. Reseni téchto soustav predstavuje zakladni matematicky dlohu, kterd
se ¢asto vyskytuje v mnoha ruznych oblastech, naptiklad ve statistice, optimalizaci, mate-
matické analyze, numerické matematice a také v dalsich disciplinéch jako je fyzika, chemie
a ekonomie.

Nejprve si nadefinujeme nékteré zakladni pojmy a po té se budeme vénovat zakladnim
piimym a iteracnim metodam pro feseni soustav s regularni matici.

1.1 Zakladni pojmy

Vektory a matice jsou charakterizovany pomoci vektorovych a maticovych norem. Zopa-
kujeme si proto nejprve pojem norma a normovany linedrni prostor. V této kapitole se
zaméiime na vektorovy prostor nad télesem realnych ¢isel, nicméné uvedené definice 1ze
formulovat a dokézat analogicky pro mnozinu komplexnich ¢isel.

Definice 1. Nezdporna funkce ||-|| definovana na vektorovém prostoru V nad télesem R
se nazyva norma, jestlize plati

a) |z]|=0< 2z =0,
b) llz+yll < llzll + llyll  Vz,y eV,
c) |lex|| = || ||z|| Vz eV, VeeR.
Dvojici (V,||-]|) nazyvame normovany linedrni prostor.

Z definice plyne, ze ||z|| = ||—x||, protoze

2]l = l[(=1) (=2)[| = | =1 | =2 = [|==]| . (1.1)



Pokud (V,||-||) je normovany linedrni prostor, potom lze snadno ukdzat, ze p(z,y) =
|z — y|| je metrika na V' a fikdme, ze metrika p je indukovana normou ||-||.

V nésledujicim textu bude V' oznacovat vektorovy prostor, ||-|| bude znacit normu na tomto
vektorovém prostoru a metrikou budeme rozumét metriku indukovanou touto normou,
pokud nebude uvedeno jinak.

Lemma 2. Pro vsechna x,y € V plati, ze ||| — ||yl < ||z =yl a |||lz|| = |yll| < ||l —y]-
Dukaz. Z trojihelnikové nerovnosti, tj. vlastnosti b) v definici normy, plyne, ze
[zl = llz =y +yll < llz =yl + lyll- (1.2)

Tim je dokazano prvni tvrzeni. Vzhledem k tomu, ze

1yl = llz]l , pokud [[y[| = [,
a z prvniho tvrzeni lemmatu plyne, ze
ezl = llyll < fle =yl Nyl =1zl < lly ==l = llz =yl (1.4)
plati |||z]| — |ly||| < ||z — y|| pro vSechna x,y € V. O

Véta 3. Jestlize (V,||-]|) je normovany linedrni prostor, potom norma ||-|| je spogitd funkce
na V' (vzhledem k metrice indukované touto normou,).

Dikaz. Uvazujme libovolné z € V. Pfipomenme, ze funkce f je spojita v bodé x, jestlize
ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé y € V splnujici p (z,y) < § plati
/@)~ f()] <

V nasem piipadé p(z,y) = ||z —y| a f(x) = ||z||. Podle pfedchoziho lemmatu plati
lzll = lylll < |lz —yl. Z toho plyne, Ze staci polozit & = € a dostaneme, Ze pokud
|z —yll <& = e, potom [[[zf| = [[yll] < [lz —y| < eanorma |- je tedy spojita. O

Definice 4. Normu definovanou na vektorovém prostoru R™ nazyvame vektorovd norma.

Piikladem vektorové normy je p—norma definovana pro x = (x1,...,z,) € R" predpisem

n 1/p
(Z |a:k|p) prop € N,
= k=1

11, = (1.5)

 Inax |z pro p = oo.

=1,...,n
Takto definovand 2-norma se také nazyva euklidovskd norma a tato norma reprezentuje
délku vektoru. Norma |[|-||  se také oznacuje jako mazimovd norma. Snadno se presvédéime,
ze takto definovand p-norma je skuteéné norma, platnost vlastnosti a) a c) je ziejmé a
vlastnost b) pro p-normu je Minkowského nerovnost.
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Definice 5. Dvé normy ||-|| 4 a |||z definované na vektorovém prostoru R™ se nazyvaji
ekvivalentni, jestlize existuji kladné konstanty ¢ a C' takové, ze plati

cllxll, < Ixllg < Clixlly  ¥x € R™ (L6)

Véta 6. Tranzitivita norem. Jestlize normy |||, a |||z jsou ekvivalentni a zdroven
normy |||z a ||-|o jsou ekvivalentni, potom jsou ekvivalentni také normy |||, a |-/l

Dtikaz. Z predpokladu véty plyne, ze existuji kladné konstanty ¢, C, d, D takové, ze
clxllp <lxlls <Clxllp, dlixls <lxllec <Dlxlz, vxeR", (1.7)
coz implikuje
D C n
Ixlle < Dilxllp < — x4, Ixlla < Clixllp < Zlxllc, vxeR",  (18)

tedy ekvivalenci norem |-|| , a |||/ O

Vzhledem k tomu, ze vektorovy prostor R" je konecné-dimenzionalni, plati, ze vSechny
normy definované na tomto prostoru jsou ekvivalentni.

Véta 7. Libovolné dvé normy ||-||4 a ||| definované na vektorovém prostoru R"™ jsou
ekvivalentni.

Dukaz. Dokézeme, ze libovolnd norma ||-|| , je ekvivalentni s normou |[|-||;. Vime, ze jed-
notkové vektory er, k = 1,...,n, tj. vektory které maji na k-té pozici 1 a ostatni prvky
nulové, tvoii bazi prostoru R™. Potom

X = (T1,...,%p) :Za:kek (1.9)
k=1

a plati

n n
Ixlly <3 fonl llewll < s flexlly Dl < C ]y, €= max flexlly.  (1.10)

Nyni uvazujme metricky prostor (V, p), kde p je metrika indukovana 1-normou. V tomto
prostoru je norma |-, spojitd, protoze platf [, — ¥l < Ix-yll, < Clx -yl
Mnozina B = {x € R" : ||x||; = 1} je kompaktni (vzhledem k p) a funkce ||-|| , tedy nabyva
na B minima. Ozna¢me X,,;, bod tohoto minima a uvazujme x # 0. Pro y = x/ ||x||, plati
Iyl, = 1a

[y = llyllallxlly = cllxlly, e = l%mnll4- (1.11)
Ze vztahu (1.10) a (1.11) plyne ekvivalence 1-normy a libovolné vektorové normy. Normy
][4 & |||, jsou tedy ekvivalentni a normy ||-||z a [|||; jsou ekvivalentni, z ¢ehoz dle
predchozi véty o tranzitivité norem plyne i ekvivalence norem ||| , a ||| 5- O

Kromé vektorovych norem budeme pracovat s maticovymi normami.
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Definice 8. Nezdpornd funkee ||-|| definovana na prostoru R"*", tj. prostoru vsech realnych
matic velikosti n X n, se nazyva maticovd norma, jestlize jsou splnény vlastnosti a), b) a
¢) z definice normy a navic plati

d) [AB[ < [|A][[B]| VA, B e R"™".

V tomto textu se zaméiime na realné matice. Pro komplexni matice je maticova norma
definovand analogicky a také vétsinu prezentovanych vét lze analogicky odvodit i pro kom-
plexni matice.

Uvedme si nyni pifklady maticovych norem. Pro matici A € R™" budeme definovat

maticovou normu ||-|| generovanou vektorovou normou ||-|| predpisem
A
A = sup llAx] (1.12)
xzo0 |||

Maticovou a vektorovou normu v této definici ¢asto znacime stejné, nebot z kontextu
je vzdy zrejmé, jestli se jedna o maticovou nebo vektorovou normu. Maticovou normu
generovanou p-normou nazyvame také p-norma.

Dale pro matici A = (a;;); ., definujme Frobeniovu (Schurovu) normu predpisem

n
1,J
N n 1/2
2
1Al = D> layl : (1.13)
i=1 j=1
Snadno lze ovérit, ze takto definované normy spliuji podminky a)-d) v definici normy,
a jsou to tedy skutecné maticové normy.
Zaméime se nyni na maticovou normu generovanou vektorovou normou. Nevyhoda vyse
uvedené definice je ta, ze zde vystupuje supremum pres nekoneé¢nou mnozinu. Nésledujici
véta definici zjednodusuje v tom smyslu, ze generovanou normu lze urcit také jako maxi-
mum na kompaktni mnoziné, coz je jednodussi uloha.

Véta 9. Jestlize ||-|| je maticovd norma generovand vektorovou normou ||-||, potom pro
kazdou matici A € R™™ plati ||A|| = ﬁm”aux1 |Ax||.
x||=

Dikaz. Plati

Ax X
Il = sup FEl —sup a2 = sup 4, (114)
o X o |l X[ yi=
protoze proy = ﬁ je
X x|
vl = | 5] = 1 = (115
=[]l
Vzhledem k tomu, ze f (x) = ||Ax|| je spojita funkce a mnozina
B={x:|x|| =1} (1.16)



je kompaktni, nabyva f na B maxima a muzeme tedy supremum na pravé strané rovnice
(1.14) nahradit maximem. O

Pokud budeme pracovat s vektorovymi a maticovymi normami, budeme casto potiebovat,
aby tyto normy byly v urc¢itém vztahu, ktery popisuje nasledujici definice.

Definice 10. Rekneme, Ze maticova norma |-|| je konzistentni s vektorovou normou |||,
jestlize plati
|Ax]| < [|A] ||x]] VxeR" VA eR™" (1.17)

Pokud navic ke kazdé matici A € R™*" existuje nenulovy vektor x takovy, ze plati

[AX]| = [[A[ ][ (1.18)
potom Fekneme, ze maticova norma ||-|| vyhovuje vektorové norme ||-||.
Véta 11. Jestlize ||-|| je maticovd norma generovand vektorovou normou ||-||, potom je tato

maticovd norma s touto vektorovou normou konzistentni a této norme vyhovuje.

Diikaz. Uvazujme libovolnou matici A € R™*". Tato matice a nulovy vektor x € R" vztah
(1.17) splnuji. Pro nenulovy vektor x € R" plati

[Ax| _ [Ax]

= [lAl; (1.19)

[~ <20 I

tedy plati (1.17) a tato maticovd norma je konzistentni s piislusnou vektorovou normou.
Vzhledem k tomu, ze f (x) = ||Ax]| je spojitd funkce a mnozina

B={x:|x|| =1} (1.20)
je kompaktni, nabyvéa f na B maxima. Ozna¢me ho X,,,,. Plati tedy

| A%mas|| = max [|Ax]] = Al = [[A]l |maz] - (1.21)

Ix[l=1

Nalezli jsme tedy vektor X = X4z, pro ktery plati (1.18), z ¢ehoz plyne, ze maticova norma
generovana normou vektoru této vektorové normé vyhovuje. O

Spektrdlni polomeér p (A) matice A € R™ ™ je definovéan jako v absolutni hodnoté nejvétsi
vlastni ¢islo matice A, tedy

p(A) :=max {|A| : A je vlastni ¢islo matice A}. (1.22)

V nasledujicim textu budeme vzdy symbolem a;; znacit prvek matice A na pozici (3, 5)
a analogicky symbolem z; znacit i-tou slozku vektoru x. Nékteré z maticovych norem
definovanych vztahem (1.12) muzeme vyjadrit explicitné pomoci nasledujici véty.



Veéta 12. Pro kaZdou matici A € R™™" plati:

o) |All, = max Zlawl

7727

b) Al = max > Jay .

’ ’nj 1
o) IAll, = /o (ATA).
d) Je-li matice A symetrickd, potom ||All, = p(A).
Dikaz. a) Pro libovolny vektor x € R™ plati

lAxll, = D |D ey <3 > oyl (1.23)

i=1 | j=1 i=1 j=1

AN
B
&
/\
-
G@
~
gl
B
IA
El
s
L
i
C@

7---1 =1,...,

Z toho plyne, ze

Ax -
A, =sup | ~ I maxn§ |aj] - (1.24)
X 1 .

Oznacme p index, ve kterém nastava maximum, tj. pro ktery plati

> lai| = max > il (1.25)
i=1 T =1

a oznacme X € R” jednotkovy vektor takovy, ze Z, = 1 a Z; = 0 pro vSechna i # p.
Potom plati ||x];, =1 a

1A%, =

=1

n
E Clijl'j

j=1

= lay| = jg%axnz |ai;| . (1.26)
i=1 T =1

Z toho plyne, ze

A AX
A, = “ Xy A, max Z|a”| (1.27)

o Il = TR e

Disledkem nerovnosti (1.24) a (1.27) je tvrzeni véty 12.
b) Diikaz tvrzeni b) je analogicky jako dukaz v ¢asti a). Pro libovolny vektor x € R™ plati

n n
|Ax|,, = max Zaikxk < max Z\a,k||xk| (1.28)
i=1,...,n 1 i=1,...,n
n
< max Z|azk| max |ag = [x]|., maxn2|aik|.
n T k=1



Z toho plyne, ze
[A] = sup < max Y au. (1.29)
o [l =

Ao

Ozna¢me p index, ve kterém nastava maximum, tj. pro ktery plati

D lap| = max > a|. (1.30)
k=1 k=1

a definujme vektor x predpisem

=10 1.31
' {|pk| apr 7# 0. ( )

Potom ||x||,, =1 a plati

n
|AX|,, = max ;aiki'k

geeey

n n n
> Japrdi = Y lap] = max > lal,  (1.32)
k=1 =1 B

z ¢ehoz plyne, ze

|Ax], . Ax]

| Al = sup

n
* > max la| - (1.33)
g s S 5

X[
c) Matice AT A je symetricka, nebot (ATA)T = AT A. Uvazujme libovolny vektor x € R™.
Vzhledem k tomu, Ze norma je nezdpornd funkce a euklidovskou normu muzeme vyjadrit
pomoci skaldrniho souc¢inu, dostaneme

0 < |Ax|3 = (Ax)" Ax = xTATAx. (1.34)
Matice AT A je tedy pozitivné semidefinitni. Z toho plyne, Ze jeji vlastni éisla Ai,..., \,
jsou realna a nezaporna a existuji vlastni vektory uy,...,u, prislusné témto vlastnim
¢islum, které tvori ortonorméalni bazi. Ozna¢me koeficienty vektoru x v této bazi ¢y, ..., ¢,.

Vzhledem k ortonormalité baze plati, ze u/ u; = 0 pro i # j a u]u; = 1, a proto

n

n T n n o n
||XH; = XTX = (Z ciui> <Z lelj) = Z ZcicjuiTuj = ZC? (135)

i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Pro 2-normu dostaneme vztah

n T n
|Ax] = (Ax)" Ax =xTATAx = (Z cz-ui) ATA (Z cjuj> (1.36)

i=1 Jj=1
= Z CZ‘C]‘IIZTATAUJ' = Z CZ‘Cj)\jlllelj = Z CZQ)\Z (137)
i=1 i=1 i=1
< p(ATA)Y ¢ =p(ATA) |x]l3- (1.38)

=1



Maticova 2-norma tedy spliiuje

Ax
1AL, = sup 1A%l SRy (1.39)

20 [|x[l

Pro maximaln{ vlastn{ ¢slo A a jemu pifslusny vlastn{ vektor x plati
JA%]2 = x"ATA% = A [%]2. (1.40)

To implikuje nerovnost

A Ax
||A||2 = sup H X||2 > H X||2 > /,0 (ATA) (1.41)

o [l Il T
d) Symetrickd matice A € R™"™ mé redlna vlastni ¢isla Aj,..., A, a prislusné vlastni
vektory uy, ..., u, jsou linearné nezavislé. Pro i = 1,...,n dostaneme
ATAI_IZ‘ = )\Z‘ATUZ‘ = /\zAl_lZ = )\Z2l_1Z (142)

atedy p(A) =+/p(ATA).

O

Norma ||-]|, tedy na zékladé vlastnosti c¢) a d) souvisi se spektrdlnim polomérem matice
a proto se casto nazyva spektrdalni norma. Néasledujici véta uvadi nutnou podminku pro to,
aby ur¢ita maticova norma vyhovovala néjaké normé vektoru. Symbol I oznacuje jednot-
kovou matici.

Veéta 13. Jestlize ||-|| je maticova norma, kterd vyhovuje néjaké normé vektoru, potom
I = 1.
Dikaz. Pokud maticovd norma ||-|| vyhovuje normé vektoru |[|-||, potom existuje vektor
x # 0 pro ktery plati

[ = [Tl =[]} ] (1.43)
Z toho plyne, ze ||I]| = 1. O

Pomoci této véty lze snadno ukazat, ze Frobeniova norma nevyhovuje zadné normeé vektoru.
Plati totiz, ze ||I||, = /n # L.

Véta 14. Ke kazZdé maticové normé existuje norma vektoru, kterd je s ni konzistentni.

Dikaz. Uvazujme maticovou normu |[|-||. Pro x € R" definujme vektorovou normu vztahem
x|l = |G|, kde G € R™*" je matice, jejiz prvni sloupec je vektor x a ostatni sloupce jsou
nulové. Potom pro libovolnou matici A € R™*" je AG matice, jejiz prvni sloupec je Ax
a ostatni sloupce jsou nulové a plati

|Ax] = [[AG] < [[A[GI] = [|A] {lx]- (1.44)
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Zkonstruovali jsme tedy vektorovou normu, kterd je konzistentni s uvazovanou maticovou
normou. 0J

Zkonstruujeme-li vektorovou normu konzistentni s Frobeniovou normou pomoci postupu
uvedeného v dikazu této véty, vyjde nam, ze Frobeniova norma je konzistentni s euklidov-
skou normou, tj. vektorovou normou ||-||,.

Dusledkem této véty je dale nasledujici véta o odhadu spektralniho poloméru.

Véta 15. Pro kazZdou matici A € R™" a libovolnou normu matice ||-|| plati p (A) < ||A]|.

Dikaz. K dané maticové normé ||-|| existuje dle predchozi véty vektorovd norma ||-||, kterd
je s ni konzistentni. Uvazujme vlastni ¢islo A matice A a vlastni vektor u prislusny tomuto
vlastnimu ¢islu, tj. plati Au = Au. Potom plati

Aall = IAul] = |Aa] < [[Af}[u]]. (1.45)
Po vydéleni tohoto vztahu ||u|| dostaneme |A| < ||A|| a tedy p(A) < ||A]]. O

1.2 Podminénost matice

Budeme se zabyvat numerickym feSenim soustavy m rovnic s n neznamymi:

a1ry, + aprs + ... + apr, = by,
a91T1 + 99T + ... 4+ AonLy, = bg,
(1.46)
:7
Ap1T1 + AQmaZ2 + ... + Gpn®p, = bm7
kde a;j,b; e Rproi=1,...,m,¢=1,...,n. Tuto soustavu muzeme zapsat ve tvaru
Ax =Db, (1.47)
kde
ayjpr Q12 ... Qip T b1
ao21 Q922 ... Qop i) b2
A= X = b=
Aml ma - - Qmn Tn bm,

Matice A se nazyva matice soustavy, vektor x se nazyva wvektor neznamych, vektor b se
nazyva vektor pravé strany.

Matice soustavy, ktera ma mnohem vice nulovych prvku nez nenulovych prvku, se nazyva
ridkd. Matice, kterd neni ridkd, se nazyva plnd.

Jesté predtim nez uvedeme metody pro feSeni soustav, zaméfime se na ¢tvercové matice
a sezndmime se s problémem podminénosti matice. Uvazujme nasledujici priklad.
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Piiklad 16. a) Soustava , 4 y = 2
x 4+ 1.00000001y = 2.00000001
ma feSeni x =1, y = 1.

b) Soustava x

+

Yy = 2
r + 1.00000001y = 2.00000002

ma feseni v =0, y = 2.
c¢) Soustava T+ y =

r + y = 2
méa nekoneéné mnoho teSeni x =t¢, y =2 —1t,t € R.

Vidime, ze zde velmi malé zmény v koeficientech matice a vektoru pravé strany vedly
k velkym zménam v feSeni. Pokud je matice a vektor pravé strany zadédn nepfesné, coz
je napiiklad v ptipadé, ze byly ziskany pomoci méreni nebo numerickych vypocétu, potom
vypoctené feseni muze byt velmi odlisné od presného feseni presné zadané soustavy. Takova
situace muze nastat u Spatné podminénych matic.

Rekneme, Ze matice je Spatné podminénd, jestlize relativné malé zmény prvka matice nebo
vektoru pravé strany zpusobi relativné velké zmény v feseni soustavy. Rekneme, ze matice
je dobre podminénd, jestlize relativné malé zmény prvku matice a vektoru pravé strany
zpusobi relativné malé zmény v feSeni.

Nyni se budeme zabyvat zavislosti relativni chyby feSeni soustavy na relativni chybé
v zadani matice soustavy a vektoru pravé strany. K odvozeni vztahu popisujicimu tuto
zavislost je potfeba nasledujici lemma.

Lemma 17. Predpokladejme, Ze ||| je maticovd norma generovand normou vektoru ||-||
a A € R™™. Pokud ||A|| < 1, potom matice I+ A je requldrni a plati

1

< Al
T 1Al

2" = —jay

[T—(T+A)" (1.48)

Dikaz. Nejprve dokdzeme sporem, ze I+ A je regularni. Predpokladejme tedy, ze ||A|| < 1
a matice I+ A je singularni. Potom soustava (I + A)x = 0 m4 nenulové feseni x. Prox # 0
tedy plati, ze

Ax = —Ix = —x. (1.49)

Z toho plyne, ze A = —1 je vlastni ¢islo matice A. Z definice spektralniho poloméru a vé-
ty 15 plyne, ze |A| =1 < p(A) < ||A]|. To je ve sporu s pfedpokladem ||A|| < 1.
Oznaéme nyni B = (I+ A)™'. Vynésobenim tohoto vztahu zprava matici I+ A dostaneme
B + BA =1. Plati

Bl = [B+BA - BA[ < [B+BA[ + [BA| = |[B+BA| > |B| - |[BA[|, (1.50)
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a tedy
1=[I| =|B+BA| = |B| - |[BA[ = |B]| — [|B|| | Al (1.51)

Vydélenim tohoto vztahu vyrazem 1— || A|| dostaneme prvni ze vztaht uvedenych v (1.48).
Déle plati, ze

[Al
IT-B| = BA| < B[ [[All £ -— - (1.52)
1— Al
Tim je dokazan druhy vztah v (1.48). O]
Nyni jiz muzeme uvést vétu o podminénosti matice.
Véta 18. Predpoklidejme, Ze ||-|| je maticovd norma generovand vektorovou normou ||-||,

A € R™" je requldrni matice a AA je matice takovd, Ze | A~'AA| < 1. Potom plati

A *

Al A~ (||AA|| HAbH) (1.53)

x| T 1-JJATTAAL X (Al bl
pricemZ x* je feseni soustavy Ax =b a x> je reseni soustavy (A + AA)x =b + Ab.

Ditikaz. Z predpokladu véty a predchoziho lemmatu plyne, Ze matice I + A"TAA je re-
guldrni. Matice A + AA = A (I+ A7'AA) je proto také reguldrni. Plat{

x*—x® = x*—(A+AA)" (b+ADb) (1.54)
(I+A'AA)) "' (b + Ab)

EI+A 'AA)T A7 (b+ Ab)
= x'— (I+A'AA)
= (
(

-1

) A7'b+ (I+A'AA) A'ADb
= x"— (I+A7'AA) 'x* + (I+A'AA) A 'AD
_ ( I+AAA)" 1>x +(I+A'AA) AT AD,

Z toho plyne, ze

Nyni pouzijeme pfedchozi lemma a dostaneme

x — x4 < HI —(T+ A*AA)*H x| + H (I+ A-lAA)*lH |A-Y[|Ab]|.  (1.55)

IATTAA] [

A * Abl|. 1.
I = x| < Toamia AT X1+ T asaat 1P (1.56)
Ze vztahu Ax* = b dostaneme ||b|| < [|A]] ||x*|| a tedy
L _ Al
(1.57)
el = bl



Vztah (1.56) vydélime ||x*||, vyuzijeme (1.57) a dostaneme

[ =<2 IATMIAAL (Al A" [A]
< |Ab|| +—~ (1.58)
]| 1—[JATTAA[ A 1—[[ATTAA] Ib]]
[A[ A <||AA|| HAbH) _
1—[[ATTAA[ (Al bl
Tim je véta dokazana. O

Ve vété 18 se nejcastéji uvazuje spektralni norma |[|-||,. Na levé strané odhadu (1.53) se
vyskytuje relativni chyba feSeni soustavy, na pravé strané potom relativni chyba v zadani
matice soustavy ||AA]|, /|| Al|,, relativni chyba v zadéni vektoru pravé strany || Ab||, / [|b]|,
a konstanta ||A[|, || A~]],, kterd charakterizuje zmény v Fesen{ soustavy. Tato konstanta se
nazyva cislo podminénosti matice A a znaci se cond A, tj.

cond A = HA||2HA_1H2. (1.59)

Plati, ze cond A > 1. Pokud je ¢islo podminénosti cond A velké, je matice A Spatné pod-
minéna. Pokud je toto ¢islo malé, je matice dobfe podminéna.

1.3 Primé metody pro reSeni soustav

Nyni se budeme vénovat feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic. V této kapitole
budeme uvazovat pouze soustavy se ¢tvercovou regularni matici s realnymi koeficienty
a redlnym vektorem pravé strany. Metody pro feseni takovych soustav se déli na primé
a iteracni. Ptimé metody jsou takové metody, které po koneéné mnoha krocich davaji presné
feSeni. To nastane ale pouze tehdy, kdyz pocitame presné. Realizujeme-li je numericky,
je vysledné teSeni zatizeno zaokrouhlovacimi chybami. U metod iterac¢nich konstruujeme
posloupnost vektoru, ktera konverguje k presnému feseni. Toto déleni je spiSe tradicni,
existuji také metody, napt. metoda sdruzenych gradientu, které byly odvozeny jako primé,
ale pouzivaji se jako iteracni.

Piimé metody se pouzivaji pfedevsim pro soustavy s malou plnou matici a v nékterych
specialnich ptipadech také pro soustavy s velkou fidkou matici. Pii pouziti pro velké ridké
matice je vSak treba dbat na to, aby pii pouziti téchto metod nedochazelo k zaplnéni
matice, tedy aby z velkého mnozstvi nulovych prvki nevznikaly nenulové a fidka matice se
nestala plnou. Itera¢ni metody se pouzivaji spiSe pro soustavy s velkymi fidkymi maticemi.

1.3.1 Gaussova eliminace

Uvazujme soustavu Ax = b, kde A je ¢tvercova regularni matice fadu n. Po konecném
poctu kroku dostaneme pomoci znamych ekvivalentnich tiprav soustavu s horni trojuhel-
nikovou matici, ktera je ekvivalentni s puvodni soustavou. Tato ¢ast algoritmu se nazyva
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primy chod Gaussovy eliminace. Zpétny chod Gaussovy eliminace spociva v feseni trojuhel-
nikové soustavy.

Piimy chod Gaussovy eliminace:
fork=1,...,n—1
fori=k+1,....n
Qik
d —

gk
foryg=Fk,...;n
aij = Clij — dakj
end
b; = b; — a;iby
end
end

Zpétny chod Gaussovy eliminace:
fori=mn,... 1

1 n
xT; = a—” <bl — Z aijwj>

end

Gaussova eliminace v této podobé je pro obecné matice numericky nestabilni. Zaokrouhlo-
vaci chyby mohou velmi negativné ovlivnit vysledek. Ke kumulaci zaokrouhlovacich chyb
muze dojit zejména tehdy, délime-li ¢isly, ktera jsou v absolutni hodnoté hodné mala. Z to-
hoto duvodu je Gaussova elimina¢ni metoda provadéna s pouzitim pivotace, ktera spociva
v prohozeni fadku tak, abychom pii vypoctu koeficientu d nedélili malym ¢islem.

Prvek agy, ktery je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici (k, k) a kterym délime,
se nazyva piwot. Pokud je tento prvek maly, muze dojit k velké zaokrouhlovaci chybeé.
Proto provedeme pivotaci, tedy mezi prvky na pozicich (k, k), ..., (n, k) nalezneme prvek,
ktery je v absolutni hodnoté nejvétsi. Radek s timto prvkem vyménime s k-tym fadkem.
Tento proces se nazyva castecnd nebo také sloupcovd pivotace. Gaussova eliminace s uplnou
pivotact, pii které se vyménuji nejen radky ale také sloupce, je ¢asové narocnéjsi a proto
se tolik nepouziva.

Gaussova eliminace matice fddu n vyzaduje celkem % + O (n?) operaci s plovouci fddovou
carkou.

Modifikaci Gaussovy eliminace je Gaussova-Jordanova eliminace, kterd prevadi matici sou-
stavy pomoci elementarnich iprav na diagonalni matici. Celkovy pocet operaci je v tomto
pifpadé n3 + O (n?), proto je pro velkd n vyhodnéjsi pouzit k feSeni soustav Gaussovu
eliminaci nez urcovat inverzni matici.

Uvazujme nyni Gaussovu eliminaci pro tzv. tfidiagondlni matici. Tridiagonalni matice je
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matice, kde a;; = 0 pro |i — j| > 1. M4 tedy tvar

S1 tl 0
ro Sy 1o

0 T3 S3 t3

O 'n—1 Sn—1 tn—l
0 0 Tn Sn,

Pokud Gaussovu eliminaci provadime tak, abychom neupravovali prvky pod diagonélou,
které jsou jiz nulové, potom Gaussova eliminace pro tiidiagonalni matice vyzaduje pouze
O (n) operaci s plovouci fadovou ¢arkou.

Gaussova eliminace je tedy vhodnd k feseni soustav s malymi plnymi maticemi a nékterymi
specialnimi typy ridkych matic, napiiklad tfidiagonalni matice. Pti pouziti Gaussovy elimi-
nace na obecné velké idké matice je treba dbat na to, aby z nulovych prvki nevznikaly ne-
nulové. Ridka matice by se pak stala plnou. Tfm padem bychom k jejimu ulozeni potiebovali
mnohem vice paméti a kromé toho by metoda mohla byt velmi ¢asové naroéna. Nékdy se
proto provadi permutace fadku a sloupcu tak, aby nenulové prvky byly na vhodnych po-
zicich, napiiklad blizko diagondly, a pii eliminace nedochézelo k zaplnéni matice.

1.3.2 LU rozklad

Pokud tesime vice soustav se stejnou matici a ruznymi pravymi stranami je vyhodné
rozlozit matici soustavy A na souc¢in A = LU, kde matice L je dolni trojihelnikova
matice s jednickami na diagonale a U je horni trojihelnikova matice. Dolni trojtihelnikova
matice je matice, kterd ma nulové prvky nad hlavni diagonalou, tedy na pozicich (i, ), kde
1 < j. Horni trojuihelnikovou matici rozumime matici, ktera ma nulové prvky pod hlavni
diagondlou, tedy na pozicich (i,j), kde ¢ < j. Matici U ziskdme pomoci Gaussovy eli-
minace, zatimco matice L obsahuje s opaénym znaménkem koeficienty, kterymi nédsobime
fadky pri ode¢itani od jinych radku pii eliminaci. Soustavu Ax = b muzeme zapsat ve
tvaru LUx = b. Ozna¢me y = Ux. Potom feseni soustavy pomoci LU-rozkladu spoc¢iva v
feseni dvou trojuhelnikovych soustav: Ly = b a Ux =y.

Odvozeni LU rozkladu je zaloZzeno na Gaussové eliminaci, protoze odecteni [/;; nasobku
J-tého tadku od i-tého fadku matice A lze reprezentovat vynasobenim matice A matici
L;,, kterda ma na diagondle jednicky, na pozici (j,7) ma prvek —[;; a ostatni prvky ma
nulové. Plati tedy:
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0 0 ay;; a2 ... Aip

0 1 0 21 A92 ... A9
Lj:A =

0 ... —ljJ‘ .1 ...0 aj1 A2 ... Qjn

0 0 01 An1 (p2 Ann,
ail a12 e A1n
21 a92 e Aoy,

a1 — liiaiy Gio = liatio - Gjn = ljitin
an1 an2 B Qnn

Koeficient [;; je zvolen tak, aby po vynasobeni matici L;; byla ve vysledné matici na pozici
(7,4) nula. Dostaneme

Ln,n—l cee L3,1L2,1A = Ua

kde U je horni trojihelnikova matice. Vyjadiime A:

A=L;iL;;... L}

n,n—1

U,

a polozime L = L;iLgi ...L;L . Matice L m4 tvar

n,n—1-

l271 1
31 l32 1

ln,l ln,Q S ln,n—l 1
a splnuje A = LU.

Nize je uvedena varianta algoritmu primého chodu Gaussovy eliminace, kde jsou koeficienty
ukladany pod diagonalu. Diky tomu jsou po skonc¢eni eliminace pod diagonalou prvky
matice L. Na diagonale a nad diagonélou jsou prvky matice U. Pomoci tohoto algoritmu
tedy dostaneme LU rozklad.

LU rozklad pomoci Gaussovy eliminace
fork=1,...,n—1
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fori=k+1,....n
Qik
Ak

forj=k+1,....,n
Qij = Q35 — QikQkj

Aip =

end
b; = b; — a;;by,
end

end
Tato metoda pro feseni jedné soustavy je podobné ¢asové naroéna jako Gaussova eliminace,
vyzaduje % + O (n?) operaci s plovouci fadovou ¢drkou. Pfi feSeni vice soustav se stej-
nou matici a riznymi pravymi stranami provadime ptimy chod Gaussovy eliminace pouze
jednou a pro kazdou pravou stranu pak provadime dvakrat zpétny chod, ktery vyzaduje
pouze O (n?) operaci. Dochézi tedy k vyznamné redukci vypoctového casu.
Kromé uvedeného postupu lze LU rozklad ziskat také naptiklad pomoci Doolitlova nebo
Crootova algoritmu.

Pro obecné matice LU rozklad nemusi existovat. Pokud je vsak matice regularni, potom je
vzdy mozné zmeénit poradi radku této matice tak, aby LU rozklad existoval.

Také LU rozklad vétsinou provadime s pivotaci. Potom mé rozklad tvar A = PLU, kde P
je permutacni matice, tj. matice, ktera ma v kazdém radku a sloupci praveé jednu jednicku,
jinak pouze nuly. Vynasobeni permutacni matici je ekvivalentni zméné potadi radk.

1.3.3 Choleského rozklad

Pokud je matice soustavy A € R™ " symetricka a pozitivné definitni, potom lze k feseni
soustavy pouzit Choleského rozklad, ktery md tvar A = LLT, kde L. € R™ " je dolni
trojuhelnikova matice. Choleského rozklad symetrické pozitivné definitni matice existuje,
ale neni urcen jednoznacné.

Veéta 19. Ke kazdé symetrické pozitivné definitni matici A € R™™ "™ existuje dolni trojuhel-
nikovd matice L € R™" takovd, Ze plati A = LL”.

Dikaz. Dokazeme navic, ze existuje takova matice L s kladnymi prvky na diagonale.
Budeme postupovat indukei. Pron =1 je A = (a17) a vzhledem k tomu, Ze A je pozitivné
definitni plati a;; > 0. Staci tedy polozit [1; = \/a1;.

Nyni predpoklddejme, ze ke kazdé symetrické pozitivné definitn{ matici A € R™" existuje
doln{ trojithelnikové matice L € R™" s kladnymi prvky na diagonéle spliujici A = LL”.
Zvolme libovolnou symetrickou pozitivné definitni matici A fadu n + 1 a zapiSme ji ve

tvaru R
A a
A= , (1.60)
al a,,

kde A € R™" a a € R™. Potom A je pozitivné definitn{ a m4 Choleského rozklad A = LL” .
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Nyni budeme hledat vektor b a ¢islo o tak, aby platilo

- - - T - -
A L 0 L b LL” Lb

A= ) = —( . (1.61)
al a,, bT « 0 o b"LT b’b — a?

Dostali jsme rovnice Lb = a a bY’b—a? = a,,,,. Matice L je doln{ trojdhelnikov4 s kladnymi
prvky na diagondle, je tedy reguldrn{ a plati b = Lta. Cislo o € C lze uréit ze vztahu
a?> = b'b — a,, a tedy existuje. Zbyvda ukdzat, 7Ze « lze volit redlné kladné. Ze vztahu
(1.61) a pozitivni definitnosti matice A plyne, ze

\ 2
0<detA = (det L) a2, (1.62)

Pritom det L > 0, protoze je tento determinant roven soucinu prvku na diagondle matice
L a tyto diagonalni prvky jsou dle indukéniho predpokladu kladné. Tim padem a? > 0 a
a 1ze tedy skutecné volit realné kladné. Nalezli jsme tedy redlny vektor b a kladné cislo a
spliujici (1.61) a tim jsme urcili Choleského rozklad matice A. O

Zkusme nyni urcit Choleského rozklad pro symetrickou pozitivné definitni matici A veli-
kosti 3 x 3. Soucin A = LL” rozepiSeme po slozkach:

11 G21 0431 ll,l 0 0 l1,1 l2,1 53,1
az1 e azs | = |log lo O 0 Lo 32
asy asz asgs l31 lz2 33 0 0 33
2
li, l11l21 Lialsa
_ 2 2
= | halea l5,+15, loalzq +lal3 0

l171l371 l271l3,1 + l272l372 l§71 + l§’2 + l§73

Porovnanim prvku matice na levé a pravé strané tohoto vztahu dostaneme vzorce pro
vypocet prvka matice L,

az 1 as i 9 ago — l2,1l3,1
l1,1 = /1,1, 52,1 = l_’ l3,1 = l_7 12,2 =4/ 022 — l2,17 13,2 = l—’ (1-63)
1,1 1,1 2,2

l33 = \/Clz,s — l§,1 — l%,z. (1.64)

Analogicky lze urcit vzorce pro matici L velikosti n xn a tim odvodit nasledujici algoritmus.
Choleského rozklad

forr=1:n
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r—1 1/2
lrr - (arr - Z l?s)
s=1

fori=r+1:n

r—1
lir - i <az’r - 21 lrslis)

end
end

Pti teseni soustavy linearnich algebraickych rovnic pomoci Choleského rozkladu postupu-
jeme podobné jako u LU rozkladu. To znamena, Ze po urc¢eni matice L fesime dvé soustavy
s trojihelnikovymi maticemi a to Ly = b a LTx = y. Choleského rozklad vyzaduje asi
polovinu ¢asu a paméti ve srovnani s Gaussovou eliminaci a LU rozkladem.

1.4 Maticové iteracni metody

Tyto metody spocivaji v konstrukei posloupnosti vektoru, ktera je dana predpisem:

x™ =Bx'+¢c, i=0,1,..., (1.65)

kde x° je zvoleny pocéatecni vektor. Matice B se nazyva iteracni matice. Matice B a vektor
c jsou zvoleny tak, ze pro presné feseni x* puvodni soustavy plati x* = Bx* + c.
Konvergenci posloupnosti vektori a matic budeme chapat jako konvergenci po slozkach.

Definice 20. Rekneme, 7e posloupnost vektort {xk}zozl, x* € R", konverguje k x € R”,

jestlize pro kazdé i = 1,...,n posloupnost realnych ésel z¥ konverguje k z;.
Rekneme, Ze posloupnost matic {A(k)}zozl, kde A% ¢ R™" konverguje k A € R™™,
jestlize pro kazdé v =1,...,m, 7 = 1,...,n posloupnost realnych ¢isel ai?‘j konverguje k a;;.

V této definici je pouzit horni index (k) pro oznaceni k-té matice v posloupnosti, aby bylo
odliseno indexovani matic a umocnéni matice A na k-tou, které je znaceno standardné A*
a objevuje se v néasledujici definici.

Definice 21. Rekneme, ze matice A je konvergentni, jestlize posloupnost {Ak };021 kon-
verguje k nulové matici.

Véta 22. Oldenburgerova
Matice A € R™ " je konvergentni pravé tehdy, kdyz p (A) < 1.

Diikaz. Kazdou matici A € R™ " lze zapsat v Jordanové tvaru A = TJT 1. Matice T je
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regularni a matice J je blokové diagonalni,

Jg 0 ... O 0 A1 0 ... 0
0 J, 0 O 0 N
0 0 J,1 0 0 0 PV
o o ... 0 J, 0 0 ... 0 N
pficemz 7 =1,...,p a Aj,..., A, jsou vlastni ¢isla matice A. Potom
A?=TJT'TIT ' = TJ*T! (1.67)

a analogicky A¥ = TJ*T~!. Z toho plyne, Zze A* konverguje k nulové matici pravé tehdy,
kdyz J* konverguje k nulové matici. Plati

Jo0 ... 0 o0
0 Jk 0 0
JE=1 : S, (1.68)
0 Ji, 0
o0 .. o J

kde mocniny Jordanovych bloku maji tvar

P A P (R P
0 A (N (ni'i AT
Ji=|: : (1.69)
00 X ()
0 Ak

Z toho plyne, ze J¥ konverguje k nulové matici pravé tehdy, kdyz |\;| < 1. Tim pddem
matice J* a tedy i matice A* konverguji pro k¥ — oo k nulové matici pravé tehdy, kdyz
p(A) <1 O

Pomoci této véty nyni snadno odvodime nutnou a postacujici podminku konvergence ma-
ticovych itera¢nich metod.

Véta 23. Nutna a postacujici podminka konvergence
Posloupnost {Xi};ﬁo konverguje k presnému tesent soustavy Ax = b pro libovolny pocdtecni
vektor x° prdvé tehdy, kdyz p (B) < 1.
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Dikaz. Oznacme x* ptresné feseni soustavy Ax = b. Pro chybu metody plati
x'—x* = Bx"'+c—-Bx*—c=Bx"' -Bx*=B (x'"' —x%) (1.70)
= B? (Xi_2 — x*) = B! (XO — X*) :
Z toho plyne, ze {xi}:io konverguje k x* pravé tehdy, kdyz B konverguje k nulové matici,
coz je podle predchozi véty praveé tehdy, kdyz p (B) < 1. O
Vzhledem k tomu, ze spektralni polomér matice B muzeme odhadnout maticovou normou
této matice, plati nasledujici véta o postacujici podmince konvergence.

Véta 24. Postacujici podminka konvergence
Posloupnost {Xi}:io konverguje k presnému teseni soustavy Ax = b pro libovolny pocatecni
vektor x°, pokud |B|| < 1 pro nékterou z maticovijch norem | ||.

Duikaz. Pokud ||B|| < 1, potom p (B) < ||BJ| < 1 a dle piedchozi véty posloupnost {x}:°,

konverguje k presnému tfeseni dané soustavy 0

Pokud posloupnost {x"}fio kontruovana podle predpisu dané metody konverguje k presnému
fesen{ soustavy Ax = b pro libovolny pocéatecni vektor x°, potom budeme fikat, Ze metoda
konverguje. V dalsim textu uvedeme nékolik konkrétnich maticovych itera¢nich metod a
budeme se zabyvat tim, pro jaké typy matic tyto metody konverguji.

1.4.1 Jacobiho metoda

Rozlozme matici soustavy A na soucet

A=D+L+TU, (1.71)

kde D je diagondalni matice, L je dolni trojihelnikové matice s nulami na diagonéle a U
je horni trojuhelnikova matice s nulami na diagonéle. Predpokladejme, ze D je regularni,
potom plati

Ax=beDx+(L+U)x=b<Dx=—-(L+U)x+b. (1.72)
To je déle ekvivalentni se vztahem
x=-D'(L+U)x+D'b. (1.73)
Z posledni rovnice odvodime predpis Jacobiho metody:
xM=-D ' L+U)x'+D'b, i=0,1,.... (1.74)
Tento predpis muzeme rozepsat po slozkéch:
1 7j—1 n
:1:§+1 = (bj —Zajkx}; — Z ajkaﬁ;) , j=1,....n, 1=0,1,.... (1.75)
JJ k=1 k=j+1
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V tomto piipadé je iteraéni matice ddna vztahem B = —D~! (L + U) a posloupnost {x'}.°,
konverguje k presnému feSeni pravé tehdy, kdyz p (=D~ (L 4+ U)) < 1. Tuto podminku
splnuji naptiklad ostfe diagonalné dominantni matice.

Definice 25. Matice A € R"*" se nazyva ostre diagondlné dominantni, jestlize
i—1 n
jail > lagl + Y agl, i=1,...,n. (1.76)
j=1 j=i+1
Véta 26. Jestlize matice A € R™™" je ostre diagondlné dominantni, potom A je requldarni.

Dikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, ze matice A je ostie diagonalné do-
minantni a singularni. Potom soustava Ax = 0 m4 feseni x # 0. tato soustava rozepiseme
po slozkach

n
Zaijl'j :aiixmLZaijxj :0, 1= 1,...,n. (177)
i=1 i
Oznacme zz = max z; a polozme i = s. Potom plati
j=1,...n
|ass| |5 = lasszs| = Zaijj < Z |as;] 2] < Z |asj] || - (1.78)
j#s Js i#s

Z toho plyne, ze

|ass| S Z|a8j|7 (179)
J#s

coz je ve sporu s predpokladem, ze matice A je ostie diagonalné dominantni. O

Veéta 27. Jestlize matice A € R™™ je ostre diagondlné dominantni, potom Jacobiho me-
toda konverguje.

Dikaz. Uvazujme vlastni ¢islo A iteraéni matice B a vlastni vektor x piislusny tomuto
vlastnimu ¢islu. Potom Bx = Ax a tedy

-D ' (L+U)x = Ax. (1.80)

Z toho plyne, ze
(L+U)x = -DXx. (1.81)

Tento vztah rozepsany po slozkédch ma tvar

N ayr; = Aaur, i=1,....n. (1.82)
i]
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Z toho plyne, ze
A aail [ <> lasg| |1 - (1.83)
i#]

Ozna¢me || = max |z;|. Pro i = s dostaneme
j= n

=1l,...,

> las;] ;] ; |ass| |zs] X [as]
s#£j

57

57
1A < < < <1. (1.84)

|ass| || |@ss | || |@ss
Z toho plyne, ze p (B) < 1 a Jacobiho metoda tedy konverguje. O

1.4.2 Gaussova-Seidelova metoda

Tato metoda se lisi od pfedchozi tim, Ze pii vypoétu slozek vektoru x**! pouzijeme misto
slozek vektoru x* slozky vektoru x**!, pokud jiz byly vypocteny.
Uvazujme matice D, L a U jako u Jacobiho metody. Plati:

Ax=b< (D+L)x+Ux=b< (D+L)x=-Ux+b, (1.85)
coz dale je ekvivalentni se vztahem

x=—(D+L)'Ux+(D+L)'b. (1.86)

Z posledni rovnosti odvodime ptredpis Gaussovy-Seidelovy metody:
xT = (D+L)'Ux+(D+L)"'b, i=0,1,.... (1.87)
Tento predpis muzeme rozepsat po slozkéch:
. 1 = n ,
attl = — b =Y g™ = > apah |, j=1,...n, i=01,.... (188)
73 k=1 k=j+1
V tomto piipadé posloupnost {x'},-, konverguje k presnému fesen{ pravé tehdy, kdyz
p(-MD+L)'U) <1 (1.89)

Tuto podminku splnuji ostie diagonalné dominantni matice a také symetrické pozitivne
definitni matice.

Veéta 28. Jestlize matice A € R™™ je ostre diagondlné dominantni, potom Gaussova-
Seidelova metoda konverguje.
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Dikaz. Uvazujme vlastni ¢islo A itera¢ni matice B a vlastni vektor x ptislusny tomuto
vlastnimu ¢islu. Potom Bx = Ax a tedy

—(D+L)""Ux = \x. (1.90)

Z toho plyne, ze
-Ux=A(D+L)x. (1.91)

Tento vztah rozepsany po slozkdch ma tvar

- Z a;;xr; = /\Zawx]. (1.92)

j=i+1

Oznacme |zs| = max_ |z;|. Pro i = s dostaneme
j

[ERRE)

Al

E :aij]

Budeme upravovat levou stranu této nerovnosti:

s—1 s—1
> Al <|assx8| - Z |a8jxj|) > [Al <|assx8| - Z | |IJ|) (1.94)

< Z |as| ;] < Z |ass] ] (1.93)

Jj=s+1 Jj=s+1

s

E :aijj

Al

j=1 j=1 j=1
s—1
= (Al (\ass\ oo = > lag] !st> :

j=1

(1.95)
Z toho plyne, ze
2 1 |as;]

N < 2 (1.96)

s—1 ’
|ass| = 3 |as;]

j=1
Matice A je ostie diagonalné dominantni, proto plati

|ass| — Zlasgl > Z |a81| (1.97)

Jj=s+1

Ve vztahu (1.96) je tedy ¢itatel mensi nez jmenovatel a proto |A| < 1. Takze p(B) < 1
a Gaussova-Seidelova metoda tedy konverguje. O

Veéta 29. Jestlize matice A € R™" je symetrickd a pozitivné definitni, potom Gaussova-
Seidelova metoda konverguje.
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Dikaz. Uvazujme vlastni ¢islo A itera¢ni matice B a vlastni vektor x ptislusny tomuto
vlastnimu ¢islu. Jak je uvedeno v predchozim diukazu, potom plati

-Ux=X(D+L)x. (1.98)
Tento vztah vyndsobime vektorem x? zleva a dostaneme
—x'Ux =\ (x'Dx + x'Lx) . (1.99)

Vzhledem k tomu, Ze A je symetrickd, plati U = LT. To dosadime do ptredchoziho vztahu
a déale tento vztah umocnime na druhou. Dostaneme

("L7x)" = A ((x"Dx)*+2 (xDx) (x"Lx) + (x"Ix)") (1.100)
= 2 ((x"Lx)" + (x"Dx) ((x"Dx) + 2 (x"Lx)))

= )\ <(XTLX)2 + (XTDX) (XTAX)) .

Matice A je pozitivné definitni, coZz znamend, Ze xT Ax > 0. Uvazujme jednotkovy vektor
e; € R”, tedy vektor, ktery méa na i-té pozici 1 a na ostatnich pozicich 0. Potom

0<elAe; = Ay. (1.101)
Matice A ma tedy kladné diagonélni prvky a proto
x"Dx =Y Aya? > 0. (1.102)
i=1
Z toho plyne, ze

(XTLTX)2 =\? <(XTLX)2 + (x'Dx) (XTAX)> > \? (XTLX)Z. (1.103)

Takze plati \> < 1, a tedy |A\| < 1. Z toho jiz plyne, ze Gaussova-Seidelova metoda
konverguje. OJ

1.4.3 SOR metoda

Néazev SOR metoda vychazi z anglického successive overrelaxation method a tato metoda
se oznacuje také jako superrelaxa¢ni metoda. Tuto metodu muzeme chapat jako modifikaci
Gaussovy-Seidelovy metody, ktera se pouziva za tcelem urychleni konvergence. V piipadé
této metody konstruujeme posloupnost vektoru podle vzorce:

Xt = (1 —w)x' +wx™t (1.104)
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kde
¥ =-D+L)'UX+D+L) 'b, i=0,1,.... (1.105)

Parametr w se nazyva relaxacni faktor a voli se z intervalu (0,2), obvykle w € (1,2). Pro
symetrické pozitivné definitni matice soustavy tato volba parametru vede ke konvergenci
posloupnosti {x'};°, k feSeni. Volbou w = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu. Po
upraveé dostaneme

xT =D+wl) " (~wU+(1-w)D)x+w(D+wL)'b, i=01,.... (1.106)

Tento predpis muzeme rozepsat po slozkéch:

7j—1 n
21 = ai (bj — Zajkx;;“ — Z ajkx;;> + (1 —w)al, (1.107)
19 k=1 k=j+1

kdej=1,....,nai:=0,1,....

1.5 Metoda sdruzenych gradientu

Budeme predpokldadat, ze matice soustavy A je redlna symetrickd a pozitivné definitni.
Metoda sdruzenych gradientu je zalozena na nasledujici véte.

Véta 30. Predpokladejme, Ze matice A € R™*™ je symetrickd a pozitivné definitni. Potom
vektor x* je presnym tesenim soustavy Ax = b prdvée tehdy, kdyZ x* je bodem minima

funkce

1
F(x) = §XTAX —x'b. (1.108)

Dikaz. Funkce F' je funkce n proménnych. Uréime jeji stacionarni bod. Plati, ze
VF(x)=Ax—-b=0 (1.109)
prave tehdy, kdyz x je feSenim soustavy Ax = b. Hessova matice je matice V2F (x) = A,

je tedy pozitivné definitni a stacionarni bod je bodem minima funkce F'. O

Metoda sdruzenych gradientu spo¢iva v hledani minima funkce F. To budeme hledat
nésledujicim zptisobem: Budeme konstruovat posloupnost vektort x¢ tak, Ze v i-tém kroku
zvolime smér v¢ a uréime éislo oy tak, aby vektor

X =x" 4+ a v (1.110)

byl bodem minima funkce F' na piimce x* + tv¢, t € R. Uréime proto hodnotu funkce F
na této piimce v zavislosti na t, tedy

g(t) = F(x'+tv') = % (x+tv) A (X +tv') + (x' +tv') b (1.111)
2
— L) Ax () ax D () AV 4 L () Av - () b -t (v) b
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Urcime stacionarni bod funkce g,

gt = % (Vi)TAxi + % (xi)TAVi +t (vi)TAvi - (Vi)Tb (1.112)
= (V) A+t (v) AV - (v))' Db
Z toho dostaneme, ze ¢’ (t) = 0 pro

vi)'b— (vi)" Ax |

t = 1.113
(Vi)T Avi ( )

Tento bod t je tedy stacionarni bod. Vzhledem k tomu, ze
g"(t) = (v)) Avi >0, (1.114)

jednd se o bod minima. Symbolem r’ ozna¢me reziduum r* = b— Ax’ a (-, -) budeme znacit
skaldrni soucin, tj. (u,v) = u’v. Potom optimalni velikost kroku a; je rovna uvedenému
stacionarnimu bodu funkce g a muzeme ji zapsat ve tvaru

(rt, v
(Avi Vi)’

a; = (1.115)

Volbou v! dostaneme konkrétni metodu. V piipadé metody sdruzenych gradientti volime
A-ortogondlni vektory. To jsou vektory, pro které plati:

(AV',v)) =0, i#j, a (Av',v") #£0. (1.116)

Tyto vektory lze uréit pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace vektoru rezidui. To
znamena, ze nejprve polozime

v? =1 (1.117)
Nyni predpoklddejme, ze vektory v°, ..., vF~! jsou A-ortogonalni a definujme
k—1
vE=1b 43 " B, (1.118)
j=0

Koeficienty 8y je potfeba uréit tak, aby tento novy vektor v¥ byl A-ortogonaln{ k vektortim

v9 ..., vF7L. To znamen4, aby platilo:

k—1
0= (v Av) = (x* AVI) + ) B, (v, AV!), 1=0,.. k-1 (1.119)
5=0
Protoze vektory v°, ..., v¥~! jsou A-ortogonélni, plati
(v/,Av") =0 (1.120)
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proj#layjl=0,...,k— 1.7 toho plyne, ze

B <rk, Avl>

B = AV (1.121)

Vzhledem k tomu, ze v prostoru R" lze ur¢it maximalné n A-ortogonélnich vektort, musi
existovat néjaky index N < n takovy, ze vI¥ = 0. V nésledujicim textu ukdzeme, ze potom
rV =b — AxY =0, coz znamen4, ze xV je presné feseni. Dale ukdzeme, ze u této metody
jsou vektory reziduf ortogondln{ a ze vztah (1.118) lze jesté zjednodusit. Uved me nejprve
nasledujici lemma.

Lemma 31. a) Pro k,s < N plati
k—1
=" oy AV =10 — Z AV (1.122)
=0

b) Pro k < s plati <rk,Avs> =0.
c¢) Pro s € N plati (r®,r®) = (r*,v®).
Dikaz. a) Plat{

" = b-Ax"=b-A """+ v =b—- AX" — oy AVFTT (1.123)
k—1
= "l AVl =10 — Z ajAvj.

=0

b) Ze vztahu (1.118) a A-ortogonality vektoru v, ... v* plyne, Ze
k-1
<rk,AVS> = <Vk — Zﬁkjvj,Avs> =0 pro k<s. (1.124)
=0
c) Pro s € N plati

s—1 s—1
(r',r’) = <VS - Zﬁsjvj,rs> = (v’ r’) — Zﬁsj (v/,1°) (1.125)
j=0 Jj=0

S vyuzitim A-ortogonality vektori v°

s—1 s—1
<Vj, r5> = <Vj, r’ — ZalAvl> = <Vj, r0> — Z Qy <Vj, Avl> (1.126)
1=0 1=0

(r7,v7)
(Avi, vi)

-1
- <vj,r0 — rj> = <Vj,Zoqul> = 0.
=0
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Po dosazeni tohoto vztahu do (1.125) jiz dostaneme (r®,r®) = (r®, v®). O

Ze vztahu c¢) v tomto lemmatu plyne, Ze pokud vV = 0, potom je
(", oMy = (" vV =0 (1.127)

a tedy r"¥ = 0. To znamen4d, ze pokud v algoritmu vyjde vektor vV uréujici smér v nésle-

dujicim kroku nulovy, znamend to, ze vektor xV je pfesnym feSenim dané soustavy. V
nasledujici vété ukazeme, ze rezidua jsou ortogonalni a ze nékteré z koeficientu [y jsou
nulové.

Véta 32. a) Vektory r°, ... vVt jsou ortogondlni, pokud jsou nenulové.
b) Prol <k—1jefy=0a

k Lk
Brek—1 = % (1.128)

Dikaz. a) Dokazeme, ze <rk, r5> = 0 pro k < s a to indukci podle s. Pro s = 1 s vyuzitim
predchoziho lemmatu a vztahu v° = r’ dostaneme

<r0,r1> = <r0, r’ — aoAv0> = <r0, r0> — ap <r0, AVO> (1.129)

0 0
0 ..0 (r’,v") 0 0
= (r,r)— ————(r,Av’) =0.
() = o (1 Av)
Nyni predpokladejme, ze plati <rk, r5> = 0 pro k < s, a dokazeme, ze potom tento vztah
plati také pro s+ 1. Pro k < s na zakladé indukéniho predpokladu a piredchoziho lemmatu
plati

(r*, ety = (rf 1° — a,Av*) = (1", 1%) — o, (rF, AV®) = 0. (1.130)
Pro k = s plati
(r*,r*™) = (°,r°) — (r’, 0, AV®) = (r*, %) — o, (r’, AV®) (1.131)
_ s LS\ <rs’vs> s s
= (r,r°) v AV (r’, Av®)

s—1
S 5.8 <rs7vs> s j s
= <I’7r>—m A% —ZﬁsjVJ’AV
7 ]:O
= (r’,r%) — (r’,v’) = 0.
b) Ze vztahu r'*! = r! — q; Av! vyjddifme

I 4l
Avi="—"5 (1.132)
07)
Z toho pro [ < k — 1 plyne, ze
(rk, AV (xk ety — ok pt)
(v, Avl) ay (vl Avl)

B = = 0. (1.133)

30



Déle s vyuzitim vzorce pro «j_; dostaneme

B (rk, k=1 — (rk rk) B (xk, r¥)
Prog—1 = = a1 (VEI AV T g (VRS AvET) (1.134)
(xk ok - (rk ok

<rk—1jvk—1> - <I.k:—1’rk—1>'

Vyse uvedeny postup nyni shrneme v nésledujim algoritmu.

Algoritmus metody sdruzenych gradient:
Je dano: x°, A symetricka pozitivné definitni, b.

r’=b— Ax°

vl =10

for:=0,1,2,3,...
o <ri7vi>
& = NIAVY

xH = xt + v
ritl = pi AV
6. B <ri+1’rz’+1>
i (x r?)
vitl = pitl | i
end

Jak jiz bylo zminéno, pocitame-li bez zaokrouhlovacich chyb, vede tato metoda po n nebo
méné krocich k prfesnému feseni. Jedna se tedy o ptimou metodu. Jelikoz je vsak rad matice
n ¢asto velké ¢islo, pouziva se tato metoda jako iteraéni, nebot ddva feSeni s pozadovanou
presnosti mnohem diive nez po n iteracich.

Rychlost konvergence metody sdruzenych gradientu je charakterizovana odhadem

k * K2 (A) 1 0 *
X' —x <2 —/——— X —X ) 1.135
e -l <2 (VERL L) e - x, 135
kde ||-|| o je energetickd norma
1x[la = V(A% x) (1.136)
a kg oznacuje podminénost vzhledem k ||-||, norme
ra (A) = Al [[ATH],- (1.137)

Vidime, ze rychlost konvergence metody sdruzenych gradienttu zavisi na ¢isle podminénosti
matice soustavy. Konvergenci muzeme urychlit pomoci predpodminéni. To znamend, ze
misto ilohy Ax = b budeme fesit ekvivalentni 1ilohu

P 'AP'P'x =P 'b, (1.138)
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tedy _ _
A% = b, (1.139)
kde _ _
A=P AP T x=P7x, b=P'b. (1.140)

Matice P se nazyva predpodminiovac a volime ji tak, aby byla regularni a aby ¢islo podminénosti
matice P~'AP~7 bylo mensi nez ¢&fslo podminénosti matice A. Mezi nejjednodussi volbu
patii

A/ Q11 N 0

0 Va 0
P=| - . (1.141)

0 . 0 ann
Tento predpodminova¢ ovSem vede ke snizeni ¢isla podminénosti pouze u nékterych typu
matic. Obecné volba vhodného predpodminovace zavisi na vlastnostech dané matice.
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Kapitola 2

Vypocet vlastnich cisel a vlastnich
vektoru matic

Volba metody pro nalezeni vlastnich ¢isel zavisi na tom, zda feSime cdastecny problém
vlastnich cisel, tedy zda potfebujeme nalézt nejvétsi nebo nékolik nejvétsich vlastnich cisel,
nebo uplny problém vlastnich c¢isel, tedy zda chceme nalézt vSechna vlastni ¢isla.

Nejprve si zopakujeme zakladni pojmy z linearni algebry tykajici se problematiky vlastnich
cisel. Cislo A se nazyva viastni ¢islo matice A € R™ ", jestlize existuje nenulovy vektor x
takovy, ze plati

Ax = \x. (2.1)
Vektor x se potom nazyva vlastni vektor matice A.
Plati
Ax =X x < Ax—x=0& (A-A)x =0, (2.2)

kde I oznacuje jednotkovou matici. Homogenni soustava ma netrividlni feseni praveé tehdy,
kdyz je determinant matice soustavy roven nule. Vlastni ¢isla matice A proto musi splnovat
podminku

det (A — AI) = 0. (2.3)

Polynom

p(N) = det (A — AI) (2.4)

se nazyva charakteristicky polynom. Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla je jeho nasobnost
jako kotene charakteristického polynomu. Vlastni ¢isla matice A jsou tedy koreny jejiho
charakteristického polynomu. Vypocet vlastnich ¢isel jako kotenu charakteristického po-
lynomu se prilis nepouziva, protoze je vypocetné narocny a navic numericky nestabilni,
nebot koeficienty charakteristického polynomu jsou citlivé na malé zmény v prvcich ma-
tice. SpiSe se pouziva postup opacny a to prevedeni problému nalezeni kofent polynomu
na problém nalézt vlastni c¢isla matice.

Zéakladni véta algebry tikd, Zze polynom stupné n ma pravé n kotrenu, pokud kazdy kotfen
pocitame tolikrat, kolik je jeho ndsobnost. Kazda matice tadu n ma tedy pravé n vlastnich
¢isel, pokud je pocitame v jejich ndsobnosti.

Ze vztahu (2.3) ihned plyne nésledujici véta.
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Veéta 33. Viastni cisla trojuhelnikové matice jsou jeji diagondlni pruky.

Rekneme, ze ¢tvercovd matice A je podobnd matici B, jestlize existuje reguldrni matice T
takova, ze plati
B =T 'AT. (2.5)

Véta 34. Podobné matice maji steynd vlastni cisla véetné jejich nasobnosti.

Mnoho metod pro vypocet vlastnich ¢isel matice je zalozeno na myslence postupné trans-
formovat matici na matice ji podobné a nalézt podobnou matici, ktera je trojihelnikova.
Potom diagonalni prvky podobné matice budou vlastni ¢isla puvodni matice.

2.1 Mocninna metoda

Mocninna metoda slouzi k vypoc¢tu dominantniho vlastniho ¢isla. Predpokladejme, ze ma-
tice A je realna ¢tvercova matice fadu n jejiz vlastni ¢isla \; splnuji

a predpoklddejme, Ze matice A m4 n linedrné nezavislych vlastnich vektori vi, ... v™.

Zvolme x° a konstruujme posloupnost
xT =A%, i=1,2,.... (2.7)

Protoze plati ’ . ' ,
Xt = Ax' = A" = = A"X", i=1,2 ..., (2.8)

nazyva se tato metoda mocninnd metoda. Vlastni vektory tvori bazi prostoru R”, muzeme
tedy x° vyjadfit v této bazi:

X' =cvi . v (2.9)

Z toho plyne, ze
x' = AX'=c AV +.. .+, AV (2.10)
NV 4+ e AV (2.11)

4 A\ e {2\
— N (V2 (2] v e (L) 2.12
C1 1<V Jrc1 ()\1 v +01 " Vo, ( )

za piedpokladu ¢; # 0. Pro i — oo se x’ bliz{ nasobku vlastniho vektoru v! a plati

xT &~ \;x'. Aproximaci dominantniho vlastniho ¢isla A} vypocteme porovnanim slozek
vektort x* a x'™!, napiiklad porovnanim v absolutni hodnoté nejvétsich slozek:
i+l
maxi<j<n ‘XJ |
, i
maxi<j<n |Xj

X =

(2.13)
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nebo pomoci podilu
KT A ok
. x¥)" Ax
(xk)" x*
Potom M pro i — oo konverguje k dominantnimu vlastnimu &fslu.

Algoritmus mocninné metody:

zvol x°

for k=0,1,2,...
L — Axch
Xk+1 - xk+1

[ESEl

A+l — (Xk+1)T Axht!

end

Rychlost konvergence zavisi na podilu f\‘—i Pokud se absolutni hodnoty vlastnich ¢isel A\; a
Ao prilis nelisi, potom je tato konvergence velmi pomald. Pokud je |[A;| o hodné vétsi nez

|A2|, je mocninna metoda efektivni metodou k vypoctu dominantniho vlastniho éisla.

2.1.1 Inverzni mocninna metoda

Pomoci inverzni mocninné metody muzeme nalézt v absolutni hodnoté nejmensi vlastni
¢islo matice. Predpokladejme, Ze matice A je redlna ctvercova matice fadu n jejiz vlastni
¢isla \; splnuji

A1] > | A > ... > |\ >0, (2.15)
a piedpoklddejme, Ze matice A méa n linedrné nezavislych vlastnich vektoru v!,...,v™.
Potom matice A~ m4 vlastni éisla /\%-’ 1 =1,...,n, kterd splnuji
1 1
—| > >...>|—| >0, (2.16)
n /\n—l 1

a stejné vlastni vektory jako matice A. Mocninnou metodou tedy muzeme urcit dominantni
vlastni ¢islo /\i matice A~ a tedy v absolutni hodnoté nejmensi vlastni éfslo A, matice A.

2.1.2 Inverzni mocninna metoda se spektralnim posunem

Inverzni mocninnd metoda konverguje pomérné rychle, pokud absolutni hodnota vlastniho
¢isla A, je vyrazné mensi nez absolutni hodnota ostatnich vlastnich ¢isel. Toho muzeme
vyuzit k urychleni konvergence mocninné metody. Zname-li dobry odhad p vlastniho ¢isla
An, potom mocninng metoda aplikované na matici A — uI bude rychle konvergovat, nebot
nejmensi vlastni ¢islo matice A — ul je rovno A, — u, coz je blizko nule. Inverzni mocninna
metoda aplikovana na A — ul se nazyva inverzni mocninnd metoda se spektralnim posunem.
Pouziva se také v pripadé, ze zname aproximaci vlastniho ¢isla a chceme vypocitat vliastni
vektor prislusny tomuto vlastnimu ¢islu.
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Algoritmus inverzni mocninné metody se spektralnim posunem:

zZvol Xg
for k=1,2,3,...
fes soustavu (A — pul) xF = xF!
k xk

X" =
]

PGES (Xk)T AxF
end
V kazdé iteraci fesime soustavu (A — pl) x* = x*~1. Protoze matice soustavy je stdle stejna
a méni se pouze prava strana, je vyhodné pouzit k feSeni soustavy LU rozklad. Inverzni
mocninnd metoda konverguje linearné.
Konvergenci muzeme jesté urychlit, pokud v kazdé iteraci bude posun p roven aktualnimu
odhadu vlastniho &isla A¥. Tato metoda se nazyva metoda Rayleighovijch podili. Je zndmo,
ze konverguje kvadraticky, ale LU rozklad musime provést v kazdé iteraci. Je-li matice A
symetrickd, potom dokonce konverguje kubicky.

2.2 QR algoritmus

Jak jsme se jiz zminili, podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Mnoho algoritmu pro
vypocet vlastnich ¢isel matice je proto zalozeno na prevodu matice na matici s ni podobnou,
kterda ma jednodussi tvar. Pokud bude vysledna matice naptiklad horni trojihelnikova,
potom jeji vlastni ¢isla budou prvky na diagonéle.

Jednim takovym algoritmem je QR algoritmus. Tento algoritmus pouziva rozklad matice
na soucin ortonormalni matice Q a horni trojihelnikové matice R, kterému fikame QR
rozklad. Pfipomeiime, Ze matice Q se nazyvéa ortonormalni, jestlize plati QT Q = I.

Veéta 35. KazZdou matici A € R™™, m > n, lze rozloZit na soucin A = QR, kde Q €
R™*™ je ortonormdlni matice a R € R™*™ je horni trojihelnikovd matice.

QR algoritmus:

Ay=A

for k=1,2,3,...
proved QR rozklad matice A,_1: Ay_; = QLR
A =R, Qy

end

Ukazeme, ze matice Ay je podobna matici A:

A, = R.Q: = Qi Q:R.Qs (2.17)
= QA;1Qy
= QIQ,...QIA1QQ:...Q
(QiIQ:..- Qi) A)QiIQ:... Q)
Q"AQ = Q"AQ,
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kde Q = Q1Q5 ... Qs je ortonormalni, protoze je soucinem ortonormalnich matic.

Lze ukézat, ze matice A konverguji k matici T, kterd je horni trojihelnikova. Z této matice

urcime aproximace vlastnich ¢isel matice A. Vlastni vektory piislusné témto vlastnim

¢islim muzeme urcit napiiklad pomoci inverzni metody s posunem, kde za posun volime

vypocétenou aproximaci vlastniho ¢isla.

Nevyhodou QR algoritmu v této podobé muze byt jeho pomala konvergence. Pro poddia-
1. . E\T ,

gonalni prvky matic Ay = (a ) _,» k€N, plati

ij ,J
o< Dl ey (2.18)
(I |
za predpokladu, ze pro vlastni ¢isla matice A plati
A > Ao >0 > |\ (2.19)

Pokud maji néjaka dvé vlastni ¢isla priblizné stejnou absolutni hodnotu, potom je konver-
gence poddiagondlnich prvku k nule velmi pomald. Konvergenci muzeme urychlit podobné
jako v pripadé inverzni mocninné metody zavedenim posunu.

QR algoritmus s posuny:

A() == A

for k=1,2,3,...
urci posun fix
proved QR rozklad Aj_; — I = QiR
Ay = ReQi + el

end

Potom plati

a?j < Y _Mk‘afj_l,

A — ]

Za parametr p; muzeme zvolit naptiklad prvek, ktery je v pravém dolnim rohu matice
Ay, tedy prvek a1, Tato volba se nazyva Rayleighetiv posun.
Dalsi nevyhodou je vysoka vypocetni naroénost QR rozkladu. QR rozklad plné matice
fadu n vyzaduje O (n?®) operaci. Je-li matice Ay v hornfim Hessenbergové tvaru, potom i
v dalsich iteracich dostaneme matice v hornim Hessenbergové tvaru a QR rozklad takové
matice vyzaduje O (n?) operaci. Proto nejprve pievedeme matici na horn{ Hessenberguv
tvar, coz vyzaduje O (n?) operaci a potom provedeme QR algoritmus, ve kterém budeme v
kazdém kroku potiebovat pouze O (n?) operaci. Je-li matice symetricka, potom jeji pievod
na horni Hessenbergtiv tvar vede na tiidiagondlni matici. To je vyhodné, nebot QR rozklad
tiidiagonalni matice vyzaduje pouze O (n) operaci.

keN, (2.20)

2.2.1 Vypocet QR rozkladu pomoci Householderovy transfor-
mace

QR rozklad lze provést pomoci nékolika algoritmu, naptiklad pomoci Householderovych
transformaci, Givensovy rovinné rotace nebo Grammovy-Schmidtovy ortogonalize. Nejprve
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si uvedeme QR rozklad pomoci Householderovy transformace.
Definujme Householderovu transformaci matice A vztahem

Ay, =H;A; {1, k=1,....n—1,
kde Ay = A a Householderovy matice budeme pro k =1,...,n — 1 definovat
H,=1-2w" (Wk)T,
kde w, je vektor jednotkové délky. Potom Hj, je ortonormdlni, nebot
H{H, — (12w (wk)T)T (T 2w* (wh)")
= I-2w" (wh) — 2wk (wh)" +awh (wh)" wh (wh)"

w ) owr
= I-2wF (Wk)T — 2wk (Wk)T + 4wF (Wk)T

= L

Vektory w* volime

wh = Zk :
[12*],
a slozky vektoru z”* jsou definovany
0, J <k,
_ . m 12 .
2 = q ap." — sign (ar) (312, ait) 2 j=k
afk_l, J > k.

Potom v prvnich k& sloupcich bude mit matice A, pod diagondlou nuly a matice

R: An :HanHlA
je horni trojuhelnikova a matice
Q - H1H2 ‘e Hn

je ortonormdlni, nebot je sou¢inem ortonormélnich matic. A plati A = QR.

(2.21)

(2.22)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.2.2 Vypocet QR rozkladu pomoci Givensovy rovinné rotace

Definujme transformaci:

Ak = Gk—lAkz—la AO = A>

(2.31)

kde Gy_; = Gf:l je Givensova matice rovinné rotace. To je matice, kterd ma na diagonéle
jednicky, kromeé pozic (i,4) a (j, ), kde je cos ¢, na pozici (i,j) mé prvek sin ¢, na pozici
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(7,7) ma prvek —sin ¢ a ostatni prvky jsou nulové, tj.

1

cos ¢ sin ¢

Gi1 =Gl = . : (2.32)

— sin ¢ cos ¢

1

Snadno se ovéif, ze G} Gy = I. Matice Gy_; je tedy ortonormalni. Za indexy i, j volime

postupné 7 =1,....n—1,i=35+1,...,n. Uhel ¢ volime tak, aby platilo

k—1 k—1
_ ] L i

cos ¢ = , sing = . (2.33)

\/ k—1)2 k—1)2 \/ k—1)2 k—1)2

(a5 1)+ (a5 ) (a5 1)+ (a5 )

Potom vyndsobenim matice Aj_; matici Gy_; = Gf;; vynulujeme prvek na pozici (i, j)

a navic ostatni jiz vynulované prvky zustavaji nulové. Timto zpusobem tedy vynulujeme
vSechny nenulové prvky pod diagonalou a mame

R=G,_1...G)A=QTA, Q=Gy...G,_1, (2.34)
kde m = @ oznacuje pocet poddiagonalnich prvku. Potom
A =QR, (2.35)

kde R je horni trojuhelnikova a Q je ortonormélni, protoze je soucinem ortonormalnich
matic.
Pokud afj_l je jiz nulovy, potom matice Gy_; = ij_é je rovna jednotkové matici a
provadime tedy jen tolik kroku kolik je nenulovych poddiagondlnich prvku. Proto je vhodné
tuto metodu pouzit pro QR rozklad matice, ktera ma mnoho prvku pod diagonalou nu-
lovych.

2.2.3 Prevod na horni Hessenbergtiv tvar

Necht A je matice fddu n. Tuto matici prevedeme na horni Hessenberguv tvar pomoci
Householderovych matic:

Ak = PkAkflPk; k= 1, oo = 2, (236)
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kde Ay = A a Householderovy matice budeme pro k =1,...,n — 1 definovat
P, =1-2wk (wh)",

kde wy, je vektor jednotkové délky. Vektory w” volime

who 2
1Z¥]l,
a slozky vektoru z* jsou definovany
0, J <k,
k_ k—1 . k-1 n k-112\ /2 .
Zj =\ Oy, —SI1ED (ak-i-l,k) (Zl:k—H (alk ) ) , J=k+1
afk’l, Jj>k+ 1

Potom je matice A,,_s v hornim Hessenbergové tvaru a matice

Q=P,P,...P, ,

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

je ortonormalni, protoze je sou¢inem ortonormélnich matic. Plati A,_» = QT AQ, matice

A, je tedy podobna s matici A a tyto matice maji stejna vlastni ¢isla.
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Kapitola 3

Reseni soustav s obdélnikovymi
maticemi

V prvni kapitole jsme se zabyvali feSenim soustav linearnich algebraickych rovnic se ¢tver-
covou regularni matici, nyni se budeme zabyvat obecnéjsimi soustavami s obdélnikovymi
maticemi. Budeme fesit soustavu Ax = b, kde A € R™*", x € R" a b € R™. Matici

Ay = (A | b) (3.1)

nazyvame rozsirend matice soustavy. Symbolem h (A) budeme znacit hodnost matice A,
tedy pocet linearné nezavislych radku matice A. Z linearni algebry je zndma nasledujici
véta.

Véta 36. Frobeniova véta

Predpokladejme, ze A € R™*™ a b € R™.

a) Je-li h (A) < h(Ayp), potom soustava Ax =b nemd Tesend.

b) Je-li h (A) = h(Ay) a h(A) = n, potom soustava Ax =b md prdvé jedno tesent.

c) Je-li h (A) = h(Ayp) a h(A) < n, potom soustava Ax = b md nekonecné mnoho resent.

Zatimco v prvni kapitole jsme se zamérili na soustavy s regularni matici, které maji prave
jedno Teseni, nyni se zaméfime na soustavy, které maji nekoneé¢né mnoho feseni a kromé
toho také na takzvané nejlepsi feSeni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu v ptripadé, ze
dand soustava neméa presné reSeni.

3.1 Singularni rozklad

K teseni soustav s obdélnikovymi maticemi muzeme pouzit singularni rozklad matice sou-
stavy.

Veéta 37. Véta o singularnim rozkladu.
Kazdou matici A € R™*™ [ze rozloZit na soucin

A =USVT, (3.2)
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kde U € R™™ q V € R™"™ jsou ortonormdlni matice a matice S € R™*™ je diagondlni
s nezdaporngmi diagondlnimi prvky oy, 09, ...,0x, k= min (m,n).

Diikaz. Piedpoklddejme, ze m < n. Potom matice AT A je pozitivné semidefinitni, nebot
xTATAx = (Ax)" Ax = ||Ax| > 0. (3.3)

Z toho plyne, Ze vlastni ¢isla matice AT A jsou nezdporna a vlastni vektory ortogondlni.
Jordantv rozklad matice m4 tvar ATA = VIV, kde J je diagondlni matice s vlastnimi
¢isly Ay, ..., A\, na diagondle a V je ortonormalni matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory
matice ATA. Potom plati (AV)" AV = J. Oznacme (AV), i-ty sloupec matice AV a
predpokladejme, ze vlastni ¢isla jsou usporadana sestupné a pocet kladnych vlastnich cisel
je r. Potom plati, ze (AV)! (AV), = \;. Pro \; kladné definujme

R (3.4)

Potom w]w; =1 a w/w; =0 pro i # j. To znamena, ze vektory w; jsou ortonormdlni.

Tyto vektory wy, ..., w, doplnime vektory w,1,...,w, na ortonormalni bazi. Definujme
nyni matici U tak, ze jeji sloupce jsou postupné vektory wy, ..., w,. Dédle definujme matici
S o rozmérech m x n tak, ze jeji diagonalni prvky budou postupné v/A, ..., /A, a ostatni
prvky jsou nulové. Pro i = 1,...,r je i-ty sloupec matice AV roven /\;w;, coz je také
-ty sloupec matice US. Pro ¢ =r,...,n jsou i-té sloupce matice AV i matice US nulové.
7Z toho plyne, 7e AV = US a tedy A = USVT,

Pokud m > n, potom aplikujeme analogicky postup na matici AAT. O

Z dukazu uvedené véty plyne, ze singularni rozklad neni urcen jednoznacné, ¢isla oy, ..., 0,
mohou byt na diagondle matice S v rizném pofadi. Casto se ovSem singuldrni rozklad
urcuje tak jako v uvedeném dukazu, kde jsou singularni ¢isla usporadano sestupne.
Diagonalni prvky oy, 09,...,0, matice S se nazyvaji singuldrni ¢isla matice A. Dale -ty
sloupec matice U se nazyva -ty levy singuldrni vektor, i-ty sloupec matice V se nazyva
-ty pravy singuldrni vektor. Ziejmé plati

u;TA = O'iVT AVZ‘ = o;u, 1= 1, 2, Cey k. (35)

i)
Singularni rozklad ma v linearni algebfe mnohé aplikace. Nékteré z nich uvadime nize.

a) Vypocet pseudoinverzni matice

V dalsim textu budeme definovat pseudoinverzni matice a ukazeme, ze singularni
rozklad muzeme pouzit k vypocétu téchto matic.

b) Urceni hodnosti matice

Déle muzeme singuldrni rozklad miZzeme pouZit k vypoétu hodnosti matice, nebot
hodnost matice je rovna poctu nenulovych singularnich cisel.
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c) Vypocet spektralni normy matice

Kromeé toho se singularni rozklad pouziva k urceni spektralni normy matice. Spektralni
norma byla definovana pro ¢tvercové matice. Pro obecnou matici A € R™" je
spektralni norma definovana analogicky:

||AX||2

|Al, = sup : (3.6)
* o xro [xll,
Spektralni norma matice A je rovna jejimu maximalnimu singuldrnimu c¢islu,
||A||2 = Omax; Omax — 1Max 0;. (37)

i=1,....k

Vypocet ¢isla podminénosti matice

Z toho dale plyne vztah pro vypocet ¢isla podminénosti matice vzhledem ke spektralni
norme

condA = Jmax : (3.8)

Omin

pricemz o,;, oznacuje minimélni nenulové singuldrni ¢islo matice A. Cislo podmi-
nénosti bylo definovano pro ¢tvercové regularni matice, v dalsim textu bude tato
definice zobecnéna a ¢islo podminénosti bude definovdno pro vSechny matice. Zde
uvedeny vztah plati pro vsechny nenulové matice.

Reseni soustav homogennich rovnic

Vektory v,.1,..., Vv, tvorl bazi nulového prostoru matice A, singuldrni rozklad lze
tedy pouzit pro vypocet feseni homogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic.
Urceni baze prostoru R (A)

Vektory uy, ..., u, tvoti bazi prostoru

R(A)={y € R":3x € R" takové, ze Ax=1y}. (3.9)

Metody pro numericky vypocet singuldrniho rozkladu se podobaji metoddam pro vypocet
vlastnich ¢isel matice, spocivaji v prevedeni na matici v jednodussim tvaru a nasledném
rozkladu této jednodussi matice. Naptiklad funkce DGESVD, ktera je soucasti knihovny
LAPACK, nejprve matici prevede na bidiagonalni matici pomoci Householderovy transfor-
mace a tato bidiagonalni matice je potom rozlozena pomoci QR algoritmu.

3.2 ResSeni soustav s obdélnikovou matici

Nyni se zamétime na feseni soustav s obdélnikovou matici. Nejprve zobecnime pojem in-
verzni matice a zavedeme takzvanou pseudoinverzni matici.
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Definice 38. Rekneme, Ze matice AT € R™™ je pseudoinverzni k matici A € R™*™,
jestlize jsou splnény podminky:

a) ATAAT = AT,
b) AATA = A,
¢) (ATA)" = A*TA,
d) (AAT)" = AAT.
Matice A* se také nazyva Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice.

Pokud je matice A regularni, potom inverzni matice k A spliuje vSechny podminky uve-
dené v této definici a pseudoinverzni matice A™ k reguldrni matici A je tedy rovna A1
Nésledujici véta se zabyva existenci a jednoznac¢nosti pseudoinverzni matice.

Véta 39. Ke kazdé matici A existuje pravé jedna matice, kterd je k ni pseudoinverznd.

Dtikaz. Uvazujme matici A € R™*" a jeji singuldrn{ rozklad A = USVT a definujme X =

VS*UT, kde S* je matice pseudoinverzni k S. Pokud oy, ..., 0, jsou nenulové diagonalni
prvky matice S a prvek oy je na pozici (k, k), potom ST je diagondlni matice velikosti
n x m, kterd ma na pozici (k, k) prvek 1/oy proi = 1,...,r a ostatni prvky jsou nulové.

Nejprve se vSimnéme, ze plati

I 0 I 0
SS+ = . StS= , (3.10)
00 0 0

kde T je jednotkova matice velikosti » x r a 0 jsou nulové matice. Na zakladé toho se
jiz snadno ovéri, ze ST spliuje podminky a)-d) z predchozi definice a je tedy skutecné
pseudoinverni k S.

Ukéazeme, ze matice X je pseudoinverzni k matici A, to je spliuje vlastnosti a)-d) z predchozi
definice.

a) AXA = USVIVSTUTUSVT = USStSVT = USVT = A.
b) XAX = VSTUTUSVTVS+UT = VS*SS+*UT = VSUT = X.

¢) (AX)" = (USVTvstUT)" = (U (I 0) UT> ~U (I 0) UT = AX.
00 00

d) (XA)" = (vstuTusvT?)’ = (V (I 0) VT> -V (I 0) VT = XA.
00 00
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Vsechny vlastnosti z definice jsou tedy splnény a ke kazdé matici tedy existuje matice k ni
pseudoinverni.

Zbyvéa ukéazat, ze je tato matice urcena jednoznacné. Predpokladejme, ze matice X a Y
jsou pseudoinverzni k A. Potom plati:

X = XAX =X(AX)" = XXTAT = XXTATYTAT = XYTAT (3.11)
= X (AY)" = XAY = XAYAY = XA (YA Y = XAATYTY
(XA)TATYTY = ATXTATYTY = ATY'Y = YAY = Y.

Z toho jiz plyne, ze pseudoinverzni matice k matici A je ur¢ena jednoznacné. O

Pomoci pseudoinverzni matice muzeme zobecnit definici ¢isla podminénosti obdélnikové
matice A € R™*" vzhledem ke spektralni normé nasledovneé:

cond (A) = [|A[, ||AT],- (3.12)

Diukaz véty nam zaroven dava navod, jak uréit pseudoinverzni matici k dané matici pomoci
singuldrnfho rozkladu. Pokud singuldrni rozklad matice A m4 tvar A = USVT, potom
pseudoinverzni matice k matici A je ddna vztahem At = VS*tUT. V niasledujici véte
uvedeme dalsi moznost, jak urcit pseudoinverni matici, a to v piipadé, Zze matice soustavy
ma vice fadku nez sloupcu.

Véta 40. Jestlize A € R™ ™ pricemZm > n a h (A) = n, potom matice AT A je requldrni
a At = (ATA) " AT,

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze je matice AT A reguldrni. K tomu pouzijeme dikaz sporem.

Predpokladejme tedy, ze AT A je singuldrni. Potom existuje nenulovy vektor x takovy, ze
ATAx = 0 a proto plati

0=x"ATAx = (Ax)" Ax = ||Ax|>. (3.13)

Z toho vyplyvd, ze Ax = 0. To je ovSem ve sporu s predpokladem, ze h (A) = n, nebot
tento predpoklad dle Frobeniovy véty zarucuje, ze soustava Ax = 0 ma pravé jedno a to
nulové TeSeni.
Nyni ovéifme, ze AT = (ATA)f1 AT splituje podminky a)-d) z definice pseudoinverznf
matice.
a) AATA=A (ATA) ATA = A.
b) ATAAT = (ATA) 7 ATA (ATA) T AT = (ATA) AT = AT

T T
c) (AA")" = (A (ATA)"AT) — A ((ATA)") AT - A(ATA) AT —AA"
d) (ATA) = (ATA) TATA=T"=1=A%A O

1

Véta 41. Jestlize A € R™" pricemZm < n a h(A) = m, potom matice AAT je requldrni
a At = AT (AAT) T
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Dikaz. Dukaz je analogicky dukazu predchozi veéty. OJ

Nyni se jiz zamérime na TeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic s obecnou matici.
Pokud takova soustava nemd teSeni, je potieba v nékterych aplikacich urcit vektor, pro
ktery je euklidovskd norma rezidua minimalni. Takovy vektor nazyvame nejlepsi teseni
soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich ¢tvercu.
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Definice 42. Jestlize soustava Ax = b nem4 feseni, potom vektor X nazyvame nejlepsi
reseni ve smyslu nejmensich ctvercu soustavy Ax = b, pokud

Ib— A%|, < ||b—Ax|, V¥xeR". (3.14)

Reseni soustavy linearnich algebraickych rovnic s obdélnikovou matici muzeme vyjadrit
pomoci pseudoinverzni matice.

Veéta 43. Predpoklddejme, Ze A € R™*™ g b € R™.

a) Jestlize m =n a A je requldrni, potom AT = A~ a soustava Ax = b md prdvé jedno
reseni x = Atb = A7'b.

b) Jestlize m < n a h(A) = m, potom soustava Ax = b md nekoneéné mnoho teseni
a vektor x = ATb je jedno z téchto Tesent.

c) Jestlize m > mn a h(A) = n, potom soustava Ax = b nemd reSeni a vektor X = A*b je
nejlepsi Tesent ve smyslu nejmensich ctvercu této soustavy.

Diikaz. a) Toto tvrzeni plyne z Frobeniovy véty a definice pseudoinverzni matice.
b) Pocet teseni plyne z Frobeniovy véty. Dle predchozi véty mame

x=A*b=A" (AAT) 'b.
Tento vztah vynasobime matici A zleva a obdrzime

Ax = AAT (AAT) 'b=h. (3.15)

Vektor x = A™b je tedy fesenim soustavy Az = b.
c) Pocet feseni opét plyne z Frobeniovy véty. Z véty 40 vyplyva, ze

%X =A*b=(ATA) ' ATDb. (3.16)
Tento vztah vyndsobime matici AT A zleva a dostaneme
ATAx = A™b. (3.17)

Dale plati

|b—-Ax| = (b— Ax,b— Ax) (3.18)
= (b— Ax+ Ax— Ax,b— Ax+ Ax — Ax)
= (b— Ax,b— AXx) + (b — AX, A (X — x))
+ (A(x—x),b—Ax)+(A(X—x),A(X—x)).
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S pouzitim (3.17) odvodime, ze plati
(b—Ax,A(x—x)) = (A"b— ATAX, (x — x)) = 0. (3.19)
Dosazenim (3.19) do (3.18), dostaneme
Ib— Ax| = b — AZI2+ [|A & - %)|l2 = b — AZ[2. (3.20)

OJ

Nejlepsi feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu uréité soustavy muzeme tedy urcit pomoci
pseudoinverni matice, kterou umime vypocitat pomoci singuldrniho rozkladu nebo pomoci
vztahu z véty 40. Dalsi moznosti se zabyva nasledujici véta.

Véta 44. Uvazujme soustavu Ax = b, kde A € R™" b € R™, m > n a h(A) = n.
Potom soustava

ATAx = A"b (3.21)

ma prdave jedno reseni X a toto Teseni X je resenim soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich
Ctvercii.

Dukaz. Tato véta vyplyva z dukazu tvrzeni ¢) predchozi véty. O

Soustava (3.21) se nazyva soustava normdlnich rovnic. Resit pivodn{ soustavu pomoci této
véty muze byt vhodné zejména pokud pocet proménnych je vyrazné mensi nez pocet rovnic,
protoze soustava (3.21) je potom vyrazné mensi nez puvodni soustava. Matice této soustavy
je symetricka pozitivné definitni a k jejimu fesent je tedy vhodné pouzit Choleského rozklad.
Nevyhodou tohoto postupu je to, ze ¢islo podminénosti matice soustavy normalnich rovnic
je rovno kvadratu ¢isla podminénosti matice puvodni soustavy:

cond (ATA) = (cond (A))*. (3.22)
Pro soustavy se Spatné podminénou matici je tedy feseni soustavy normalnich rovnic Spatné
podminéna tloha.
3.3 Reseni soustav pomoci QR rozkladu

Dalsi metoda feSeni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu je zalozena na QR rozkladu
matice soustavy. Pfipomenime, ze podle Véty 35 lze kazdou matici A € R™*", m > n,
rozlozit na souc¢in A = QR, kde Q € R™*™ je ortogonalni matice a R € R™*" je horni
trojuhelnikova matice.
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Budeme predpoklddat, ze matice mé plnou sloupcovou hodnost, to znamend h(A) = n.
Plati

Ib— Ax[l; = [b—QRx|;=(b— QRx)" (b - QRx) (3.23)
= (b-QRx)" QQ" (b — QRx)
= (Q"b - Q"QRx)" (Q"b - Q'QRx)
= Q"> - Rx]];.

Oznacme nyni

Q=(Q Q). R= @) , (3.24)

kde Q; € R™™ Q, € R™(m R, € R™" a R, € R™ ™" je nulové matice. Potom

dostaneme
v - R
b Axl, = | (B2 (3.9
b |,
Z toho vyplyva, ze ||b — Ax||, nabyva minima v bodé x*, ktery spliuje
R;x* = QTb. (3.26)

Algoritmus metody:

R
1. Proved QR rozklad A = QR = (Ql | Q2> (Rl)
2
2. Res trojihelnikovou soustavu Rix = Q7b. Resen{ x* této soustavy je FeSenim soustavy
Ax = b ve smyslu nejmensich ¢tvercu.
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