MATEMATIKA 3

Dana Cernd
http://www.fp.tul.cz/kmd/
Katedra matematiky a didaktiky matematiky

Technicka univerzita v Liberci



NUMERICKE METODY RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Uloha: Na intervalu [a, b] ¥edte rovnici f (x) = 0, kde f je spojita
funkce na [a, b] a f (a) f (b) < 0.

e Metoda pileni intervalu
e Newtonova metoda

e Metoda selen



1. METODA PULENI INTERVALU

VETA: Je-li funkce f spojitd na intervalu [a, b],
potom existuje bod x € (a, b) takovy, Ze f (x) =

Algoritmus:
while |f (¢)] >eand |[b—a| > ¢
a+b

2
if f(a)-f(c)<0 b=c
else a=c¢c

end

Pro chybu v n-tém kroku plati |e,| < b-a

Metoda konverguje linedrn& a konverguje vzdy.

(a) - f(b) <0,
0.



PRIKLAD: Ur&ete viechna Yeeni rovnice sin(x) = In(x).



PRIKLAD: Ur&ete viechna Yeeni rovnice sin(x) = In(x).

Graf funkce sin(x) a In(x)
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PRIKLAD: Urtete viechna FeSeni rovnice sin(x) = In(x).

Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na intervalu
[1,2.5].

sin(-Inx)




Potitame dokud nebude |a — b| < 107* nebo

|sin(c) — In(c)| < 10714
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1.75000000000000
2.12500000000000
2.31250000000000
2.21875000000000
2.26562500000000
2.24218750000000
2.23046875000000
2.22460937500000

2.21910714891375




2. NEWTONOVA METODA

Zvolme xp € (a, b) blizko pfesnému Feseni x* a ptedpokladejme, Ze
funkce f ma na (a, b) spojité derivace az do druhého ¥adu. Podle
véty o Taylorové rozvoji existuje &, které leZi mezi x a xp takové, Ze
plati:

7 (€) (x =)

f(x)="f(x0)+f (x)(x—x0)+ 5

PoloZme x = x*. Dostaneme

f" (€) (x* — x0)°
2

0="F(x")="f(x0)(x*—x)+ ~ ' (x0) (x* — x0).

f (xo) y _ f (xo)
F(x0) PoloZzme proto x1 = xg 7 (%)

a proces opakujme. Dostaneme tak pfedpis Newtonovy metody.

Z toho plyne x™ ~ xp —




_ f (xn)
f' (xn)’
kde n € NU {0} a xp € [a, b] je zvolend po&ate&ni hodnota.

Newtonova metoda ma predpis: Xp11 = Xp

VETA: Jestlize funkce f : [a, b] — R a bod xg € [a, b] spliiuji
podminky

e f(a)f(b) <0,

e f’ je nenulovd na [a, b],

e " je spojitd a neméni v [a, b] znaménko,

e f(x0)f"(x) >0,
potom posloupnost vektorii konstruovand Newtonovou metodou s
polatetnim bodem xo konverguje a plati [en 1] < C |en]?. Metoda
tedy konverguje kvadraticky.



Geometricka interpretace Newtonovy metody
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PRIKLAD: Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na
intervalu [1,2.5].

Potitame dokud nebude |x, — x,_1| < 10714,

n Xn

1.00000000000000
2.83048772171245
2.26790221121112
2.21974445251704
2.21910726324201
2.21910714891375
2.21910714891375
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Newtonovu metodu je mozné pouZit také pro ¥eSeni rovnic
v komplexnim oboru.

P¥iklad: Budeme ¥esit rovnici z3 = 1, kde z € C. Newtonova
metoda ma predpis
z3 -1

Zntl = Zn = T35 n € No,
n

kde zg € C je zvolena pocateéni hodnota.

Dan3 rovnice ma t¥i kofeny. Bodiim z € C, pro které posloupnost
{zn}72 5 s potatetni hodnotou zy = z konverguje ke stejnému
koFeni, pfitadime stejnou barvu a vysledek graficky zndzornime.



Newtondv fraktal




3. METODA SECEN

V Newtonové metodé nahradime derivaci pFibliznou derivaci

£ (Xn) ~ f(X,-,) B f(XI"—]-).

Xpn — Xn—1

Dostaneme predpis metody seéen:

Xo = a, x1 = b,
Xp — Xn—1

f(xn) — f(xn-1)

Jestlize f je dvakrat spojité diferencovatelna, pro p¥esné ¥eseni x*
plati ' (x*) # 0, f”” nemé&ni na [a, b] znaménko a pokud xp a x
jsou dostateéné blizko x*, potom metoda konverguje a pro chybu
plati |epy1| < C |e,,|1‘618. Metoda tedy konverguje superlinedrng.

Xpt1 = Xp — [ (Xn)



PRIKLAD: Budeme numericky ¥esit rovnici sin(x) — In(x) = 0 na
intervalu [1,2.5].

Potitdme dokud nebude |x, — x,_1| < 10714
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Xn
1.00000000000000
2.50000000000000
2.08877583915887
2.20960723063542
2.21948162311595
2.21910614212384
2.21910714880757
2.21910714891375
2.21910714891375
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Srovnani doby vypoctu pro dany ptiklad feSeny v MATLABuU.

metoda éas

metoda plleni intervalu | 0.000000 s
metoda seen 0.000000 s
metoda teden 0.000000 s




