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OBSAH A CILE SEMINARE:

e Opakovani a procviceni vybranych numerickych metod.

e Rozsiteni teoretickych poznatk(i pro vybrané numerické
metody.

e Implementace numerickych metod.

e Paralelni zpracovani vybranych numerickych Gloh.

PODMINKY PRO UDELENI ZAPOCTU:

e Vypracovani vybranych Gloh na pocitaci.



OSNOVA SEMINARE:

Primé metody feseni soustav linedrnich algebraickych rovnic.
Gaussova eliminace s vhodnou permutaci radki a sloupci.

Numericka integrace - Newton-Cotesovy vzorce, Gaussova
kvadratura, adaptivni kvadratura. Metoda Monte Carlo.

Interpolace - Lagrangeova, Hermiteova interpolace. Chyba
interpolace. Volba uzl(. Spliny - konstrukce kubickych splin
pro rlizné typy pridanych podminek. Splinové kfivky. Chyba
interpolace.

Redeni nelinearnich rovnic a soustav nelinearnich rovnic.

Paralelni zpracovani vybranych numerickych tloh.



METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Budeme uvazovat soustavu n rovnic s n neznamymi:

allxy + apxe + ... 4+ ainxn = bt
aix1 + axxe + ... + amxp, = b
amxi + amx> + ... 4+ amxn = bn

Soustavu lze zapsat v maticovém tvaru Ax = b, kde

ail aw ... ain by X1

a1 ax ... ax by X2
= ’b:: 7X':

dpl dn2 ... dnn bn Xn

Matice A se nazyvd matice soustavy, vektor b se nazyva vektor
pravé strany. Vektor x se nazyva vektor nezndmych.



Definujme matici:

da11 di12 ... din bl

ax axp ... a b2
Abiz

anl an2 ... ann bn

Tato matice se nazyva rozsifend matice soustavy.

Matice soustavy, kterd ma mnohem vice nulovych prvkil nez
nenulovych prvkid se nazyva ridka. Matice, kterd neni ridka se
nazyva husta nebo plna.

IP - norma vektoru v = (vi,...,v,) € R" je definovana:

(Xiet [wl?)? pro pe N,
max Vi pro p = oo.

geeey

lvll, =



Pro matici A = (a,-j)Zj:l € R™" budeme definovat jeji p-normu:

Av
A, = max [Av|,
vA0 v,

a Frobeniovu (Schurovu) normu:

1/2

n n
1Al ={ > lagl

i=1 j=1
Spektrélni polomér matice A je definovan:

p(A) = max{|A| : A je vlastni ¢islo matice A} .



Véta: Pro kazdou matici A € R"*" a libovolnou normu matice |||
plati p (A) < [|A].

Véta: Pro kazdou matici A € R™*" plati, e limy_,oc AK = 0, pravé
kdyz p (A) < 1.

Véta: Pro kazdou matici A € R"*" plati

a) [|Ally = maxi<j<n D iy |aj]

b) |A[| o = maxi<i<n 374 |aj]

c) |All, = vp(ATA)

d) Je-li matice A symetricka, potom ||A|l, = p(A).

Norma ||-||, se nazyvd Euklidovska nebo také spektralni norma.



PODMINENOST MATICE
Priklad:
a) Soustava x + y = 2

x + 1.00000001y = 2.00000001
ma feSeni x =1, y = 1.
b) Soustava x + y = 2

x 4+ 1.00000001y = 2.00000002
ma feSeni x =0, y = 2.
c) Soustava X + y = 2

x + y = 2

ma nekonené mnoho feseni x =t, y =2 —t, t € R.

Chyby v zadani matice a vektoru pravé strany mohou zpiisobit
velké chyby v FeSeni.



Véta: Predpokladejme, ze A € R"*" je reguldrni matice a AA je
matice takova, Ze HA‘IAAH < 1. Potom plati

X2 = IAI[AT (AA] L [Abj
g (181, bt
[ 1—[|A-TAA[ X (Al [lbl]

kde x* je FeSeni soustavy Ax = b, x2 je Fedeni soustavy
(A+ AA)x = b+ Ab a ||-|| zna&i normu vektoru a ji odpovidajici
normu matice.



Jestlize relativné malé zmény prvk( matice zpisobi relativné velké
zmény v feSeni, nazyva se matice Spatné podminéna, jinak se
matice nazyva dobre podminéna. Podminénost charakterizuje Cislo
podminénosti matice A, které je definovano:

cond (A) := ||A] ||[A~"

)
kde || || je néjakd norma matice, nejcastéji uvazujeme normu || ||,.

Plati cond(A) > 1. Pokud je cond(A) velké, je matice A Spatné
podminéna.



METODY RESENi SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

o Primé - Teoreticky presné reSeni ziskdme po kone¢né mnoha
krocich. Jsou vhodné pro malé plné matice, za urcitych
podminek také pro velké Fidké matice.

e lteradni - Pocitdme posloupnost vektord, kterd konverguje k
presnému resSeni. Pouzivaji se soustavy s velkymi fidkymi
maticemi.

PRIME METODY

e Gaussova eliminace
e LU rozklad
e Choleského rozklad



1. GAUSSOVA ELIMINACE

Primy chod:
fork=1,...,n—1
fori=k+1,...,n
djk ::%
forj=k+1,...,n
ajj = ajj — ajkdagj
end
bi := b; — ajby
end
end

Zpétny chod:
fori=n,...,1

Xi ‘= al” (bi - ZF:H—l a,-jxj)
end



Gaussova eliminace je pro obecné matice numericky nestabilni.
Proto se provadi Gaussova eliminace s pivotaci.

Prvek ayy, ktery je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici

(k, k) a kterym délime, se nazyva pivot. Pokud je tento prvek maly
ve srovnani s ostanimi prvky, mdze dojit k velkym zaokrouhlovacim
chybam. Proto provedeme pivotaci, tedy mezi prvky na pozicich
(k,k),...,(n, k) nalezneme prvek, ktery je v absolutni hodnoté
nejvétsi. Radek s timto prvkem vyménime s k-tym Fadkem. Tento
proces se nazyva castecnd nebo také sloupcova pivotace.

.. v . v v 3
Gaussova eliminace, vyzaduje O (n3), presnéji 2% + 0 (nz),
operaci s plovouci radovou c¢arkou.



Ttidiagonalni matice je matice, kde a;j = 0 pro |i —j| > 1.

s1 t1 O
rn s t

0 3 s3 t3

0 0 r-1 Sp—1 thoa
0 0 n Sn

Gaussova eliminace pro tfidiagondlni matice vyzaduje pouze O (n)
operaci s plovouci fadovou ¢arkou.



Gaussova eliminace je vhodna pro feSeni soustav s malymi plnymi
maticemi.

Gaussova eliminace je vhodnd také pro urdité typy velkych fidkych
matic, napf. pro tridiagonalni matice.

U obecnych velkych Fidkych matic je tfeba dbat na to, aby
nedochazelo k zaplnéni matice, tj. aby z nulovych prvki nevznikaly
nenulové.



2. LU ROZKLAD

Matici soustavy A rozlozime na soucin A = LU, kde matice L je
dolni trojahelnikovd matice s jedni¢kami na diagondle a U je horni
trojihelnikovd matice. Matici U ziskame pomoci Gaussovy
eliminace, matice L obsahuje koeficienty (s opaénym znaménkem),
kterymi nasobime radky pfi eliminaci.

Soustavu Ax = b miZeme zapsat ve tvaru LUx = b. Oznaéme

y := Ux. Potom fesSeni soustavy pomoci LU-rozkladu spociva v
feSeni dvou trojihelnikovych soustav: Ly = b a Ux =y.
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Priklad LU rozkladu:



Doolittliv algoritmus:
1. Nalezneme matice L, U pomoci Gaussovy eliminace.

11 = a1
fori=1,...,n
o 3
/11 =
end
fork=2,...,n
U1k = a1k
fori=1,... k:
i—1
Utk = atk — i1 lijUjk
end

fori=k+1,...,n:

_ 1 . r—1,
Iik ~ U (alk - Zj:l II_] UJr)

end
2. Re$ime trojtihelnikovou soustavu Ly = b.
3. Resime trojihelnikovou soustavu Ux =y.



Pro obecné matice LU rozklad nemusi existovat. Pro reguldrni
matice je vzdy mozné zménit poradi Fadk( matice tak, aby LU
rozklad existoval.

Také LU rozklad vétSinou provadime s pivotaci. Potom ma rozklad
tvar A = PLU, kde P je permutaéni matice, tj. matice, kterda ma v
kazdém radku a sloupci pravé jednu jednicku, jinak pouze nuly.

Vynasobeni permutacni matici je ekvivalentni zméné poradi radka.



Reseni jedné soustavy pomoci LU-rozkladu je podobné casové
o o Y ,
naro¢né jako Gaussova eliminace, vyzaduje 2% +0 (nz) operaci s

plovouci fadovou carkou.

LU - rozklad je vyhodné pouzit predevsim pfi feseni vice soustav se
stejnou matici a rdiznymi pravymi stranami. Potom provaddime
primy chod, ktery ma slozitost O (n3), pouze jednou a pro kazdou
pravou stranu pak provadime dvakrat zpétny chod, ktery vyzaduje
pouze O (n2) operaci s plovouci radovou carkou.



3. CHOLESKEHO ROZKLAD

Pokud je matice soustavy A symetrickd pozitivné definitni, potom
Ize pouzit Choleského rozklad A = LL", kde L je dolni
trojihelnikova matice (nyni nepfedpokladame jedni¢ky na
diagonile).

Matici L vypocteme pomoci vzorcl:

r—1 1/2
/,,:(a,,-Z/i) . r=1,...n,
s=1

1 r—1
li:I<air_Z/rslis>a i:r+17-"n'
rr —1

Potom reseni soustavy Ax = b je ekvivalentni Feseni soustav

Ly = b a L7x = y. Redeni soustavy pomoci Choleského rozkladu
vyzaduje asi polovinu ¢asu a paméti ve srovnani s Gaussovou
eliminaci a LU rozkladem.



SROVNANI SLOZITOSTI:

Metody pro soustavy s obecnou matici:

METODA SLOZITOST
% +o(m)

Gaussova eliminace
Gaussova-Jordanova eliminace | n® + O (n2)
LU rozklad 22 1 0 (n?)
Choleského rozklad 2 40 (n?)

(pro sym. poz. def.)

Metody pro soustavy s tfidiagonalni matici:

METODA SLOZITOST

Gaussova eliminace O (n)
LU rozklad O (n)




