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GAUSSOVA KVADRATURA

Urcity integrdl budeme poditat pfiblizné pomoci souctu:

b n
I(f):/ f(x)dx%ZW,-f(x,-),
a i=0

kde x; € [a, b] se nazyvaji uzly, w; € R se nazyvaji vahy.

Vyraz na pravé stran& se nazyva kvadraturni vzorec, ozna¢ime

Q(f) = Xoilo wif (xi).
Chybu budeme definovat predpisem E (f) = I (f) — Q (f).

Rekneme, ¥e kvadraturni vzorec Q (f) je ¥adu k, jestlize plati
E (P) = 0 pro v8echny polynomy P stupné& nejvyse k.

Vzorec Q (f) se nazyvd Gaussiv, jestliZe je ¥adu 2n + 1.



Opakovéni - Hermitlv interpola&ni polynom

Hermitlv interpolaéni polynom Ho,1 interpolujici funkci f a jeji
derivaci v uzlech xp, ..., xp, které jsou navzdjem riizné, je dan
predpisem

H2n+1 ZS, f(X, —|—Zt f/ X,

kde
si(x) = (1 —2(x—x;) I (x,-)) /,-2 (x)

n2 i (X=X
000 = (=) B0, 1) = A




Potom

b n n
/ H2n+1(X)dX:Zrif(Xi)+Zqif,(Xi)7
a i=0 i=0

kde . .
= / 5(x)dx g = / £ (x) dx (1)
Polozime .
Q(f)= Z;f/f(xi) (2)

a uréime uzly x, ..., x, tak, aby Q (f) byl ¥adu 2n+1.



VETA: Jestlize xq, . .., X, € [a, b] a pro kazdy polynom P stupn&
mensiho nebo rovného n plati fab wpt1 (x) P (x) dx =0, kde

wn+1 (x) = [ (x — x;), potom je Q () definovany vztahem (2)
Gaussdiv.

Dikaz: Predpoklddejme, Ze jsou splnény predpoklady véty. Jestlize
P je polynom stupné& mensiho nebo rovného 2n 4 1, potom
Hermitlv interpolaéni polynom Ha,41 interpolujici P v uzlech

X0, - - - y Xp Spliuje Happ1 = P. Potom pro chybu plati
b n n
E (P) = / P(x)dx— > rP ()= aiP' (x).
a i=0 i=0

Vypoclitdme q;:

2
S (x — x;) Moogzi (X =)
q = ) o o
a =01 \Xi T X

_ /bw Mo jzi (x = X)) _0
- n+1 n > — Y-
a M ojzi (xi = xj)

Z toho plyne, ze E (IB> = 0 a vzorec je tedy Gaussiv.



Podminka fab wn+1 (x) P (x) dx = 0 bude spIn&na, pokud wpy1
bude tzv. ortogonalni polynom.

Mezi ortogonalni polynomy pat¥i nap¥iklad Legendreovy polynomy,
které jsou definovany na intervalu [—1, 1] rekurentnim vzorcem:

Po(x) =1,P1(x) = x

2m+1 m
Pmt1 (x) = ] XxPp (x) — um_l (x), m>1.




Zavér: Jestlize xq, ..., x, jsou kofeny Legendreova polynomu
stupn& n+ 1 a r; je dano vztahem (1), potom plati

n

1
/ F(x)dx~ Q(F) =D rif (x)

-1 i=0
a Q(f) je Gaussiv a nazyva se Gaussiiv-Legendreilv vzorec.

Vztah pro integral s obecnymi mezemi a a b dostaneme substituci:

/bf()dwa(f 7Zr, t;)

a+b
i+ 5.

kde t; =




Hodnoty uzli a vah Gaussovy-Legendreovy kvadratury

pocet uzld n uzly x; vahy r;
2 +1 1
3 0 8
=7 | 3

Vahy u Gaussovy kvadratury jsou kladna &isla.



