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Technická univerzita v Liberci



GAUSSOVA KVADRATURA

Určitý integrál budeme poč́ıtat p̌ribližně pomoćı součtu:

I (f ) =

∫ b

a
f (x) dx ≈

n∑
i=0

wi f (xi ) ,

kde xi ∈ [a, b] se nazývaj́ı uzly, wi ∈ R se nazývaj́ı váhy.

Výraz na pravé straně se nazývá kvadraturńı vzorec, označ́ıme
Q (f ) =

∑n
i=0 wi f (xi ).

Chybu budeme definovat p̌redpisem E (f ) = I (f )− Q (f ).

Řekneme, že kvadraturńı vzorec Q (f ) je řádu k , jestliže plat́ı
E (P) = 0 pro všechny polynomy P stupně nejvýše k .

Vzorec Q (f ) se nazývá Gauss̊uv, jestliže je řádu 2n + 1.



Opakováńı - Hermit̊uv interpolačńı polynom

Hermit̊uv interpolačńı polynom H2n+1 interpoluj́ıćı funkci f a jej́ı
derivaci v uzlech x0, . . . , xn, které jsou navzájem r̊uzné, je dán
p̌redpisem

H2n+1 (x) =
n∑

i=0

si (x) f (xi ) +
n∑

i=0

ti (x) f ′ (xi ) ,

kde
si (x) =

(
1− 2 (x − xi ) l

′
i (xi )

)
l2i (x)

ti (x) = (x − xi ) l
2
i (x) , li (x) =

Πn
j=0,j 6=i (x − xj)

Πn
j=0,j 6=i (xi − xj)

.



Potom ∫ b

a
H2n+1 (x) dx =

n∑
i=0

ri f (xi ) +
n∑

i=0

qi f
′ (xi ) ,

kde

ri =

∫ b

a
si (x) dx , qi =

∫ b

a
ti (x) dx (1)

Polož́ıme

Q (f ) =
n∑

i=0

ri f (xi ) (2)

a urč́ıme uzly x0, . . . , xn tak, aby Q (f ) byl řádu 2n+1.



VĚTA: Jestliže x0, . . . , xn ∈ [a, b] a pro každý polynom P stupně

menš́ıho nebo rovného n plat́ı
∫ b
a ωn+1 (x)P (x) dx = 0, kde

ωn+1 (x) =
∏n

j=0 (x − xj), potom je Q (f ) definovaný vztahem (2)
Gauss̊uv.

Důkaz: Předpokládejme, že jsou splněny p̌redpoklady věty. Jestliže
P̃ je polynom stupně menš́ıho nebo rovného 2n + 1, potom
Hermit̊uv interpolačńı polynom H2n+1 interpoluj́ıćı P̃ v uzlech
x0, . . . , xn splňuje H2n+1 = P̃. Potom pro chybu plat́ı

E
(
P̃
)

=

∫ b

a
P̃ (x) dx −

n∑
i=0

ri P̃ (xi ) =
n∑

i=0

qi P̃
′ (xi ) .

Vypoč́ıtáme qi :

qi =

∫ b

a
(x − xi )

Πn
j=0,j 6=i (x − xj)

2

Πn
j=0,j 6=i (xi − xj)

2

=

∫ b

a
ωn+1

Πn
j=0,j 6=i (x − xj)

Πn
j=0,j 6=i (xi − xj)

2
= 0.

Z toho plyne, že E
(
P̃
)

= 0 a vzorec je tedy Gauss̊uv.



Podḿınka
∫ b
a ωn+1 (x)P (x) dx = 0 bude splněna, pokud ωn+1

bude tzv. ortogonálńı polynom.

Mezi ortogonálńı polynomy paťŕı nap̌ŕıklad Legendreovy polynomy,
které jsou definovány na intervalu [−1, 1] rekurentńım vzorcem:

P0 (x) = 1,P1 (x) = x

Pm+1 (x) =
2m + 1

m + 1
xPm (x)− m

m + 1
Pm−1 (x) , m ≥ 1.



Závěr: Jestliže x0, . . . , xn jsou kǒreny Legendreova polynomu
stupně n + 1 a ri je dáno vztahem (1), potom plat́ı∫ 1

−1
f (x) dx ≈ Q (f ) =

n∑
i=0

ri f (xi )

a Q (f ) je Gauss̊uv a nazývá se Gauss̊uv-Legendre̊uv vzorec.

Vztah pro integrál s obecnými mezemi a a b dostaneme substitućı:∫ b

a
f (x) dx ≈ Q (f ) =

b − a

2

n∑
i=0

ri f (ti ) ,

kde ti = b−a
2 xi + a+b

2 .



Hodnoty uzl̊u a vah Gaussovy-Legendreovy kvadratury

počet uzl̊u n uzly xi váhy ri
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Váhy u Gaussovy kvadratury jsou kladná č́ısla.


